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DL'RÈGE  (H),  ord.  Prof,  an  der  Unîversîtiit  zu  Prag.  —  Die 
CBEKEif  CuTivEif  DRiTTETi  Ordnuho  ,  eînc  ZusammcnstcUung 
ihrer  bckanntercn  Eigenscliaften.  —  Leipzig,  Teubncr;   1871. 

La  théorie  des  courbes  planes  de  degré  supérieur  a  fait,  de- 
puis le  commencement  du  siècle,  des  progrès  considérables,  dont 
Toriginc  se  trouve  dans  les  méthodes  fécondes  de  la  Géométrie  mo- 
derne, et  qui  ont  doté  l'Analyse  de  deux  moyens  puissants  d'in- 
vestigation :  les  coordonnées  homogènes  et  les  coordonnées  trili- 
néaires.  L'Algèbre,  mise  en  possession  d'une  méthode  générale  et 
uniforme,  a  tenu  dignement  sa  place  à  côté  des  méthodes  synthé- 
tiques^ la  théorie  des  invariants,  celle  des  fonctions  abéliennes 
penuettcut  de  pénétrer  avec  facilité  au  cœur  de  la  théorie  des 
œurbes  algébriques  et  d'en  développer  le;  propriétés  avec  un  ordre 
cl  une  élégance  dignes  d'être  remarqués.  Les  courbes  planes  du 
3'  ordre,  étudiées  depuis  longtemps  déjà  par  Newton,  Maclaurin, 
Euler,  ont  été  plus  spécialement  considérées  par  les  analystes  mo- 
dernes, et  Ton  a  pu  ajouter  un  grand  nombre  de  propositions 
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notûl'llcs  à  celles  qui  nous  avaient  été  léguées  par  les  anciens 
^éqmetres.  M.  Salnion,  clans  un  Traité  peu  connu  et  très-rare,  a 
éllidié  exclusivement  les  propriétés  de  ces  courbes^  INI.  Crcinona, 
'"dans  son  Introduction  à  une  théorie  gcncrale  des  courbes  planes, 
••leur  a  consacré  toute  une  partie  de  sou  exposition.  M.  Cayley  leur 
avait  appliqué  les  méthodes  de  TAlgèbre  moderne  et  de  la  théorie 
des  invariants.  M.  Clebsch,  à  son  tour,  a  développé  dans  le  Journal 
de    Borchardt  les   rapports  que  présente  la  théorie  des  courbes 
du  3*  ordre  avec  celle  des  fonctions  elliptiques.  De  cette  manière, 
le  célèbre  théorème  de  IMaclaïu'in,  les  propriétés  des  points  d'in- 
flexion^ et  plusieurs  tlu'»orèmes  de  ^I.    Salmon  deviennent  {>our 
ainsi  dire  évidents ,  et,  une  fois  les  principes  bien  compris,  le  lec- 
teur est  mis  en  possession  d'une  méthode  simple  qui  lui  permet 
de  résoudre  les  questions  en  apparence  les  plus  diiliciles. 

M.  Durège,  dont  les  leçons  sur  les  fonctions  elliptiques  ont  eu, 
comme  on  sait,  le  plus  grand  succès,  s'est  proposé  d'appliquer  son 
remanpiable  talent  d'exposition  à  la  théorie»  des  courbes  planes 
du  3*^  oixlre.  Le  nouveau  volume  de  33o  pag(\s  qu'il  vient  de  publier 
est  écrit  avec  la  plus  grande  clarté,  et  il  est  de  nature  à  être  com- 
pris par  toute  personne  ayant  suivi  un  cours  élémentaire  de  Géo- 
métrie analytique.  L'auteur,  dans  une  Introduction  de  i3o  pages, 
développe  avec  soin  toutes  les  propositions  dont  il  aura  besoin.  Un 
premier  chapîtn*  est  consacré  aux  lemmes  empruntés  h  l'Algèbre. 
Dans  le  second  et  le  troisième,  l'auteur  exposer  avec  beaucoup  de 
clarté  la  théorie  des  coordonnées  homogènes  et  les  propositions  de 
la  théorie  des  coniques  dont  il  aura  besoin,  soit  pour  la  construction 
de  la  courbe  du  3*  ordre  déterminée  par  9  points ,  soit  jK)ur  la  dé- 
monstration d(ï  quelques  théorèmes.  La  fin  de  l'Introduction  est 
consacrée  aux  pro{M>sitions  de  la  théorie  générale  des  courbes  algé- 
briques sur  la  classe,  les  points  multiples,  les  points  d'inflexion^ 
la  Hcssienne^  et  sur  un  mode  spécial  de  transformation  dû  «1  Steiner 
et  dévelop})é  par  lui  en  lilii. 

La  deuxième  Partie  de  l'Ouvrage  traite  des  propriétés  des  courbes 
du  3*  ordre.  L'auteur  y  montre  comment  on  peut  construire  la 
courbe  générale  du  3*  ordre,  déterminée  par  neuf  points  ou  par 
d'auti*es  conditions  ;yomment  on  peut  construire  le  neuvième  point 
commun  à  toutes  les  cubiques  passant  par  huit  points,  etc. 

La  théorie  des  polaires  trouve  naturellement  son  application  dans 
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IViude  des  courbes  du  3*  ordre.  Un  point  du  plan  a,  par  rapport  à 
la  coui4>e,  une  droite  polaire  et  une  conique  polaire,  U  faut  aussi 
consîdén*r  ce  que  M.  Cremona,  a  appelé  la  polaire  mixte  de  deux 
points  A,  B.  C'est  la  droite  polaire  de  A  par  rapport  à  la  conique 
|>olaire  de  B,  ou  inversement  la  droite  polaire  de  B  par  rapport  à 
la  conique  polaire  de  A.  On  appelle  encore  poloconique  d'une 
droite  (i  l'enveloppe  des  droites  polaires  de  tous  les  points  de  G, 
ou  le  lieu  des  points  dont  la  conique  polaire  est  tangente  à  G;  il  y 
a  aussi  une  poloconique  mixte  de  deux  droites,  dont  on  peut  voir 
la  définition^  soit  dans  le  livre  de  M.  Durège,  soit  dans  celui  de 
M.  Crcmona.  Ce  ne  sont  pas  Li  les  seuls  éléments  à  considérer  \  il  v 
a  aussi  les  quaternes,  formés  des  quatre  points  de  contact  des  tan- 
^*ntes  issues  d'un  point  de  la  courbe  ;  la  Hessienne,  qui  est  le  lieu 
des  points  dont  la  polaire  conique  se  décompose  en  deux  droites  \  la 
Cayleyenne^  qui  est  l'enveloppe  des  droites  dans  lesquelles  se  dé- 
rf>mpose  la  conique  polaire  d'un  point  de  la  Hessienne,  et  qui  est 
une  courbe  du  6'  ordre  et  de  la  3*  classe.  On  doit  aussi  considérer 
les  droites  et  les  coniques  satellites.  La  définition  de  la  conique 
satellite,  par  exemple,  est  la  suivante  :  Si  d'un  point  A  on  mène  les 
6  tangentes  à  la  courbe,  les  6  points  de  contact  sont  sur  la  conique 
Z,  polaire  de  A  ^  mais  ces  tangentes  coupent  la  courbe  en  6  nou- 
veaux points,  eux  aussi  sur  une  coniquQ  Z^  qui  est  appelée  la 
conique  satellite^  et  qui  est  doublement  tangente  à  Z.  Enfin,  on  a 
n  examiner  les  coniques  tangentes  ou  osculatrices  à  la  courbe, 
ainsi  que  les  faisceaux  de  courbes  du  3*  ordre.  On  appelle,  d'après 
M.  Sylvester,  sjzy gotiques  ceux  qui  sont  formés  de  courbes 
passant  })ar  9  points  fixes,  qui  sont  pour  toutes  les  courbes  les 
9  points  d'inflexion.  On  voit  quel  ensemble  considérable  de  pro- 
priétés M.  Durège  avait  à  exposer,  et  l'on  peut  dire  qu'il  a  mis 
de  l'ordre  et  de  la  clarté  dans  le  développement  de  son  sujet.  Si 
nous  avions  quelques  critiques  à  lui  adresser,  nous  lui  reproche- 
rions de  s'être  plus  préoccupé  des  propriétés  que  des  méthodes,  et 
de  ne  pas  avoir  donné  avec  une  rigueur  suffisante  les  points  fonda- 
mentaux. On  sait  bien  maintenant,  — M.  Lemonnier  l'a  démon- 
tré dans  sa  Thèse,  —  que  la  forme  canonique 

x^  -f-y  -f-  2'  —  3  K  xy^z  =  o 

ne  peut  être  employée  pour  toutes  les  courbes  du   3®  ordre  (même 
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sans  point  double).  Cette  forme  ne  peut  donc  servir  de  base  à  un 
exposé  élémentaire  et  complet  de  la  théorie  des  points  d'inflexion . 

G.  D. 


Liste  des  ouvrages  crrés  dans  le  livre  de  M.  Durège. 
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Cremona.  —  Introduzione  ad  una  teoria  geometrica  délie  curve  piane. 

Salmon.  ->  Modem  higher  Âlgebra. 

De  Jonquières,  —  Généralisation  de  la  théorie  de  Finvolution.  (Jnnali  di 
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Steiner.  ~  Systematische  Entwickelung  der  AbhSngigkcit,  etc.  Berlin,  i832. 

Poncelet,  —  Analyse  des  transversales. 

Chasles,  —  Construction  de  la  courbe  du  3*  ordre.  (  Comptes  rendus  des  séances 
de  V Académie  des  Sciences,  t.  XXXVI.) 
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section of  two  Curves  the  third  Degree.  (Cambridge  and  Dublin  M.  J.,  y .  VI,  1 85i .) 

Cajrley,  —  Memoir  on  Curves  of  the  third  Order.  (Phil.  Trans,^  v.  CXLVÎII.) 

MacUumn.  ^  Traduction  de  son  Traité  dans  les  Mélanges  de  M.  de  Jon- 
quières. 

Serret .  —  Algèbre  supérieure. 

Salmon,  —  Lettre  à  M.  Crelle.  [Journal de  Crelle,  t.  39.) 

Salmon,  —  Théorèmes  sur  les  courbes  du  3*  degré,  (/r/.,  l.  42.) 
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VIERl^LJAHRSSCHRIFT  deu   Astronomischedi  Gesellschaft. 

Beobachtung  der  Sterne  des  nôrdUchen  Ilimmels  bis  zur  neuntcn 
Grosse. 

La  Société  Astronomique  a  entrepris,  comme  on  sait,  la  détermi- 
nation nouvelle  et  précise  des  étoiles  du  ciel  boréal  comprises  entre 
—  2®  et  4-  80®  de  déclinaison,  jusqu'à  la  9**  grandeur^  elle  a  par- 
tagé le  travail  entre  un  certain  nombre  d'observatoires.  La  zone 
5o° — 55®,  encore  vacante,  vient  d'être  confiée  à  M.  Winlock,  de 
rObservatoire  de  Harvard  Collège,  à  Cambridge  (États-Unis). 
M.  Fearnley,  de  Christiania,  qui  s'est  chargé  de  la  zone  65® —  70®, 
annonce  que  le  travail  est  commencé  et  donne  des  détails  sur  l'in- 
strument et  sur  les  méthodes  d'observation  qu'il  emploie. 

Sonnen-Ephemeriden  berechnet  von  Kowalczjk. 

M.  Bruhns  a  réuni,  dans  le  Caliier  de  janvier  1868  de  ce  Journal, 
les  comètes  dont  il  est  utile  de  déterminer  de  nouveau  les  orbites 
avec  précision^  ces  diverses  comètes  ont  été  découvertes  dans  les 
années  qui  se  sont  écoulées  entre  1800  et  i83o.  Pour  passer  de 
leurs  positions  géocentriques  aux  lieux  héliocentriques,  il  fallait 
connaître  exactement  les  coordonnées  du  soleil  a  ces  diverses  ëpo* 
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ques)  M.  Kowalczyk  les  a  calculées  à  l'aide  des  Tables  de  M.  Le 
Verrier. 

Minière  Oerter  der  in  den  Zonen  —  o®  luid  —  1®  enthakenen 
Sterne,  "von  Copeland  und  Bàrgen. 

Le  compte  rendu  de  ce  Mémoire  est  de  M.  Argelander* 
)IM.  Copeland  et  Bôrgcn,  de  l'Observatoire  de  Gottingue,  se  sont 
proposés  de  déterminer  exactement  les  positions  des  étoiles  com- 
prises dans  les  lones  —  o®  et  —  i^  de  Bonn,  jusqu'à  la  9'  grandeur, 
et  de  les  réduire  à  1875,0.  Us  ont  comparé  leurs  positions  avec 
celles  du  catalogue  de  Schjellerup  et  construit  des  tables  auxiliaires 
donnant  les  logarithmes  des  constantes  connues  a,  6, ... .  Des  deux 
observateurs,  l'un  notait  les  passages  et  pointait  l'étoile  entre  les 
deux  fils^  l'autre  faisait  la  lecture  des  microscopes  et  d'un  niveau 
indiquant  les  changements  de  position  du  cadre  des  microscopes. 
L*crrcur  de  coUimation  c  était  déterminée  à  l'aide  du  bain  de  mer- 
cure, en  tenant  compte  de  l'inclinaison^  elle  s'est  montrée  tout  à 
fait  constante.  La  quantité  n  de  Bessel  était  déterminée  par  l'une 
des  circumpolaires  a  et  d,  plus  rarement  X,  e  et  /3  Petite  Ourse.  La 
formule  de  réduction  employée  est  celle  que  M.  Klinkerfues  a  fait 
connaitre  comme  venant  de  Gauss, 

•«         Qo® —  6               C 
«  =  /-*- A/  4- m -*- T  tang ^- 1 r — ^> 

tangîî- 


ou 


Cette  formule  remplace,  comme  on  voit,  les  deux  quantités  tangd 

et  séc  i  par  une  seule  tang  '^ \  mais  il  ne  parait  pas  que  le  calcul 

soit  abrégé,  5iu*tout  dans  le  cas  des  petites  déclinaisons  et  d'une 
col  limât  ion  à  peu  près  constante. 

La  correction  A  C  de  la  pendule  était  obtenue  au  moyen  des  étoiles 
du  Sautical  Alnianac,  comprises  entre  — 10®  et  +10^5  chaque 
soirée,  on  observait  au  moins  quatre  de  ces  étoiles. 

Pour  c*e  qui  concerne  les  déclinaisons,  les  collimations  équato- 
rialt*s,  fournies  par  un  assez  grand  nombre  d'étoiles  fondamentales 
et  pendant  plusieurs  séries  d'observations,  étaient  employées  à 

Uuil.  *iri  Stirucrs  mathêin,  et  astroti.,  t.  111.  (Janvier  l^7'^)  2 


i8  BULLETIN  DES  SCIENCES 

fournir  une  collimation  moyenne  (après  qu'on  avait  tenu  compte 
des  indications  du  niveau).  Ce  procédé  ne  semble  pas  assez  exact; 
il  est  à  regretter  aussi  que  les  observateurs  n'aient  pas  donné  d'in- 
dications sur  le  degré  de  concordance  des  coUimations  indivi- 
duelles. 

'  M.  Ai^elander  ne  pense  pas  que  le  travail  puisse  servir  au  grand 
catalogue  entrepris  par  la  Société  Astronomique,  en  raison  de 
manque  d'uniformité  dans  l'entreprise;  mais  il  le  trouve  digne 
d'éloges,  et  surtout  pour  le  zèle  et  l'activité  des  deux  astronomes 
qui  ont  pu  effectuer  les  trois  quarts  de  l'ouvrage,  ou  5ooo  observa- 
tions, en  1 1  mois  seulement.  Dans  son  compte  rendu,  il  fait  des  re- 
cherches très-intéressantes  sur  l'erreur  probable  d'une  détermina- 
tion isolée  du  nouveau  catalogue  ;  il  examine  ses  variations  pour 
l'un  et  l'autre  observateur,  dans  les  deux  positions  de  l'instrument, 
et  il  compare  cette  erreur  probable  à  celles  du  catalogue  de  Schjel- 
lerup  et  des  observations  de  Bonn. 

Hàusen  (P. -A).  —  Geodâtische  Vntersuchungen.  Leipzig, 
t865,  1867,  1868,  1869. 

(Dans  ces  divers  Mémoires  sur  la  Géodésie,  M.  Hansen  traite  de 
la  méthode  des  moindres  carrés  en  général,  de  son  application  à  la 
géodésie,  surtout  pour  la  résolution  d'un  réseau  de  triangles,  et  de 
la  réduction  des  angles  d'un  triangle  sphéroïdique  à  ceux  d'un 
triangle  plan  ou  d'un  triangle  sphérique  de  mêmes  côtés.) 

Ce  qui  suit  est  tiré  du  compte  rendu  de  la  Société  Astrono<* 
mique. 

Les  recherches  de  M.  Hansen,  dont  on  s'occupe  ici,  ont  trait  à  la 
solution  d'un  problème  de  haute  Géodésie,  solution  donnée  par  Gausa 
dans  le  Mémoire  célèbre  :  DUquisitiones  générales  circa  superficies 
curvas.  Si,  sur  une  surface  quelconque,  entre  trois  de  ses  points^ 
on  mène  les  lignes  les  plus  courtes,  on  obtient  un  triangle  géode* 
sique,  dont  les  côtés  et  les  angles  ne  changent  pas,  quand  on  trans- 
forme la  surface  en  une  série  d'autres  par  la  simple  flexion.  Toutes 
ces  formes  sont  applicables  les  unes  sur  les  autres  ;  en  particulier^ 
dans  le  cas  d'une  surface  applicable  sur  la  sphère  ou  sur  le  plan,  on 
pourra  toujours  construire  un  triangle  sphérique  ou  un  triangle 
rectilignc  de  mêmes  côtés  et  mêmes  angles  que  le  triangle  géode- 
sique  considéré.  Quand  ce  cas  ne  se  présente  pas,  on  pourra  encon 
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constmire  un  triangle  sphërique  ou  un  triangle  rectiligne  de  mêmes 
c6là  que  le  triangle  géodésique,  et  il  y  aura  lieu  de  chercher  les 
diflSérences  entre  les  angles  du  triangle  sphérique  ou  du  triangle 
plan  et  ceux  du  triangle  géodésique.  C'est  là  le  problème  résolu 
par  Gauas  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut.  Regardant  les  côtés  du 
triangle  géodésique  comme  de  petites  quantités  du  i*'  ordre,  il  a 
développé  en  séries  les  diffîrences  entre  les  angles  du  triangle  rec- 
tUigne  et  ceux  du  triangle  géodésique,  en  négligeant  seulement  les 
quantités  du  5*  ordre  ;  nous  nous  bornerons  à  rappeler  ici  l'expres- 
sion de  l'aire  tr  du  triangle  géodésique  aux  côtés  a,  6,  c,  en  fonction 
de  l'aire  a«  du  triangle  rectiligne  de  mêmes  côtés,  et  des  valeurs  a, 
j3,  7  de  la  courbure  de  la  surface  aux  sommets  du  triangle 

—  =  I  -h  -^  (a«-h  a6»  -*-  2C>)  -*-  -^  (  6» -h  ac»-*-  aaM 

^,  I20^  '  120  ' 


lao  *  ' 

M.  Hansen  s'est  proposé  de  pousser  plus  loin  encore  le  dévelop- 
pement de  Gauss,  de  manière  à  atteindre  avec  les  formules  la  préci- 
sioD  des  mesures  géodésiques  actuelles  ^  voici  comment  il  s'exprime 
au  sujet  de  la  nécessité  de  cette  extension  : 

Dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  de  révolution  de  petite  excentricité, 
les  développements  en  série  des  diiTérences  entre  les  angles  du 
triangle  plan  et  ceux  du  triangle  géodésique  se  composent  de  termes 
de  divers  ordres.  <c  Les  termes  du  5*^  ordre^  dit-il,  ne  sont  pas  tou- 
jours plus  petits  que  ceux  du  4")  ils  peuvent  même  devenir  beau- 
coup plus  grands^  de  même,  ceux  du  y^  ordre  peuvent  devenir  plus 
grands  que  ceux  du  6^.  Il  est  à  remarquer  que  Ton  peut  trouver 
de  très-petits  triangles  pour  lesquels  le  cas  en  question  se  présente 
déjà.  U  résulte  de  là  que  l'extension  des  formules  de  Gauss  qui  vont 
jusqu'au  5'  ordre  inclusivement  (à  cause  de  la  petitesse  de  l'excen- 
tricité) aux  termes  du  6'  ordre  n'aurait  été  d'aucune  utilité,  mais 
quil  était  nécessaire  d'embrasser  aussi  les  termes  du  7*  ordre,  afin 
d*avoir  imc  précision  supérieure  à  celle  de  Gauss.  Par  cette  exten- 
sion, je  suis  arrivé  à  des  expressions  qu'on  peut  employer,  même 
|K>ur  des  triangles  dont  les  côtés  sont  de  20  degrés.  Je  suis  donc 
allé,  en  général,  un  ordre  plus  loin  que  Gauss,  et  deux  ordres  dans 

a. 
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les  formules  finales  ^  ces  dernières  sont  exactes  jusqu'aux  termes  du 
6'  ordre  exclusivement,  et  dans  leur  application  à  Tellipsoïde  de 
révolution  de  petite  excentricité,  elles  le  sont  jusqu'aux  termes  du 
8*  ordre.  » 

Suivent  les  formules  qui  donnent  la  réduction  des  angles  et  de  la 
surface  dans  le  cas  du  triangle  plan  et  dans  le  cas  du  triangle  sphé- 
rique.  Nous  donnerons  ici  seulement  l'expression  de  la  surface  dans 
le  dernier  cas  : 

o-azzial  I e'(tf*-*-26'-*-2cMcosaa' 

L  120      * 

é;*(6*4-2C'H-2aMC0S2Ô' 

I20  /  i- 


e'(c'-»-2a'-t-26Mcos2y'  U 

I20      ^  .'  '  J 


dans  laquelle  q^  est  la  surface  du  triangle  sphérique  correspondant 
au  triangle  géodésiquc;  a',  ^\  y'  sont  les  latitudes  réduites  des  som- 
mets du  triangle  géodésiquc. 

Dans  la  troisième  Partie  du  Mémoire  de  Hansen  se  trouvent  des 
applications  numériques  à  des  triangles,  petits  ou  grands,  compris 
AUX  environs  du  pôle  ou  de  Téquateur. 

En  i868,  M.  Schering  a  donné  la  formule  très-simple 

dA= A(2a-*-p-t-y) 

-f-   JL  A(4«  — 2«.-*-3p-4(3i-*-3y-4y.) 

loo         ^  ' 

dans  laquelle  «i,  |3i,  y^  sont  les  courbures  de  la  surface  aux  milieux 
des  côtés  du  triangle^  la  précision  est  la  même  que  dans  les  for- 
mules de  Gauss. 

M.  Hansen  est  revenu  sur  le  même  sujet  dans  le  Mémoii*e  :  Sup^ 
plemente  die  Réduction  der  TFïnkel  eines  spharoidischen  Dreiecks 
betreffend. 

Citons  ici  encore  ses  propres  paroles  :  «  Mes  anciennes  formules 
conviennent  à  des  triangles  de  grandeur  modérée  \  elles  présentent 
des  erreurs  très-appréciables  pour  les  triangles  qui  se  trouvent  à  la 
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limite  de  leur  application  possible.  Depuis  quelque  temps,  j'ai 
trouvé  des  formules  dont  la  précision  analytique  est  la  même,  mais 
qui  sont  d'une  étonnante  simplicité,  aussi  bien  dans  leur  forme  gé- 
nérale que  dans  leur  application  à  l'ellipsoïde  de  révolution,  et  qui, 
en  outre,  sont  d'une  application  plus  étendue  que  les  anciennes.  » 
Voici  ces  f<Hrmules,  pour  la  réduction  d'un  triangle  géodésique 
au  triangle  plan  correspondant  : 

40 
î-  A  fi  —  g  a(aa»—  5»—  e«)l  (aa  +  ^  H-  y). 

Elles  sont  toujours  exactes  jusqu'aux  quantités  du  6'  ordre  exclu- 
sivement ;  |3i,  7i,  <)  représentent  les  courbures  de  la  surface  en  trois 
points  du  triangle,  qu'on  détermine  aisément  à  l'aide  des  quan- 
tités ff,  /3,  y,  a,  £,  c.  On  voit  que  tout  l'ensemble  des  termes  du 
4*  et  du  3*  ordre  est  représenté  par  l'introduction  de  trois  quantités 
seulement,  /3|,  y^  et  d.  M.  Schering,  par  sa  formule,  ne  représente 
que  les  termes  du  4'  ordre,  en  introduisant  les  courbures  de  la  sur- 
face aux  milieux  des  côtés. 

La  formule  pour  la  réduction  à  la  sphère  de  rayon  i  est  aussi 
très-simple^  la  voici  : 

dA  =  -  ^  A(2/>'-*-î'4.r') 

«     a/        rt'— 36»— 3c»\, 

en  faisant 

Vient  ensuite  l'application  à  l'ellipsoïde  de  révolution;  dans  le  der- 
nier paragraphe  du  Mémoire  se  trouvent  de  nombreux  exemples 
numériques  et  les  comparaisons  des  résultats  fournis  par  les  nou- 
velles formules  à  ceux  que  donnent  les  anciennes. 

Valeîitixeii  (W.).  —  Beitvàge  zur  hurzesten  und  zwechmàs- 
sigsten  Behandlung  geographischer  Ortsbestimmungen,  mit  Hulf- 
stafeln.  Leipzig,  1869. 

Nous  extrayons  les  Notes  suivantes  du  compte  rendu  de  la  So- 
ciété Astronomique. 
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L'objet  du  Mémoire  est  la  détermination  des  latitudes  et  azimuts 
pour  les  besoins  de  la  mesure  des  degrés  en  Europe;  comme  la 
latitude  est  comprise  entre  deux  limites  peu  écartées,  on  a  pu  con- 
struire des  tables  auxiliaires  bien  moins  étendues  que  si  l'on  avait 
▼oulu  les  appliquer  à  un  lieu  quelconque.  Le  côté  théorique  de  la 
question  est  évidemment  épuisé;  aussi  le  mérite  d'un  semblable 
travail  ne  consiste-t-il  que  dans  la  précision  et  la  facilité  des  calculs 
numériques.  Dans  ses  tables,  l'auteur  a  voulu  ne  négliger  aucune 
partie  égale  ou  supérieure  à  o'',oi  ;  il  a  fait  de  nombreuses  remar- 
ques relatives  à  l'influence  sur  le  résultat  final  des  erreurs  d'obser- 
vation et  des  éléments  de  réduction,  ce  qui  ne  peut  manquer  d'être 
utile  aux  observateurs  et  de  les  guider  dans  le  choix  des  étoiles. 

Les  Tables  numériques  se  rapportent  à  la  détermination  de  l'azi- 
mut au  moyen  de  l'étoile  polaire,  de  la  latitude  conclue  d'observa- 
tions de  la  même  étoile  ou  d'observations  de  hauteurs  circumméri- 
diennes. 

Soient  f  la  latitude  du  lieu,  t  l'angle  horaire,  p  la  distance  po- 
laire, a  l'azimut  de  l'étoile  polaire  ;  la  formule  rigoureuse 

t3„g«  =       tang/>sinfséc9 


I—  iangp  cost  tangf 

permet  de  développer  a  sous  la  forme 

a  =p  sin/  sécç  -*-  A/>»4-  Bf^4-  C/>*-*- D/>S 

dans  laquelle  les  coefficients  A,  B,  C  et  D  sont  des  fonctions  simples 
de  9  et  £,  ou  bien  sous  la  forme 

a==/)sin/  séccp  4- M  sina/  h-N, 

dans  laquelle  N  représente  l'ensemble  des  termes  des  ordres  3,  4 
et  5. 

Une  Table  dans  laquelle  l'argument  cp  varie  de  lo  en  lo  mi- 
nutes, et  ;;  =  1^23'  donne  la  valeur  de  M;  on  obtient  N  à  l'aide 
d'une  Table  à  double  entrée  dont  les  arguments  t  et  (f  varient  :  t  de 
lo  en  lo  minutes,  9  de  degré  eu  degré.  Des  Tables  auxiliaires  don- 
nent les  valeurs  de  --r-  et  -j-  pour  les  trois  valeurs  i^ai'ao'^,  i°23'o^, 

I®  24' 40''  de  p.  he  terme  p  sint  sécç  doit  être  calculé  directement^ 
avec  des  Tables  à  six  décimales.  Dans  toutes  ces  Tables,  (f  varie  de 
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36®  à  64^,  ce  qui  est  suffisant  pour  les  besoins  de  l'association  gëo- 

désique  ;  dans  les  Tables  qui  donnent  N  et  -^  9  t  varie  de  o**  à  24^  ; 

il  aurait  suffi  de  le  faire  varier  de  o**  a  1 2'',  les  valeurs  de  N  et  -r- 

dp 

étant  ^ales  ou  de  signes  contraires  pour  les  valeurs  T  et  214  —  T 

de  t.  Les  termes  du  6*  ordre  dans  la  valeur  de  a  sont  négligeables^ 

même  pour  (f  =  64^9  les  termes  du  5'  ordre  n'influent  que  sur  les 

dixièmes  de  seconde. 

Passant  au  calcul  de  la  latitude  conclue  de  la  distance  zënitbale  z 

de  Tétoilc  polaire,  l'auteur  présente  la  série  de  Littrow  sous  la 

(orme 

9  =  90*—  z  —  p  cos/  -*-  sin^/  (M  -*-  N  cos/), 

où 

M  =  -  />*  sini''  tangf» 

N  =  ^  p*  sm*i^ — '  • 

6'^  cos' 9 

M  et  N  cost  se  déduisent  de  Tables  semblables  à  celles  pour  l'azimut; 

toutefois,  on  n'a  donné  les  valeurs  de  -j—  que  pour  deux  valeurs  de 

/7,savoir:  i®ai'2o''et  i®24'4o''.Les  termes  du  4* ordre  de  9  n'attei- 
gnent que  la  valeur  dz  0^,01  ;  l'auteur  indique  dans  quels  cas  il  faut 
prendre  pour  ces  termes  —  o'',oi,  o'',oo,  +o",oi. 

Dans  le  troisième  système  de  Tables,  on  trouve  les  coefficients  de 
la  série  de  Delambre,  pour  la  réduction  au  méridien  d'une  hauteur 
observée  dans  le  voisinage  du  méridien,  et  les  limites  qu'on  ne  doit 
pas  dépasser  de  chaque  côté  du  méridien  pour  que  les  Tables,  qui 
ne  négligent  que  la  sixième  puissance  de  l'angle  horaire,  soient 
suffisantes  \  voici  les  formules  employées  : 

z#  =  -3-*-  Am-f-B/i, 

.  cos9Cosd      „       4,     . 

A  = r >     B  =  A»cotangZM 

2sin*j/  2sin*'j/ 

-^ M    — —     . , 

F.  T. 


sm  I  smi 
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ACTA   UlflVERSITATIS    LUNDEHSIS.   —    LuRDS    UniVEBSITETS    ArS- 

Skrift.  Fôrâr  1868. —  Lund,  1 868-69,  Berlingska  boktryckerîet. 

Ericsson  (J.).  —  «Sur  l'emploi  de  la  chaleur  solaire  comme 
puissance  mécanique  (i3  p.;  suéd.)« 

Les  expériences  de  sir  John  Herschel  et  de  Pouillct  sur  la  quan- 
tité de  chaleur  fournie  par  le  rayonnement  solaire  ne  se  rapportent 
qu'aux  basses  températures.  Les  recherches  de  l'auteur  ont  pour 
but  la  détermination  de  chaleur  que  Ton  peut  développer  à  de 
hautes  températures  par  la  concentration  sur  une  moindre  surface 
de  la  chaleur  rayonnante  du  Soleil.  Il  a  construit  trois  machines, 
auxquelles  il  a  donné  le  nom  de  machines  solaires.  L'une  d'elles  est 
mue  par  la  vapeur  produite  par  la  chaleur  rayonnante  concentrée^ 
les  autres  sont  mues  par  la  dilatation  de  l'air  atmosphérique  chauffé 
au  moyen  de  cette  chaleur  concentrée.  L'objet  du  Mémoire  est 
l'étude  de  la  puissance  mécanique  que  l'on  peut  tirer  du  Soleil.  Il 
résulte  des  expériences  du  savant  ingénieur  qu'à  la  température 
exigée  pour  les  machines  à  vapeur  et  à  air  chaud  l'action  du  Soleil, 
concentrée  sur  une  surface  de  i  o  pieds  carrés  au  moyen  des  appa- 
reils de  son  invention,  peut  vaporiser  489  pouces  cubes  d'eau  par 
heure,  et  produire  ainsi  une  force  capable  d'élever  un  poids  de 
35  000  livres  à  i  pied  de  hauteur  en  une  minute,  ce  qui  équivaut 
environ  à  la  force  d'un  cheval. 

HiLL  (C.-J.-D.).  —  Sur  une  forme  générale  de  développement 
et  sur  les  intégrales  définies.  (24  p.;  fr.) 

La  série  de  Taylor,  lorsqu'elle  est  applicable,  donne  une  repré- 
sentation indéfiniment  approchée  d'une  fonction  au  moyen  d'une 
fonction  entière.  Dans  les  cas  où  elle  est  en  défaut,  on  peut  essayer 
de  trouver  une  représentation  approchée  au  moyen  des  fonctions 
fractionnaires,  parmi  lesquelles  la  plus  simple  est  une  série  double- 
ment infinie,  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  des- 
cendantes de  la  variable.  L'auteur  traite  d'abord  du  développement 


(  *)  Annales  de  l'Université  de  Lund.  Année  1868.  Lnnd,  iSGS-fiQ.  Publication  an- 
nuelle, en  ftuédob  et  en  français,  etc. 
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d'une  fonction  rationnelle,  puis  du  développement  d'une  fonction 
quelconque. 

BîcKLVHD  (A.-V.). —  Quelques  tliéorèmes  sur  les  courbes  planes 
algébriques  qui  passent  par  les  mêmes  points  d'intersection. 
(28  p.;  sucd.) 

On  entend  par  un  faisceau  du  n**"*  ordre  un  système  de  courbes 
du  n'^**  ordre  qui  se  coupent  toutes  aux  mêmes  points  :  ceux-ci  sont 
dits  les  points  fondamentaux  du  faisceau.  Parmi  ces  points,  il  s'en 

trouve  -  n(/i  +  3}  —  i  qui  déterminent  tous  les  autres,  et  chaque 

courbe  du  faisceau,  en  particulier,  est  déterminée  complètement 
par  un  seul  point  en  dehors  des  points  fondamentaux.  L'auteur 
établit  divers  théorèmes  sur  les  rencontres  des  courbes  d'un  faisceau 
avec  des  droites  ou  avec  les  courbes  d'un  autre  faisceau. 

I.  Si  deux  courbes  d'un  faisceau  du  n^^^^  ordre  rencontrent  res- 
pectivement deux  courbes  d'un  autre  faisceau  du  n^^^^  ordre  en 
Il  points  a,  a',...  et  en  n  points  i,  &',...,  situés  sur  une  même 
droite  L,  et  que  par  un  point  c  de  L  on  mène  deux  courbes  appar- 
tenant chacune  â  l'un  des  deux  faisceaux,  ces  deux  courbes  auront 
encore  n  —  i  autres  points  communs  entre  elles  et  avec  la  ligne  L. 

II.  Si  une  droite  rencontre  quatre  courbes  d'un  faisceau  aux 
points  a,  a', ...  ;  &,  b'^...\  c,  c^, . . .  ;  r/,  df^, . . . ,  et  qu'une  autre 
droite  rencontre  les  mêmes  courbes  aux  points  ai,  a',,...;  i|, 
i',,...;  C|,c',,...;  df|,df',, ...,  on  aura  toujours,  A  étant  un  quel- 
conque des  indices  supérieurs, 

c*a.c*fl'...  ^  d^a»d^cf , . .  c^ai.c^flp', .. .  ^  rffai.rff  nf, . . . 

c^b.c'b'...  •  WbTWUTT.  ■"  c^,b,.c\b\...  •  rfî6,.df<... " 

Et  réciproquement,  si  deux  droites  coupent  trois  courbes  du  fais- 
ceau aux  points  a,  a', ...  ^  &,&',...;  df*, . . . ,  et  a^  a, , ...  ;  &|, 
4',, ...  ;  dff , . . .,  et  que  c*,  cf  étant  deux  points  situés  sur  les  deux 
droites,  on  ait  la  relation  précédente,  c*  et  cf  seront  situés  sur  une 
même  courbe  du  faisceau. 

Les  3n  points  a,  a^, . .  .^  i,  &',...,  c, ... ,  dont  il  est  question 
dans  le  théorème  I,  sont  dits  former  une  involution  de  n^'^  degré. 
Cela  posé. 

m.  Lorsque  trois  systèmes  de  points  a,  a^,  ...,&,  &^, .. .,  c,  c', . . . 
forment  une  involution  du  n""*  degré,  ils  satisfont  aux  3(n  —  i) 
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relations 

ab.ab'...aly-'  __a'b.a!  b'.  ..a'b^' 

ac.ad . .  .otf*""'       a'  c.cdc' . .  .o'c"-' 
bc.bd ..  .6c*~* 


•  •  • 


ba.ba'  .,,bal^^ 

ca.ca! . ..  ca^^ 
cb.ca.  • .  c6^* 

Et  réciproquement,  si  l'un  quelconque  de  ces  trois  systèmes  de 
relations  est  satisfait,  les  3n  points  forment  une  involution  du 
n^"!  degré. 

IV.  Si  sur  une  ligne  droite  trois  systèmes  de  points  a,  a', ... , 
i,  6^, . .  • ,  Cy  c^,  •  •  •  forment  une  involution  du  n^^'^^  degré,  et  que 
l'on  détermine  sur  cette  droite  trois  points  A,  B,  C,  tels  que 
Ton  ait 

iA= -(ia4-«V-f-...)»    iB  =  ...,     iC  =  ..., 

n  ,  w  j 

on  aura  les  relations  suivantes  : 

ab.ab^...       AB      dh.dV...       AB  bc.b&...       BG 

ae.a&..*       AC       a'c.a'd...       AG  ba.baf...       BA 

V.  Si,  dans  deux  faisceaux  de  courbes  du  n'^*  ordre,  deux 
courbes  de  l'un  ont  respectivement  avec  deux  courbes  de  l'autre 
2  mn  points  communs,  situés  sur  une  courbe  donnée  du  m^^*  ordre, 
les  courbes  correspondantes  de  ces  faisceaux  se  couperont  en  des 
points  dont  mn  seront  situés  sur  cette  même  courbe  du  m****  ordre, 
et  les  n{n  —  m)  restants  sur  une  courbe  de  l'ordre  an  —  m,  pas- 
sant en  outre  par  les  points  fondamentaux  des  deux  faisceaux  \  et 
quatre  courbes  d'un  faisceau  ont  le  même  rapport  anbarmonique 
que  les  quatre  courbes  correspondantes  de  l'autre  faisceau. 

Mac  Bealim.  —  Sur  les  puissances  d'une  variable  complexe, 
(aa  p.^  suéd.) 

Deux  variables  complexes  zelw  étant  liées  par  la  relation  ^=z", 
si  l'on  fait  décrire  à  z  une  certaine  courbe  sur  le  plan,  w  décrira 
une  courbe  déterminée.  L'auteur  étudie  ces  courbes  en  supposant 
successivement  l'exposant  n  réel,  imaginaire  et  complexe. 

Mac  Berlin.  —  Sur  la  représentation  géométrique  des  loga^- 
rithmes  et  des  fonctions  trigonométriques  les  plus  simples  d'une 
variable  complexe.  (3i  p.,  i  pi.;  suéd.) 


I 
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Ce  Mânoire  est  mie  suite  da  précédent,  et  Fautear  y  étudie  les 
courbes  décrites  par  w^  lorsque  cette  variable  est  liée  à  z  par  une 
des  relations  w  =  logr,  iv=  sinz,  etc. 

MôLum  (Axel).  —  Ohser\fations  de  planètes  et  de  comètes  faîtes 
à  r Observatoire  de  Lund  en  1868.  (io5  p.^  suëd.) 


ANNALI  BBLLÀ  R.  SctJOLA  NoKMALC  stJpsRiolts  BT  PisA. —  Scicute 
fisiche  e  matematiche.  —  Pisa,  tipografia  Nistri  (^). 

T.  !•%  1871. 

Padoya  (E.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  ellipsoïde  fluide  et 
homogène.  (88  p.) 

Cette  théorie  contient  une  exposition,  avec  des  modifications 
propres  à  l'auteur,  des  travaux  de  Dirichlet,  de  Dedekind,  de 
Brioschi  et  de  Riemann  sur  le  problème  de  la  détermination  de  la 
forme  que  prend  une  masse  fluide  qui,  dès  le  commencement  du 
mouvement,  a  une  forme  ellipsoïdale,  et  dont  les  éléments  agissent 
les  uns  sur  les  autres  suivant  la  loi  de  Newton,  en  supposant,  bien 
entendu,  qu'aucune  force  extérieure  n'agisse  sur  les  molécules  du 
fluide.  Les  équations  différentielles  du  problème  sont  obtenues  par 
la  méthode  de  Jacobi.  Parmi  les  parties  de  ce  travail  qui  appar* 
tiennent  en  propre  à  l'auteur,  nous  signalerons  les  derniers  para- 
graphes sur  les  mouvements  périodiques,  et  l'interprétation  de 
quelques  passages  du  Mémoire  de  Riemann,  qui  présentaient  de 
sérieuses  difficultés. 

BcETUfi  (E.).  —  Sur  les  polyèdres  eulériens,  (44  pO 
Détermination  d'un  polyèdre  au  moyen  de  deux  aspects  sem- 
blables^ ce  qui  permet  de  classer  les  polyèdres  d'une  manière  beau- 
coup plus  simple  que  celle  qui  a  été  donnée  par  M .  C.  Jordan  ('). 

AscHiERi  (F.). —  Sur  un  complexe  du  a'  degré.  (a4  p-) 

L'objet  de  ce  travail  est  l'étude  du  complexe  de  droites  que  l'on 

obtient  en  prenant  toutes  les  droites  qui  rencontrent  4  pl^ns  fixes 

en  4  points  ayant  un  rapport  anharmonique  constant.  Après  avoir 

établi  que  le  complexe  ainsi  obtenu  est  du  a*  degré,  M.  Aschieri 

(')  Jnnales  de  VÈcoU  Normale  supérieure  de  Pise,  Sciences  physiques  et  mathéma- 
tiques. Pise«  Imprimerie  de  Nistri.  Ce  Recueil,  qui  formera  chaque  année  un  volume 
la-S*,  co  laofiM  fulienne,  publie  las  thèses  doctorales  des  anciens  élères. 

(*)  Bedierekes  sur  les  polyèdres,  {Journal  de  Crelle,  t.  66,  p.  ».) 
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démontre  que  les  cônes  correspondants  à  un  point  quelconque  de 
Tespace  passent  par  les  4  points  d'intersection  des  plans,  et  que, 
Iorsqu*uu  de  ces  points  s'éloigne  à  Tinfini,  ce  complexe  est  formé 
par  les  droites  qui  forment  un  angle  droit  avec  leurs  polaires  réci- 
proques par  rapport  à  une  certaine  surface  du  2*  degré  (ce  que  Ton 
aurait  pu  déduire  immédiatement  du  théorème  précédent).  Une 
propriété  remarquable  de  ce  complexe,  c'est  que  l'on  peut  former 
avec  ces  droites  une  série  de  systèmes  de  droites  tangentes  chacune 
à  une  parabole  cubique.  Après  avoir  donné  quelques  théorèmes 
rt^latifs  au  complexe  général  dans  lequel  les  4  plans  sont  a  distance 
finie,  Tauteur  considère  le  complexe  formé  par  les  droites  qui  ren- 
conlrt^nt  ^  surfaces  du  a*  degré  en  4  points  harmoniques,  lequel 
jouit  de  la  propriété  remarquable  d'être  représenté  par  une  équa- 
tion qui  ne  contient  que  les  carrés  des  variables. 

DWacàis  (Fr.).  —  Mouvement  sur  aui  eUipsoSde  d'un  point 
sollicité  par  des  forces  fia  ont  une  certaine  Jonction  potentielle. 
i36pO 

Ce  Mémoire  est  une  applicalioQ  de  l'invcrsioD  des  int^rales 
abélieniies  de  i**  espèce.  M.  C.  Neamann,  dans  un  MémcHre  ins^é 
au  Jourtmt  de  Creile  (*},  a  traité  le  proUème du mûavenaeiit  d^on 
pMttl  sur  une  sphère^  lorsq[iie  les  forces  agissant  sur  ce  point  ont 
une  ionrlkii  potentielle  de  la  fonMeXIx^+Nt-^+P^.D  est  facile 
de  viHr  q[«ie  M.  Nettmann  s*élait  prc^osé  le  proUème  matnrd  ci 
sinple  de  dêteradaer  le  noaveinlHBil  d'un  ponat  Mitirgigl  sitaé  sor 
la  siuriaee  d'un  eUipsoiide  et  sounùs  à  Tattioift  des  farces  prorcnant 
de  rdUpscMide  nièiMe;  omis  qve^  ee  problème  n^ctanl  pas  résoluble 
Ipotr  %|iMdr«liures^  ei  n'odSruat  pas  d'aille«rs  wae  ^pplkadoo  de  lln- 
^ersma  des  wlê^:rales  abèliemnes^  il  avait  dà  cm  ModilSr»  rêaonoé 
de  la  nMiùèff^  ^«e  nous  avons  ittiiqttée  ph»  kaat.  M.  d^Arcais^  C9 
atlav|iKUit  U  mènfte  qiiesUott.  s^cst  tro«ivif«  natureOeaBeau  cm  prf- 
$eifeitr  des  wènacs  £ttciKhés;  3  m'a  pm  les  ihrijbnr  qpa^'cm  smpposami 
w»e  relaitiom  emire  lescoedk-wmls  de  la  iMHnitMi  pocemtielle:  et  €*csl 
U^  il  &1MI  cm  ciMavemùr^  «me  bemremse  tmspirafewm  ^  car  le  paotlit 
de  M.  Nemaumm  m^a  riem  ^oi  p«atsâe  hu  cocrcspiMmbe^  aa^ane  dami 
ks  kaaavs  aib«tractms  de  La  >lêcamà|me  amitvtii|me^  cm  c&t,  3 
serait  sàngaJfcr  «{m'am  pnùat  dàt  !$e  awanoir  sar 
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raction  de  forces  provenant  d'un  autre  corps.  L'hypothèse  de 
M.  d*Arcais,  au  contraire,  ne  fait  qu'assujettir  à  une  condition  les 
axes  de  l'ellipsoïde.  Malheureusement,  le  succès  n'a  pas  couronné 
cette  ingénieuse  idée;  car,  en  étudiant  à  fond  cette  condition  entre 
les  axes,  on  voit  <ju'elle  n'est  autre  chose  que  la  condition  pour  que 
l'ellipsoïde  soit  de  révolution,  et  dans  ce  cas  le  problème  se  résout 
en  faisant  usage  seulement  des  fonctions  elliptiques.  En  voulant 
donc  conserver  à  cette  étude  son  caractère  principal,  M.  d'Arcais  a 
dû  supposer  que  la  fonction  potentielle  provient  de  l'action  d'un 
antre  ellipsoïde,  ce  qui  conduit  de  nouveau  aux  hypothèses  abs- 
traites de  M.  Neumann.  La  difficulté  capitale  étant  écartée, 
M.  d'Arcais  procède  alors  par  une  voie  simple  et  facile,  tout  à  fait 
semblable  à  celle  qu'a  suivie  M.  Weierstrass  dans  son  Mémoire  sur 
les  géodésiques  de  l'ellipsoïde  (*). 

RoiTi  (A.).  —  Sur  le  nious^enient  des  liquides,  (48  p.  ;  3  pi.) 
L'auteur  traite  le  problème  du  mouvement  d'un  liquide  dans  un 
tube  cylindrique,  en  tenant  compte  seulement  de  la  pesanteur,  de 
la  viscosité  interne  du  liquide  et  du  frottement  contre  les  parois  du 
tube.  La  théorie  mathématique  est  suivie  du  détail  des  expériences 
exécutées  pour  vérifier  les  résultats  du  calcul.  E.  P. 


»o< 


MÉLAHGE8. 

Il  IWVElEliT  lEUTlF  ITS  NIRT  PESm  811  m  GODUE  COIPUSE 

BUS  ES  PLU  VEITICIL  Ttlllim  ITI  lODVElEHT  IRIFOUE 

IDTWI  rca  POHT  n  CE  PLU; 

Pae  h.  RESAL. 

On  est  conduit  à  ce  problème  de  Mécanique  rationnelle  en  étu- 
diant le  mouvement  relatif  de  l'eau  dans  les  roues  à  aubes  courbes 
de  Poncelet,  qui,  dans  ses  leçons  lithographiécs  à  TÉcole  d'Appli- 
cation du  Génie  et  de  l'Artillerie,  en  a  donné  une  solution  approxi- 
mative qui  suffit  pour  le  but  pratique  qu'il  avait  en  vue.  U  m'a  dit 
autrefois  qu'il  avait  établi  l'àjuation  du  mouvement  relatif  et  qu'il 
ra\ait  intégrée  dans  le  cas  des  aubes  planes;  mais,  dans  les  Notes 
qu*il  a|  laissées,  on  n'a  rirn  trouvé  sur  ce  sujet,  que  je  me  propose 
de  rt*prendre  dans  ce  qui  suit. 

*      Uotiaisèt'iithte  lirr  Uerlinvr  Jktuiemie,  iS'Ji. 
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Cas  de  la  ligne  droite^  —  Soient  : 

O  le  oentiv  de  roudon  et  OZ  sa  Terikale  ; 

Jt  la  vitesse  angulaire  constante  antoor  de  O  et  qui  est  censé 

avoir  lieu  de  la  droite  vers  la  gancke^ 
OA=R  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sor  la  droite  don* 

nëe  mA,  m  étant  la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  t 
Att  la  verticale  du  point  A; 
s  la  distance  mA. 


Supposant  que  le  mouvement  relatif  du  point  ait  lieu  de  m  vers  A 
racceiération  relative  sera  -^  -^-^  ;  on  a  d'ailleurs 

ZOA=:iU-f-e, 

e  étant  la  valeur  initiale  de  l'angle  que  forme  OA  avec  OZ^  puis 

mku  =  Oku  —  OAm  = n/  —  e, 

a 

d'où,  pour  la  composante  de  l'accélération  de  la  pesanteur  dans  1 

sens  du  mouvement, 

—  ^sin(n<4-s). 

L'accélération  centrifiige  estimée  de  la  même  manière  est 

—  n*  Am= —  n**. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir  compte  de  l'accélération  centriiugc  cxqi 
posée  qui,  étant  perpendiculaire  à  m  A,  ne  donne  lieu  qu'a  uÉ 
pression.  On  a  donc  en  définitive  ^ 

-TTj  -f  g^n(iil4-(c4-ii*«  =  o. 
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d'où 

«  =  —  -S,sin(n/H-e)-+-Mcosn/  H- N  sînn/, 


n' 


M  et  M  éunt  des  constantes  que  Ion  déterminera  lorsque  Ton  con- 

ds 
naîtra  les  valeurs  de  s  et  de  la  vitesse  —  ^  à  une  époque  déterminée. 

Le  temps  au  bout  duquel,  la  vitesse  étant  nulle^  le  mobile  sera 
sur  le  point  de  revenir  sur  ses  pas,  est  donné  par  Téquation 

—  -^  cos(ii/4-e)  — Mslnn/4-Ncos»/  =  o. 

Cas  oii  la  courbe  décrite  est  un  cercle,  —  Ici  OZ  et  n  auront 
les  mêmes  significations  que  ci-dessus  ;  A  sera  Tune  des  extrémités 
du  diamètre  du  cercle  de  centre  C  passant  par  le  point  O,  mt  la 
position  du  mobile  au  bout  du  temps  f ,  p  le  rayon  Cmi ,  e  la  valeur 

initiale  de  l'angle  ZOA  s=  nt  +  e  ^  soit  de  plus  a  la  distance  OC. 
Prolongeons  la  verticale  nti  U|  du  point  rrix  jusqu'à  sa  rencontre  I 
avec  OA,  et  désignons  par  (f  l'angle  rrii  CA,  considéré  comme  positif 
ou  négatif,  selon  qu'il  sera  situé  à  gauclie  ou  à  droite  de  OA.  Le 
mouvement  relatif  étant  censé  avoir  lieu  de  nti  vers  A,  l'accéléra- 
tion relative  du  mobile  sera 

or  on  a 

l/ii.  C  =  milA  —  mtCk  =  nt  4-  e  —  9, 
d'où,  pour  la  composante  taugcnticlle  de  g^ 

—  gsïn  (9-/1/  —  e). 


La  composante  semblable  de  l'accélération  centrifuge  est — n*.  m^  K, 
K  étant  la  projection  de  O  sur  la  tangente  en  mj ,  ou  — n^a  sîncy. 
Il  vient  donc 

0  -T7--f-grsin(9  —  nt  —  t)  -f-/i'asin9  =  0, 

é(]uation  que  Ton  ne  parait  pas  pouvoir  intégrer. 

Si  le  mouvement  est  assez  lent  ou  si  le  centre  C  est  suffisamment 
\oisin  du  point  O  pour  que  l'on  puisse  négliger  le  terme  dû  à  l'ac- 
félératiou  centrifuge,  on  a  tout  simplement 

3jï=-Êsmq., 
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en  posant 

ij;  =  ç  —  n/  —  e. 

Cas  général.  —  Dans  ce  qui  suit,  A/Wi  est  une  courbe  de 
forme  quelconque;  A  un  point  déterminé  de  cette  courbe;  O,  OZ, 
nii  ont  les  mêmes  significations  que  ci-dessus. 

Soient  de  plus 

T  l'intersection  de  la  tangente  en  nti  avec  la  direction  de  OA  ; 

r  =  Orrii ,  0  =  0/it|  A  les  coordonnées  polaires  de  mj  ; 

V  Tangle  OmiT  formé  par  la  tangente  'avec   le  rayon    vec- 
teur Om|. 
Le  mouvement  relatif  de  m^  étant  censé  avoir  lieu  de  mi  vers  A, 

l'accélération  relative  est  —  -^r^  ;  mais  on  a 


m,T  =V— Om.I  =  V—  20m,  =  V  -  n/  —  e  +  0, 

d'où,  pour  la  composante  tangentielle  de  g^ 

—  grcos(V— n/  — e-i-  0). 

La   composante   semblable  de    l'accélération    centrifuge    étant 
—  /l'r  cos  V,  il  vient 

d*s 
(A)  ^  4-grcos(V— n/  — eH-0)4-»'rcosV=o, 

avec  les  relations  connues 

tangV=^,     ds  =  '^sJdr^^r^dQ\ 

de 

L'équation  (A)  sera  intégrable,  lorsque  l'on  aura  V  +  Oss/i;, 
(A  étant  une  constante;  ce  qui  donne 

r^  =  -tang(0-fx), 

d'où 

rsin(e  —  1^)  =  consu» 

équation  polaire  d'une  droite ,  ce  qui  correspond  au  premier  cas 
que  nous  avons  étudié  et  qui  parait  être  le  seul  pour  lequel  l'équa- 
tion (A)  puisse  s'intégrer. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

SOUCHON  (Abcl).  —  Éléherts  db  Calcul  difféeeiitiel  et  de 
Calcul  ihtégral.  —  a  vol.  în-8®;  1870.  —  Paris,  Arthus  Ber- 
trand. Prix  :  i5  francs. 

Cet  Oayrage  est  disposé  suivant  le  plan  traditionnel  de  la  division 
du  Calcul  infinitésimal  en  Calcul  diflerentiel  et  Calcul  intégral,  divi- 
sion qui  a  le  double  inconvénient  de  ne  pas  classer  les  matières  par 
ordre  de  difficulté,  et  d'empêcher  qu'on  ne  profite,  dans  plusieurs 
parties  du  Calcul  diflerentiel,  des  simplifications  que  l'emploi  de 
l'intégration  permettrait  d'apporter. 

Le  premier  volume  se  divise  en  trois  Livres,  dont  le  premier  con- 
tient l'exposition  des  principes  généraux  du  Calcul  diflerentiel,  le 
second  les  applications  analytiques,  et  le  troisième  les  applications 
gt'-ométriques  de  ce  Calcul. 

Le  premier  Chapitre  du  Livre  1"  traite  des  infiniment  petits,  d'a- 
près les  idées  exposées  par  M.  Duhamel  dans  ses  ouvrages  classiques. 
Ijc  second  Chapitre  parle  des  dérivées  et  des  diflérentiellesdans  le  cas 
dune  seule  variable  indépendante.  L'auteur  semble  admettre,  quoi- 
qu'il ne  Taflirme  pas  explicitement,  qu'il  suffit  qu'une  fonction  soit 
nVlle  <*l  continue  j)our  qu'elle  ait  une  dérivée,  ce  qui  peut  paraître 
rtmtesiable  ^  *  ).  La  diflérentiation  des  fouctioiis  d'une  et  de  plusieurs 
\ariables  est  exposée  dans  les  Chapitres  suivants  d'après  les  mé- 
tlunles  ordinaires.  Nous  remarquons  seulement  un  Chapitre  spécial 
lrès-im[>ortant,  que  l'auteur  a  consacré  au  calcul  direct  des  dé- 
rivées d'ordre  quelconque. 

>ous  aurions  préféré  que  l'auteur  renvoyât  aux  préliminaires  de 
la  ilitWie  des  équations  difierentielles  et  aux  dérivées  partielles  le 
Chapitre  dans  lequel  il  traite  de  l'élimination  des  constantes  et  des 
fonctions  [arbitraires]. 

Dans  la  recherche  de  la  valeur  [limite]  d'une  fonction  qui  se 
présente  sous  forme  indéterminée,  il  nous  eut  semblé  préférable 
de  démontrer,  sans  le  secours  de  la  série  de  Taylor,  la  formule 

VJT.'^/i)  ^TC^'Hx.-^  Oh) 

* 

(*)  Voir  Builrttn,  U  I,  p.  1^3. 
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0  étaut  le  même  dans  les  deux  termes.  Cela  eût  permis  de  traiter 
d'une  manière  plus  rigoureuse  le  cas  des  expressions  ^  . 

La  théorie  des  points  singuliers  des  courbes  planes  ne  nous  parait 
pas  traitée  avec  une  rigueur  suffisante. 

Le  volume  se  termine  par  un  Chapitre  consacré  à  l'étude  des  di- 
vers systèmes  de  coordonnées  curvili^es,  et  par  un  autre  sur  les 
équations  aux  diûerentielles  partielles  des  diverses  familles  de 
surfaces. 

Le  second  voliune  comprend  cinq  Livres  ayant  poiur  titres  : 

I  °  Principes  généraux  du  Calcul  intégral  ^ 

2°  Applications  géométriques  du  Calcul  intégral  \ 

3°  Intégration  des  équations  différentielles; 

4^  Calcul  des  variations  ; 

5°  Calcul  des  différences  unies. 

L'auteur  se  contente  de  démontrer  par  des  considérations  géomé- 
triques le  théorème  fondamental  de  Texistence  de  l'intégrale  dé- 
finie. 

C'est  à  tort  qu  il  est  dit  (p.  65)  que  le  nombre  des  conditions 
nécessaires  pour  l'intégrabilité  d'une  expression  différentielle  li- 
néaire du  premier  ordre  à  n  variables  indépendantes  est • 

Jacobi  a  démontré  que  ce  nombre  peut  se  réduire  à  a/i  —  3. 

Nous  nous  attendions  à  voir,  à  propos  des  équations  aux  dérivées 
partielles,  la  démonstration  si  simple,  donnée  par  Jacobi,  de  Tiden* 
tité  du  problème  de  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles linéaire  du  i"^  ordre  et  de  celui  de  l'intégration  d'un  certaii 
système  d'équations  différentielles  simultanées.  La  démonstratioi 
donnée  par  l'auteur  d'après  Lagrange  nous  parait  moins  facil< 
pour  les  commençants. 

La  plupart  des  Chapitres  sont  terminés  par  des  recueils  d'exercice 
bien  choisis. 

Nous  remarquons  généralement  que  dans  cet  Ouvrage  les  appli 
cations  sont  développées  avec  plus  de  soin  que  l'exposition  de 
principes.  Nous  signalerons  encore  avec  regret  des  incorrections  d 
style  et  de  typographie  que  l'auteur  ne  manquera  pas  sans  doute  d 
faire  disparaître  dans  une  seconde  édition.  Par  exemple,  nous  cite 
rons  les  passages  suivants  du  i**"  volume  : 
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M  Transformer 

en  une  fonction  de  r  et  [de]  0.  » 

fc  Courbe  polaire  »  au  lieu  de  rapportée  à  des  coordonnées  po- 
laires. 

«  Expression  de  la  tangente,  sous-tangente,  normale  et  sous- 
normale.  i> 

a  La  courbe  dont  l'équation  est 


s  a 


j» -4-  y^  ^  or 

a  reçu  le  nom  de  cardioïde,  » 

On  oublie  souvent  de  mettre,  après  le  terme  général  d'une  série, 
les  points  nécessaires  pour  indiquer  que  la  série  n'est  pas  ter- 
mi  oée. 

'Sous  lisons,  page  a33  : 

PP'  =  2sinû), 
au  lieu  de 

=  2  sin-b). 

2 

Page  248  :• 

d'p 

au  lieu  de 

ds' 

Ces  fautes  typographiques,  très-nombreuses,  rendraient  fort  utile 
la  publication  d'un  erratum. 

Si  nous  insistons  sur  ces  négligences  de  langage,  c'est  que  nous 
voyons  avec  peine,  dans  plusieurs  ouvrages  modernes,  d'ailleurs 
tres-recommandables,  les  Mathématiques  vivre  en  mauvais  accord 
arec  la  Grammaire.  G.  D. 


36  BULLETIN  DES  SCIENCES 

REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MÉMOIRES  PUBLIÉS  PAR  M.  Tchebyghef,  membre  de  TAcadémie 
des  Sciences  de  Saint-Pétersbom*g. 

I. 

O&b  HHTepno^iipOBaHÛi.  —  Sur  l'interpolation.  (Supplément  au 
T.  rV  des  Mémoires  de  l' Académie  impériale  des  Sciences  de 
Saint-Pétersbourg;  1864.  —  23  p.  gr.  în-8®.) 

Dans  un  travail  inséré  au  T.  lH  des  Mémoires  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Saint-Pélersbourg^  et  intitulé  :  O  HenpcpbiBHbixi» 
4po6Hxi>  [Sur  les  fractions  continues)^  Fauteur  a  établi  une  for- 
mule d'interpolation  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  pour  des 
valeurs  données  quelconques  de  la  fonction  à  interpoler. 

Etant  données  les  valeurs  u^^  Ui^,..  ^  ii„.i  de  la  fonction  u,  cor- 
respondantes àa:  =  o,  i,...,/i  —  i,si  Ton  désigne  par 

les  dénominateurs  des  réduites  successives  de  la  fraction  continue 

à  numérateurs  constants  qui  représente  le  développement  de  la 

somme 

j  I  I 


X       X  —  1  X —  n  -f-i 

cette  formule  d'interpolation  est  de  la  forme 

M.  Tchebychef  indique,  dans  le  présent  Mémoire,  des  simpliG- 
cations  de  cette  formule,  dans  le  cas  particulièrement  remarquable 
où  les  valeurs  données  de  la  fonction  correspondent  à  des  inter- 
valles égaux.  Dans  ce  cas,  la  formule  générale  d'interpolation,  cor- 
respondante à  la  formule  de  Lagrange,  se  ramène  à  une  série  cor- 
respondante à  la  formule  d'interpolation  de  Newton,  et  renfermant 
comme  elle  dans  ses  termes  les  diflerences  finies  des  valeurs  don- 
nées du  premier,  du  second,  du  troisième, . . .  ordre,  ce  qui,  comme 
on  sait,  est  très-avantageux  dans  la  pratique.  Cette  série  donne 
l'expression  des  valeurs  à  interpoler,  sous  la  forme  d'un  polynôme 
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d*uu  dc^ré  plus  ou  moins  élevé,  suivant  le  nombre  des  termes  qu'il 
contient,  et  ces  polynômes  s'obtiennent  avec  les  mêmes  coefficients 
que  l'on  trouve,  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  en  résolvant 
le  système  total  des  équations  formées  pour  chaque  hypothèse  par- 
ticulière concernant  le  degré  de  l'expression  cherchée.  On  peut  voir 
aisément  la  recherche  de  ces  expressions  se  simplifier  par  Temploi 
de  la  nouvelle  série,  au  moyen  de  laquelle  on  les  obtient  directe- 
ment pour  tous  les  degrés  successivement,  en  commençant  par  le 
dc^ré  zéro.  On  aperçoit,  en  outre,  «1  combien  de  termes  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose,  à  quel  degré  il  faut  se  borner  dans  la  formule 
dlnterpolation  cherchée,  sans  avoir,  comme  dans  le  procédé  ordi- 
naire d'interpolation  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  à  calculer, 
avec  les  valeurs  données,  toutes  les  formules  qui  correspondent  aux 
degrés  inférieurs,  jusqu'à  ce  qu^on  soit  arrivé  au  degré  voulu.  La 
nouvelle  formule  a  encore  cet  avantage  important,  qu'à  mcsiu*e  que 
l'on  introduit  un  nouveau  terme  dans  l'expression  interpolatoire 
cherchée,  on  peut,  en  même  temps,  voir  directement  comment  dé- 
croit successivement  la  somme  des  carrés  des  erreurs  correspon- 
dantes à  chaque  nombre  de  termes  de  la  formule,  dans  la  détermi- 
nation; au  moyen  des  termes  existants,  des  grandeurs  de  toutes  les 
\aleurs  données.  On  obtient  ainsi  la  moyenne  quadratique  de  ces 
erreurs,  diaprés  laquelle  on  peut  juger  si  le  nombre  de  termes  em- 
ployé peut  fournir  une  exactitude  satisfaisante  pour  la  valeur  de  la 
fonction. 

II. 

O  pa3jioxeHiii  (|)yHKi;iîi  bi>  piiAbi  npH  noMon;n  nenpepbiBHbixi» 
4po6ei'i.  —  Sur  le  développement  des  fonctions  en  séries  à  l'aide 
des  fractions  continues.  (Supplément  au  T.  IX  des  Mémoires  de 
l'.^cadémie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg;  1866. —  26  p. 
gr.  in.8^; 

Ce  Mémoire  contient  une  nouvelle  application  des  fractions  con- 
tinues à  TAnalyse. 

«F 

P 

Soit  u  une  fonction  de  or,  et  rr^  une  réduite  quelconque  de  la 

fraction  continue 

I 
w  =  7.  H 


î« 
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f  «9  ^19  •  •  •  étant  des  fonctions  entières  de  x^  on  sait  que  Ton  a 

e«  étant  la  valeur  de  la  fraction  continue 


9lK».| 


9iM.j-4-. . 


Les  degrés  des  fonctions  B«  ainsi  obtenues  sont  négatifs  et  algâiri- 
quemeni  décroissants. 

Si  une  fonction  ^^  de  j:  est  susceptible  d'un  développement  suivant 
les  puissances  de  a:,  on  pourra  d[>tenir  ce  développement  sous  la 
forme  d'une  série  dont  les  termes  seront  des  fonctions  entières 
de  j:,  multipliées  respectivement  par  les  quantités  Rt)  Rd  î^s)  *  •  •  • 
Soit,  en  effet,  E  v  la  partie  entière  de  i^;  v —  V,u  sera  une  fonction 
de  degré  négatif.  Calculons  successivement  les  fonctions  entières  qû|, 
cdt, . . .  par  les  équations 

On  en  conclura  pour  v  un  développement  de  la  forme 

t' rirEf-l- W,  R,-f- WaR,-f-.  .  .-4-6)«R„-4-  r„. 

Cette  méthode  de  développement  permet  de  résoudre  avec  imc 
remarquable  facUilé  le  problème  suivant  : 

Urouver  les  valeurs  des  polynômes  X,  Y,  teb  que  la  différence 
uX  —  Y  exprime  une  fonction  donnée  s^  auec  le  plus  d'approxi- 
motion  possible,  sans  que  le  degré  de  X  dépasse  une  limita 
donnée. 

Dans  le  cas  où  kX  —  Y  a  pour  limite  zéro,  ces  polynômes  X  et  1 
s'obtiennent  par  le  développement  immédiat  de  u  en  fraction  con- 
tinue. Lorsque  cette  difTérencc  a  pour  limite  une  fonction  quel* 
conque  (^,  ces  polynômes  peuvent  être  déterminés  à  Taide  des  sériel 
dont  on  trouve  les  termes  en  développant  u  en  fraction  con- 
tinue. 
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m. 

OGb  oA0Oirb  apm0xenraecKOMi>  Bonpoct . —  Sur  une  question  d'A^ 
rithmétique.  (Suppléraent  au  T.  X  des  Mémoires  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg;  1866.  —  54  p.  gr.  în-8**.) 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  l'application  des  fractions  continues  à 
U  résolution  d*une  équation  numérique 

y  —  ax-=b±ty 

€  étant  une  quantité  très-petite  ^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la 
recherche  de  deux  nombres  entiers  x,  jr^  aussi  petits  que  possible 
en  grandeur  absolue,  et  telle  que  la  différence  j  —  ax  approche 
d'une  quantité  donnée  b  d'aussi  près  que  l'on  voudra. 

Les  nombres  cherchés  x,  ^  sont  déterminés  par  des  séries  dont 

on  obtient  les  termes  à  l'aide  des  réduites  d'une  fraction  continue 

égale  k  a.  Soient 

I 

et 


Posons 

i=:D.,     rt  — /y.  =  D|,.. .,     D,+,  =  D^,  —  De/7,. 

On  aura,  E&  étant  la  partie  entière  de  &, 

i,- E6  =  .^-^  (  I).-f-a.  D.4- D,) -+- a,  I),-h  ^^-î^  (D34-a3D,-f-D.)-+-..., 

OÙ  ai,  OC), . . .  sont  des  nombres  entiers  et  positifs,  déterminés,  ainsi 

que  les  signes  dz  dans  les  facteurs »  de  manière  qu*cn  arrêtant 

la  S4*rîe  à  un  terme  quelconque  on  obtienne  une  grandeur  plus  pe- 
tite que  b  —  Ei,  mais  approchant  de  cette  valeur  d'aussi  près  que 
(lossible. 

Si  Ton  s'arrête  maintenant  à  un  terme  do  la  forme  aj),D,î^,  tel  que 
les  termes  conservés  de  la  série  donnent  la  valeur  de  b  —  Ei  avec 
une  erreur  moindre  qu'une  quantité  donnée  e,  et  que  Ton  prenne 
le  dernier  coefficient  ol^^  aussi  petit  que  possible,  sans  qu'il  cesse 
d'être  entier  et  sans  que  Terreur  devienne  ^  c,  on  trouvera  la  va* 
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leur  cherchée  de  x,  en  remplaçant,  dans  l'expression  ainsi  ob- 
tenue de  i  —  Ei,  les  quantités  Di,  D,, . . .  par  —  Q,,  -t-  Qi, . . . , 
( —  0"Q«9  *  -  -  -  ^  ^^^^  1^  valeur  de  ^  en  remplaçant  Di,  Df, . . . 
par  — Pj,  -l-P,,...,  ( — i)"P»,...,  et  ajoutant  au  résultat  le 
terme  E6. 

On  suivrait  une  marche  analogue  pour  obtenir  des  valeurs  telles 
que  y  —  ax  différât  de  h  par  excès,  d'une  quantité  <^  €. 

Lorsque  a  est  incommensurable,  on  trouve  une  infinité  de  valeurs 

de  X  et  de  y^  pour  lesquelles  y  —  ax  =  i 9  et,  en  considérant 

les  valeurs  de  j^  et  de  x  pour  lesquelles  y  —  ax  }>  i,  on  arrive 
aux  deux  théorèmes  suivants  : 

I.  Si  a  est  incommensurable,  on  peut  troui'er  une  infinité  de 
nombres  entiers  x,  y,  tels,  que  l'expression  y  —  ax  diffère  d'une 

quantité  donnée  quelconque  b  de  moins  de  —  •  Parmi  ces  ^valeurs 

de  X  et  de  y,  les  unes  donnent  y  —  ax  >  b,  les  autres  y — ax<^b. 

Q.  Si  la  différence  d'une  progression  arithmétique  est  incom- 
mensurable, parmi  ses  termes  il  s'en  trouvera  une  infinité  dont  la 
partie  fractionnaire  sera  moindre  que  a  divisé  par  le  nombre  des 
termes  précédents. 

A  la  fin  de  son  Mémoire,  M.  Tchcbjchef  cherche  tous  les  nom- 
bres entiers  x,  y^  pour  lesquels  la  difTérence 

A(£r  -h  my-^-ny—  A,(/|X  -h  /ii.^H-  n.)» 


est  comprise  entre  zéro  et  le  produit  4  (  Iff^t — A  ^  )  v^AAj,  Im^  —  /j  m 
étant  difierent  de  zéro,  et  AA|  n'étant  pas  un  carré  parfait.  La  so* 
lution  de  ce  problème  se  ramène  à  celle  du  précédent. 

IV. 

O&b  OAHOJti»  jcexaBuaiit.  —  Sur  un  mécanisme.  {Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  T.  XIV  ;  1 868.  — 
9  p.  gr.  in-8**.) 

L'auteur  étudie  un  mécanisme  pouvant  remplacer  le  parallélo- 
gramme de  Watt,  dont  il  diilere  en  ce  qu'ici  les  leviers  se  croisent. 
Cette  étude  est  l'application  d'un  théorème  démontré  par  l'auteur 
dans  son  Mémoire  intitulé  :  «Sur  les  questions  de  minima  qui  se 
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rattachent  à  la  représentation  approxwiativ»e  des  fonctions.  [Mé- 
moires de  l'Académie,  T.  Vil.) 

M.  Tchcbjchcf  démontre  que,  dans  le  cas  où  la  distance  CGi  des 
a\es  de  rotation  des  leviers  égaux  CA,  Ci  Ai  est  environ  le  tiers  de 
la  longueur  totale  des  deux  leviers  et  de  la  tige  AAi,  et  où  A  Ai  est 
environ  le  quart  de  CA,  le  milieu  M  de  AAt  décrit  un  arc  qui  coïn- 
cide sensiblement  avec  une  droite  sur  une  assez  grande  longueiLr 
(ofii  AC).  En  comparant  ce  mécanisme  avec  le  parallélogramme 
de  Watt,  calculé  par  Prony  [Annales  des  Mines,  T.  XII),  il  trouve 
que  la  flèche  de  l'arc  décrit  par  M  est  égale  à  0,00029  de  la  longueur 
du  levier  AC,  tandis  que,  dans  le  parallélogramme  de  Watt,  elle  est 
0,00079  de  la  même  longueur. 

V. 

O  ^vBKqiflxi»  no4o6Hbixi>  4^yHRi;iflMi»  ^esKaHApa.  —  Sur  des 
fonctions  analogues  aux  fonctions  de  Legendre,  (Imprimé  par 
ordre  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg^  1869.--  10  p.  gr.  in-8**.) 

Si  Ton  désigne  par  X^,  X|,  Xt, . . .  les  coefficients  du  développe- 

I 

ment  de  (i  —  2  jx  H-  5*}    '  suivant  les  puissances  de  5,  on  déduit  fa- 
cilement, de  la  formule 

/  ;  -  =  =  -^  log ^-j=, 

•,'—  I    V '  —  25X  -+-  5'  V  I  —  2  /JT  -h  /*       \st         I  —  yjst 

U  propriété  connue,  que  l'intégrale 

/  Xn  \m  dx 

s'annule  toutes  les  fois  que  les  indices  n  et  m  sont  inégaux. 

M.  Tchebychef  généralise  cette  proposition,  en  s'appuyant  sur 
rexpression  de  l'intégrale 

Ç-^'  Y(s.x)Y(t,x)  j^ 
.L,    (i-hxi^lî-xr      ' 

oà  F(i,  x)  désigne  la  fonction 

_,  ,         fl  -h  J-+-  v^i  —  ^.sv-hs'f'ii  —s -h  s/l  —  'JLSX  -h  S'Y 

F[M.  X)  = 

VI  —  21X  -+- j' 
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Cette  intégrale  pouvant  se  ramener  à  la  forme 


et  étant  par  conséquent  une  fonction  de  st^  si  Ton  désigne  par  T^, 
Tj,  T,, ...  les  coefficients  du  développement  de  F (5,  x)  suivant  les 
puissances  de  x,  on  en  conclut  que  l'intégrale 


( 


T.T.  . 

ax 


—  I  {i-f-^j^(i  —  xY 

s'annule  toutes  les  fois  que  les  indices  /i  et  m  sont  inégaux. 

VI. 

O  i;eHTpo6t3KHO)rb  ypaBHHTeat.  •—  Sur  le  régulateur  à  force 
centrifuge.  (1871.  —  19  p.  in-S**-) 

L'auteur  recherche  quelles  doivent  être  la  forme  et  les  dimen- 
sions d'un  régulateur  à  force  centrifuge,  pour  qu'il  satisfasse  à  la 
loi  d'isochronisme. 

En  prenant  une  forme  déterminée,  celle  du  régulateur  de  Watt, 
il  pose  l'équation  du  mouvement,  et  y  introduit  la  condition  d'iso- 
c'hronisme.  Â  Faidc  de  cette  condition,  il  détermine  les  dimensions 
principales  des  boules,  de  la  masselotte,  des  leviers  et  des  tiges,  en 
fonction  de  la  vitesse  angulaire  constante  ct)^. 

Au  lieu  de  tiges  droites,  comme  dans  le  régulateur  de  Watt,  il 
propose  l'emploi  de  tiges  composées  de  parties  rectilignes  raccor- 
dées par  un  arc  de  cercle.  A.  P. 


NACHRICHTEIN  von  deh  K.  Gesellschaft  der  Wisseuschaftek, 
und  der  Georg-Augusts-Universitat  ans  dem  Jahre  1870  (*). 

NoTHER  (M.).  —  Sur  les  surfaces  qui  peuv^ent  être  représentées 
sur  le  plan,  (6  p.) 

Cette  Note  a  été  développée  depuis  par  l'auteur,  dans  un  Mé- 
moire développé  qui    a  paru  dans  les  Mathematische  ^nnalen, 

{*)  Nouvelles  de  la  Société  rejaU  des  Sciences  de  Gôitingue;  roir Bulletin,  t.  I,  p.  338. 
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t.  n,  p.  358.  M.  Nôther  parvient  au  théorème  suivant,  qui  est  d'une 


Toutes  les  Sms  qu'une  surface  possède  une  série  simplement  in- 
finie de  courbes  rationnelles  qui  sont  obtenues,  chacune,  par  l'in- 
tenectîon  de  la  surface  et  d'une  surface  d'un  fiûsceau,  la  surface 
peut  être  représentée  point  par  point  sur  le  plan  (c'est-à-dire  de 
manière  qu'à  un  point  du  plan  corresponde  un  seul  point  de  la  sur- 
face, et  réciproquement). 

Clebsch  (A.}. —  Sur  la  représentation  d'une  classe  de  surfaces 
du  cinquième  ordre, 

C^est  le  Mémoire  dont  nous  avons  rendu  compte,  et  qui  a  paru 
dans  le  Recueil  des  Mémoires  de  la  Société  de  Gôttingue  ('). 

Lie  (S.).  —  Sur  les  rapports  de  réciprocité  du  complexe  de 
Reye{ty  p.) 

II  s'agit  d'un  complexe  très-remarquable  de  ^b*oites  dont  nous 
avons  déjà  entretenu  nos  lecteurs.  Si  Ton  transforme  homographî- 
quement  les  normales  d'une  série  de  surfaces  homc^ocales  du  second 
degré,  on  détient  un  assemblage  de  droites  tel  que  chaque  droite 
coui>e  les  4  faces  d'un  tétraèdre  en  4  points,  dont  le  rapport 
anharmonique  est  constant.  Celles  de  ces  droites  qui  passent  par 
un  point  de  l'espace  forment  un  cône  qui  contient  les  4  sommets  du 
tétraèdre;  celles  qui  sont  dans  un  plan  enveloppent  une  courbe  tan- 
gcnte  aux  4  faces  du  tétraèdre.  D'ailleurs,  toutes  les  droites  passant 
par  un  des  sommets,  ou  situées  dans  une  des  faces  du  tétraèdre 
fondamental,  appartiennent  au  complexe,  c'est-à-dire  font  partie 
de  l'assemblage  de  droites  considéré. 

Cela  posé,  il  résulte  de  cette  définition  que  le  complexe  consi- 
déré demeure  invariable  :  i®  par  toutes  les  transformations  homo- 
graphiqucs  en  nombre  triplement  infini  (c'est-à-dire  contenant  trois 
constantes  arbitraires)  qui  laissent  invariable  le  tétraèdre  fonda- 
mental ;  a"  par  toutes  les  transformations  réciproques  ou  corréla- 
tives (qui  transforment  un  point  en  un  plan),  et  dans  lesquelles  aux 
4  faces  du  tétraèdre  on  fait  correspondre  les  4  sommets.  C'est  ce 
que  M.  Lie  appelle  les  transformations  adjointes  ou  correspondantes 
au  complcrxe. 

:)  Voir  Bulletin,  t.  lî.  p.  3i5. 
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Si,  en  chaque  point  de  l'espace,  on  se  délace  dans  la  direction 
d'une  droite  du  complexe,  le  point  décriTant  engendrera  une  courbe 
dont  toutes  les  tangentes  seront  des  droites  du  complexe,  et  qu'on 
peut  appeler  une  courbe  complexe.  Les  transformati<ms  boniogra- 
phiques  ou  corrélatives  qui,  laissant  le  complexe  inyariable,  trans- 
forment ses  droites  en  d'autres  droites  appartenant  au  complexe, 
transformeront  aussi  les  couibes  complexes  en  d'autres  courbes 
complexes,  dépendant  de  trois  paramètres  arbitraires  et  consti- 
tuant, dans  leur  ensemble,  une  famille  de  courbes  complexes. 

n  j  a,  par  exemple,  deux  espèces  de  courbes  complexes  du  troi- 
sième ordre.  Ce  sont  :  i®  des  cubiques  gauches  passant  par  les  4  som- 
mets du  tétraèdre  ^  2^  des  cubiques  gauches  corrélatives  des  précé- 
dentes et  ayant  4  pl^u^^  osculateurs  communs  qui  sont  les  4  faces 
du  tétraèdre. 

L'auteur  communique,  sur  les  courbes  complexes,  plusieurs 
théorèmes  très-intéressants,  et  il  remarque,  conmie  cas  particulier, 
que  tes  courbes  tétraédrales  symétriques^  considérées  par  M.  de  la 
Goumerie,  dans  son  remarquable  ouvrage,  appartiennent  a  la  classe 
des  courbes  complexes.  H  énonce  au  sujet  de  ces  couibes  les  théo- 
rèmes suivants  : 

Si  deux  courbes  tétraédrales  symétriques,  dex}H>sanls  e  et  e', 
touchent  une  courbe  tétraédralc  symétrique  d'exposant  t,  elles 
touchent  aussi  une  courbe  d'exposant  t\  où 

I         I        I        I 
e       e        e       e 

en  supposant  que  les  exposants  soient  de  la  forme  -• 

Les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  tétraédrales  sy^métriques 
sont  des  lignes  algébriques,  tétraédrales  symétriques,  et  i^ant 
un  exposant  moitié  de  celui  de  la  surface. 

Ce  dernier  résultat  a  été  retrouvé  récemment  comme  consé- 
quence d'un  théorème  généra],  et  donné  dans  le  Bulletin  par 
M.  Darboux  ('}. 

Enfin  la  Xote  se  termine  par  l'étude  des  systèmes  de  rayons  recti- 
lignes,  ou  congruences,  formés  a%'ec  les  droites  du  complexe. 

(■)  \wBm!Utim,  lA,  p.  355. 
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Ehheper  (A.).  —  Sur  une  extension  de  la  notion  de  surfaces 
parallèles.  (12  p-) 

L'auteur,  dans  cette  Note,  s'occupe  d'une  question  qui  a  déjà  été 
étodiée  par  dilTérents  auteurs  sous  le  nom  de  représentation  sphé- 
rîqae  [Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  et  Bulletin  de 
la  Société  Philomathique).  On  étudie  les  surfaces  telles,  qu*en  fai- 
sant correspondre  à  un  point  de  l'une  A  un  point  A'  de  l'autre, 
les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  soient  parallèles  ;  et,  en  outre, 
que  les  lignes  de  courbure  aient  la  même  direction  sur  les  deux  sur- 
faces en  A  et  A^ 

KLuniEEFrEs  (W.).  —  Essai  sur  le  mouvement  de  la  Terre  et  du 
Soleil  dans  Véther.  (6  p.) 

Steest  (A.).  —  Sur  une  démonstration  simple  de  la  loi  de  réci- 
procité iles  résidus  quadratiques,  et  sur  quelques  théorèmes  qui 
s'y  rattachent.  (i5  p.) 

Cette  démonstration,  très-élémentaire,  se  rapproche  de  la  troi- 
sième démonstration  de  Gauss. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  quelques  problèmes  de  la  théorie  des 
surfaces. 

Il  s'agit  de  la  représentation  des  surfaces  sur  un  plan  double.  Le 
Mémoire  a  paru  in  extenso.  [Mathematische  Annalen,  1. 1,  p.  253.) 

E511EPER  (A.).  —   Sur   un  problème  de  Géométrie   analjti 

ifue.  (i4  p) 

L'auteur  traite  des  surfaces,  pour  lesquelles  les  coordonnées 
orthc^onales  d'un  point  satisfont  à  Téquation 

d^x d^x 

où  u  et  r  sont  les  paramètres  des  lignes  de  courbure. 

CnniSTOFFEL  (E.-B.).  —  De  la  représentation  d'une  surface 
plane,  à  connexion  simple,  et  composée  d'un  seul  feuillet,  sur  la 
surface  plane  limitée  par  une  circonférence.  (16  p.) 

ScHERiXG  (E.).  —  La  pesanteur  dans  l'espace,  tel  que  le  conçoit 
Gauss.   (11  p.) 

E511EPEE  (A.).  —  Sur  les  surfaces  hé ticoïdes.  (8  p.) 
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Christoffel  (E.-B.).  —  De  la  représentation  d'une  surface  à 
connexion  simple,  à  n  feuillets,  à  l'intérieur  d'un  cercle.  (la  p.) 

U  s'agit,  dans  cet  article,  comme  dans  le  précédent,  de  recher- 
ches inspirées  par  les  travaux  de  Riemann,  et  qui  n'ont  aucun  rap- 
port avec  la  théorie  des  représentations  rationnelles  étudiées  récem- 
ment. 

Clebsch  (A.).  — Sur  la  théorie  des  formes  binaires  algébri- 
ques. (9p.)(*)- 

GoRDAN  (P.)«  —  -^^^  équations  différentielles  auxquelles  satis^ 
fait  la  résultante  d'une  forme  de  degré  n  et  d'une  forme  de 
degré  m,  (7  p.) 

LiPscHiTz  (R.)-  —  Sur  la  théorie  de  l'immersion  dun  système  de 
fonctions,  (4o  p.) 

Enneper  (A.).  — Sur  les  lignes asymptotiques.  (18  p.) 

Brill  (A.).  —  Sur  deux  problèmes  d'élimination,  relatifs  à  la 
théorie  des  courbes  qui  satisfont  à  des  conditions  données.  (16  p.) 

Séance  publiqde  du  3  décembre.  —  Rapport  des  Secrétaires.  — 
La  Société  propose  pour  les  Sciences  mathématiques  le  sujet  de 
prix  suivant  : 

Donner  une  théorie  des  nombres  complexes  les  plus  généraux, 
et  des  formes  de  tous  les  degrés  résolubles  en  facteurs  linéaires. 

Les  Mémoires  destinés  au  concours  doivent  être  envoyés  francs 
de  port  avant  le  mois  de  septembre  1873,  et  être  accompagnés  d'un 
pli  cacheté  portant  le  nom  et  la  demeure  de  Tauteur,  et  rappelant 
une  devise  placée  au  commencement  du  Mémoire. 

Le  prix  est  de  5o  ducats. 

PrOGRAMMB  des    leçons  PBNDAfVT   LE   SEMESTRE  d'ÉtA   187O 

A  l'Université  de  G^ttingue. 

Les  leçons  coaunencent  au  ao  avril  et  finissent  le  20  août  ('). 

Stéréométrie  élémentaire  et  anaif  tique,  trigonométrie  sphérique.  —  Quitl 

cours  par  semaine  :  M.  Ulrich. 

(')  Voir  Bulletin^  t.  II,  p.  i83. 

(')  Nous  croyons  être  utile  à  nos  lecteurs  en  leur  donnant  le  programme  des  eooi 
consacrés  aux  Mathématiques  et  à  l'Astronomie. 
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Géotmtirie  pratique^  avec  appUcation  sur  le  terrain,  ^  Quatre  séances  de 
deux  heures  par  semaine  :  M.  Ulrich. 

Géométrie  anafytique  de  V espace,  ~-  Quatre  cours  par  semaine  :  M.  Glebsch. 

GéoBÊétrie  emafytiqme  des  surfaces  et  des  amrbes  à  double  courbtire  a»ee  appli- 
cation  aux  surfaces  du  a'  degré.  —  Qnq  cours  par  semaine  :  M.  Enneper, 

Théorie  des  déienminoitu.  —  Deux  leçons  par  semaine  :  M.  Enneper. 

Citlctd  différemHel  et  imtégnd.  —  Cinq  leçons  par  semaine  :  M.  Stern. 

Fomctioms  de  variables  complexes,  intégrales  définies  eulériennes,  série  hyper- 
§éométriquede  Gauss.  —  Quatre  leçons  par  semaine  :  M.  Schering. 

Caicaldes  variations, --  Trois  leçons  par  semaine  :  M.  Stem. 

Théorie  et  application  des  fonctions  elliptiques,  —  Quatre  leçons  par  semaine  : 
M.Clebedi. 

Obserpotions  magnétiques,  —  Une  séance  par  semaine  :  M.  Schering. 

Astronomie  sphérique.  —  Quatre  leçons  par  semaine  :  M.  Klinkerfues. 

En  outre,  an  Séminaire  des  Sciences  physiques  et  mathématiques,  M.  Stem 
traite  de  la  division  du  cercle  (une  séance  )  ;  M.  Clobsch  traite  des  problèmes  sur 
la  Géométrie  anafytique  plane;  M.  Klinkerfues  prépare  aux  observations  astro- 
nomiques ;  M.  Minnigerode  fait  quatre  cours  par  semaine  sur  la  théorie  de  l'at- 
traction. 

PaOGlAMMB  DBS  LEÇONS  PlfTES  PENDANT  LE  SEMBSTEE  D^HIVEE 

A  L'UMVBBSrré  DE  GÔTTINGUE. 

Les  cours  commencent  le  i5  octobre  et  finissent  le  i5  mars.  (Ce  semestre  es  t 
le  second  de  Tannée  scolaire  allemande.) 
Voici  les  cours  de  Mathématiques  et  d'Astronomie  : 

jinalj'se  algébrique,  introduction  aux  notions  fondamentales  fie  l'Arithmé- 
tique, —  Gnq  cours  par  semaine  :  M.  Stem. 

Éléments  de  la  théorie  des  formes  algébriques,  —  Quatre  leçons  par  semaine  : 
M.  Ocbsch. 

Géométrie  analjrtique,  surfaces  du  a'  degré.  —  Cinq  leçons  :  M.  Ulrich. 

Calcul  différentiel  et  intégral.  —  MM.  Ulrich  et  Enneper  :  tous  les  jours. 

Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  abélienncs,  —  Quatre  leçons  : 
M.  Qebsch. 

Théorie  des  fonctions  elliptiques.  —  Deux  leçons  :  M.  Enneper. 

Exercices  sur  les  applications  des  fonctions  elliptiques.  —  Une  leçon  : 
M.  Oebsch* 

Théorie  des  fonctions  sphériques.  —  Trois  leçons  :  M.  Minnigerode. 
Méthode  des  moindres  carrés.  —  M.  Schering. 
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Théorie  mathématique  de  la  pesanteur,  du  magnétisme,  de  Péteetridté^  tics 
couranu  galvaniques.  —  Deux  leçons  :  M.  Seheriog. 

Mécanique  analytique,  —  Quatre  leçons  :  M.  SteriL 

Astronomie  théorique,  détermination  des  orôites.  —  Quatre  leçons  :  M.  Klin- 
kerfoes. 


Au  Séminaire  des  Sdenoes  physiques  et  mathématiqnes,  ¥.  Olricfa  traite  de  la 
théorie  des  machines  simples;  M.  Stem,  les  exercices  mathématiques;  M.  Schc- 
ringy  les  oôserpotions  nuignétiques  ;  M.  Klinkerfues,  les  observations  astrono- 
miques. 


ZeITSCHEIFT    fCe   MÂTHEMATISCHEK     Vyn    HkTVKWlSSESSCBkrriACBYJi 

UifTERRicHT.  —  Ein  Organ  fîir  Methodik,  Bildiingsgchalt  und 
Oi^anisatlon  der  exactcn  Unterrichtsfacher  an  Gymnasicn, 
Rcalschuleu,  Lclirerseminaricn  und  hohcrcn  Bûi^erscLulcn. 
(Zuglcich  Oi^an  dcr  mathematisch-naturwissenschaftlich-di- 
dactischen  Sectionen  dcr  Philolog-,  Nalurforschcr-  und  allgc- 
mcinen  deutschcn  Lehrcr-Versammlung.).  — Unlcr  Mitwîrkung 
von  Fachlchrem  lierausgegcben  von  J.-C.-V.  Hoffvaxk, 
Oberlchrcr  am  konigl.  Gjmnasium  zu  Freibei^  in  Sachsen.  — 
Leipzig,  Dmckund  Vcrlagvon  B.-G.  Teubner.  In-8  (*). 

^ous  n'entreprendrons  pas  d'analyser  article  par  article  le  con- 
tenu de  ce  Journal,  qui,  comme  l'indique  son  titre,  n'est  pas  un 
pur  recueil  de  Mémoires  scientifiques,  mais  traite  de  tous  les  sujets 
relatifs  à  la  partie  scientifique  de  l'Elnseignement  secondaire,  dans 
des  articles  de  formes  très-diverses.  Nous  essayerons  seulement  de 
donner  une  idée  du  but  de  cette  publication,  qui  n'a  pas,  malheu- 
reusement, d'analogue  en  France,  et  dont  nous  ne  saurions  trop 
recommander  la  lecture  aux  professeurs,  et  surtout  aux  autciurs  de 
programmes  scolaires. 


(*)  Journal  pour  l'enseignement  des  Sciences  mtzthémtztiqites  et  phjrsiqmes.  Or^mne 
pour  la  méthodique,  la  Taleur  édacatrice  et  Torf^uiisation  des  cours  de  scieneet 
exactes  dans  les  gymnases,  les  écoles  pratiques,  les  séminaires  de  professeurs  et  les 
écoles  municipales  supérieures.  (En  même  temps,  organe  des  sections  mathématiques, 
physiques  et  didactiques  du  Congrès  des  philologues,  des  naturalistes  et  des  profes- 
seurs allemands  en  général.)  Publié  arec  la  collaboration  de  professeurs  spéciaux 
par  J.-C.  HorniA!i5,  professeur  an  Gymnase  royal  de  Freiberg,  en  Saxe.  Leipxig, 
Teubner.  ln-8. 

Paraissant  tous  les  mob  par  cahier  de  5  à  6  feuilles.  Prix  :  3  Thlr. 
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Chaque  livraison  du  journal  se  compose  de  trois  parties  : 

I**  Mémoires.  —  Articles  relatifs  aux  éléments  des  sciences  ma- 
thématiques, physiques  et  naturelles,  à  Thistoirc  scientifique,  ou 
aux  méthodes  d'enseignement. 

a**  Revue  bibliographique,  —  Analyse  critique  des  ouvrages 
élémentaires  publiés  en  Allemagne  ou  à  l'étranger.  Revue  des  arti- 
cles bibliographiques  publiés  par  les  principaux  journaux  scienti- 
fiques. Liste  des  ouvrages  nouvellement  parus. 

3®  Journal  pédagogique,  —  Comptes  rendus  des  congrès  de 
professeurs.  Examen  des  programmes  d'enseignement  et  des  règle- 
ments d'instruction  publique.  Statistique  scolaire.  Table  des  Mé- 
moires publiés  par  les  Recueils  périodiques  les  plus  importants. 
Indication  des  découvertes  récentes  les  plus  remarquables.  Corres- 
pondance. 

Passons  rapidement  en  revue  les  principaux  sujets  traités  dans 
les  deux  premiers  volumes  de  ce  Journal. 

T.  I,  1870. 

Le  premier  article  est  un  travail  du  professeur  Buchbinder,  de 
Sclmlpforta,  relatif  à  des  propositions  soumises  par  lui  au  Congrès 
des  professeurs  tenu  à  Kiel  en  septembre  1869,  sur  la  question  du 
développement  de  l'enseignement  des  sciences  dans  les  gymnases. 
Cette  question  se  rattache  à  la  lutte  qui  existe,  en  Allemagne 
comme  chez  nous,  entre  les  humanistes  et  les  réalistes,  c'est-à-dire 
entre  ceux  qui  considèrent  l'étude  des  langues  anciennes  comme  le 
fondement  de  toute  culture  intellectuelle,  et  ceux  qui  veulent  y 
fûre  entrer  comme  éléments  principaux  l'étude  des  sciences  et  celle 
des  langues  modernes. 

Grâce  au  perfectionnement  de  leurs  méthodes  pédagogiques,  les 
Allemands,  tout  en  maintenant  avec  un  soin  jaloux  le  niveau  de 
leur  enseignement  des  lettres  grecques  et  latines,  ont  trouvé  moyen 
de  faire  place  aux  études  scientifiques,  qui  se  sont  introduites  dans 
les  gymnases,  depuis  le  commencement  de  ce  siècle,  en  dépit  des 
ftsistances  des  philologues  exclusifs.  L'enseignement  des  sciences 
commence,  dès  l'entrée  au  gymnase,  par  les  éléments  du  calcul 
(que  les  Allemands  distinguent  des  Mathématiques  proprement 
dites),  et  par  l'histoire  naturelle.  Vient  ensuite  l'étude  des  formes 

Udl.  des  Sdences  mathém,  et  astron,,  t.  111.  (Fémer  1873.)  4 
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Lapartic  pédagogique  contient,  outre  le  compte  rendu  du  Ce 
grès  de  Kiel,  dont  il  a  déjà  été  question ,  les  comptes  rendus  i 
réunions  tenues  à  Innsbruck,  à  Berlin,  à  Vienne  \  des  considé 
tions  sur  renseignement  scientifique,  d'après  le  nouveau  plan  d 
tudcs  des  gymnases  du  grand-duché  de  Bade  ;  les  avis  des  Facol 
prussiennes  relativement  aux  études  des  gymnases  et  à  l'introd 
tion  des  élèves  des  Realschulen  dans  les  Universités;  des  tablet 
statistiques  du  personnel  des  gymnases  et  des  Realschulen 
Prusse. 

T.  II,  1871. 

Arithmétique  et  Algèbre.  —  Schwarz  :  Tliéorie  de  la  divisi 
—  Hojfmajin  :  Sur  le  signe  de  division.   Les  auteurs  français,  a 

raison,  ne  font  entre  les  notations  al b  ci  j-  aucune  distinction. 

considèrent  la  dilTérence  de  ces  deux  signes  comme  une  simple  qu 
tion  d*écriture*  En  Allemagne,  certains  auteurs  établissent  eo 
ces  deux  symboles  une  diflércnce  correspondante  au  double  pc 
de  vue  sous  lequel  le  quotient  peut  être  envisagé,  suivant  qui 
dividende  est  supposé  homogène  au  diviseur  ou  au  quotient, 
outir,  la  notation  al  b  n'a  pas  pour  tous  la  même  significati 
Pour  les  uns  elle  veut  dire  a  divisé  par  b  ;  pour  les  auti 
surtout  dans  renseignement  primaire,  elle  indique  combien 

fois  a  est  contenu  dans  i,  c'est-à-dire  qu'elle  équivaut  à  -•  (N 

mentionnons  ces  variations  de  notations,  simplement  pour  ave 
ceux   de   nos  lecteurs  ijui    voudront  prendre  connaissance  d 
Traité  <7<7/i^/if<ii>fî  d'Arithmétique  rédigé  en  Allemagne.  Quant 
auteurs  de  travaux  de  haute  scieuct*,  leur  notation  est  la  m< 
dans  tous  les  pays.) 

Schsvars  :  Sur  la  )H)sition  du  multiplicateur.  (Il  s'agit  de  sai 
si  le  multiplicateur  doit  ètn>  placé  «  droite  ou  à  gauche  du  mu 
plicande.) 

Kober  :  Sur  les  Traités  de  calcul. 

KuvKuck  :  Keman|uesi  sur  lVn$ei{;nouient  de  la  division  et  d 
luultiplii  atii>u«  (l/autour  ixHHuuuuude  avec  raison  l'usage  de  ce 
im^iuor  la  muUiplicatii»u  par  la  f^auche  du  multiplicateur.) 

Kohrr  :  l^a  môthmlo  U  plus  courte  )>our  la  division  ordina 
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—  Sur  la  lecture  des  grands  nombres.  (II  nous  semble  que  le  seul 
moyen  pratique  est  d'épeler  simplement  les  nombres  chîïïre  par 
chiffre.) 

Géométeie.  —  Fresenius  :  Théorie  de  l'égalité  des  triangles, 
diaprés  une  nouvelle  méthode.  (Cette  méthode  est  fondée  sur  la 
considération  des  figures  planes  sjrmétriqucs  par  rapport  à  un  axe.) 

Becker  :  Sur  les  incorrections  qui  se  sont  glissées  dans  le  langage 
mathématique.  (Critique  de  quelques  expressions  employées  dans 
la  Géométrie  de  Baltzer.) 

E.  Millier  :  Le  but,  le  livre  et  la  onéthodc  dans  renseignement 
de  la  Géométrie.  —  Hellmann  :  Construction  d'un  triangle  au 
moyen  de  ses  trois  piédianes.  —  Duda  :  Théorèmes  qui  se  ratta- 
chent i  celui  de  Pythagore.  —  Schlegel  :  Exemples  d'une  nouvelle 
cnEposition  des  Mathématiques  élémentaires,  fondée  sur  la  Théorie 
de  V étendue,  deGrassmann.  (Méthode  analogue  au  Calcul  barycen- 
triquc  de  Môbius  et  au  Calcul  des  équipoUences  de  Bellavitis.)  — 
Zerlang  :  Remarques  sur  la  terminologie  mathématique.  —  Zer^ 
Uuig  :  Sur  le  calcul  du  nombre  tt.  ^-  Sturni  :  Sur  les  figures 
situées  à  l'infini.  —  Kober  et  Hoffmann  :  Remarques  sur  le  Mé- 
moire précédent.  —  Brockmann  :  Sur  l'usage  de  la  formule 
1    .     « 

tangB= ^jT 7-  dans  la  résolution  d'un  triangle.  (Cette  for- 

C  "~"  O  COS  A 

mule  est  avantageuse,  lorsque  les  côtés  6  et  c  sont  donnés  par  leurs 
Ic^arithmes.  L'auteur  indique,  à  tort,  comme  moyen  de  simplifier 
le  calcul,  l'introduction  d'un  angle  auxiliaire.)  —  Plagge  :  Con- 
struction de  figures  mnémoniques  au  moyen  de  la  représentation 
d'une  droite  comme  un  cercle  de  rayon  infiniment  grand.  —  Fre- 
senius :  La  nouvelle  Géométrie  et  les  figures  à  l'infini. — Hellmann  : 
Sur  un  point  de  la  théorie  des  sections  coniques. 

Histoire  des  mathématiqles.  —  Friedlein  :  Etudes  sur  le  livre 
appelé  les  Définitions  de  Héron. 

CosHOGEAPHiE.  —  Beckmann  :  Sur  une  inexactitude  dans  l'ex- 
plication de  la  prt*cession.  —  Faille  :  Sur  la  sphéricité  de  la  Terre. 

—  Pick  :  Sur  le  même  sujet. 

Revle  bibliographiqle.  —  Parmi  les  ouvrages  les  plus  impor- 
tants dont  il  est  rendu  compte,  nous  remarquons  les  suivants  :  — 
Beltrami:  Essai  d*interprétation  de  la  Géométrie  non  euclidienne. 

—  Mâdler  :  Discours  et  Mémoires  sur  des  sujets  d'Astronomie.  — 
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Brelschneider  :  La  Géométrie  et  les  géomètres  avant  Eaclide.  — 
Autenheimer  :  Problèmes  sur  le  traTail  mécanique.  «*  Bardejr  : 
Recueil  de  problèmes  de  Mathématiques;  etc. 

Programmes  d'étcdes  et  pédagogie.  *—  L'enseignement  mathé- 
matique et  physique ,  d'après  le  nouveau  Règlement  des  gymnases 
de  Saxe.  —  Le  nouveau  plan  d'études  des  écoles  pratiques  {Méat* 
scliulen)  et  des  gynmases  d'Autriche.  —  Admission  des  élèves  sor- 
tant des  Realschulen  dans  les  Facultés  de  philosophie  des  Uni  ver* 
sites  prussiennes.  —  Statistique  scolaire  de  tous  les  établissements 
d'instruction  secondaire  du  royaume  de  Prusse.  J.  H. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  de  l'Académib  des  scikhces^ 
publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (^). 

T.  LXXUI. 

^o  17.  Saite  1q  23  KUbre  1871. 

Bertrand  (J.).  —  Note  sur  la  théorie  mathématique  de  l'électri- 
cité dynamique, 

M.  Bertrand  présente  plusieurs  observations  critiques  sur  un 
Mémoire  publié  par  M.  Helmholtz  dans  le  tome  ya*  du  Journal  de 
Crelle ;  les  objections  de  M.  Bertrand  portent  principalement  sur 
les  déGnitions  d'un  potentiel,  qui  est  le  point  de  départ  et  la  base 
de  tout  le  Mémoire. 

Chasles.  —  Sur  la  détermination  d'une  série  de  groupes  d'un 
certain  nombre  de  points  sur  une  courbe  géométrique» 

Suite  d'une  communication  très-importante  faite  dans  une  séance 
précédente. 

Secchi  (Le  P.).  —  Sur  les  dii'ers  aspects  des  protubérances  et 
des  autres  parties  remarquables  à  la  surface  du  Soleil.  (5*  lettre.) 

Secchi  (Le  P.}.  —  Note  sur  un  nouveau  mojen  d observer  les 
éclipses  et  les  passages  de  Vénus. 


(•)  Voir  BnUetin,  1. 1,  p.  ag. 
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Matbusu  (E.).  —  Sur  l' intégration  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  de  la  physique  mathématique. 

Pour  donner  une  idée  des  divers  théorèmes  énoncés  par  M.  Ma- 
thieu, nous  citerons  le  premier  : 

«(  Toute  fonction  qui  satisfait^   à  Tintérieur  d'une  surface  a,  à 

Téquation 

â^u       d*u       d^u 


i)jL  '       Oy^       dz 
a  pour  expression 


/ 


f*osar    j 
— r^9^^> 


p  étant  une  fonction  arbitraire  d'un  point  de  a.  d 

La  fonction  u  et  ses  dérivées  du  premier  ordre  doivent  varier 
d*unc  manière  continue  dans  l'intérieur  du  corps  terminé  par  la 
surface  g-^  r  est  la  distance  d'un  point  quelconque  intérieiu*  à  a  à  un 
point  de  la  surface  a. 

N""  18.  Séuee  h  3«  Mtobre  1871. 

Fa  TE.  —  Sur  l'histoire  et  l'état  présent  de  la  théorie  des 
comètes. 

Suite  et  fin  de  la  communication  faite  dans  la  séance  du 
i6  octobre. 

Le  VEAU.  —  Eléments  de  la  planète  (J)  Héra. 

>»  19.  Salc^  Il  6  MTenbre  1871. 

Pbillips.  —  Résumé  des  observations  faites  dans  les  sept  der- 
nières années  à  V  Observatoire  de  Neuclidtel,  sur  les  chronomètres 
munis  de  spiraux  à  courbes  finales  théoriques. 

Le  Verrier. —  Observations  de  l'essaim  d'étoiles  filantes  de 
novembre,  les  î2j  i3  et  i4  du  présent  mois,  dans  les  stations  de 
l'Association  Scientifique  de  France. 

Ma>'i<(heim.  —  Propriétés  relatives  aux  déplacements  infini- 
ment  petits  d'un  corps,  lorsque  ces  déplacements  ne  sont  définis 
que  par  quatre  conditions. 

Cinq  conditions  sont  nécessaires  pour  déterminer  le  déplacement 
d*uue  iigure  de  forme  invariable^  lorsque  la  figure  mobile  n'est 
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plus  assujettie  qu'à  quatre  conditions,  on  peut,  à  un  instant  quel- 
conque, la  déplacer  d'une  infinité  de  manières.  Chacun  des  dépla- 
cements infiniment  petits  qu'on  peut  imprimer  à  la  figure  mobUc, 
à  partir  de  sa  position  initiale,  est  un  déplacement  hélicoïdal  don- 
nant lieu  à  un  axe  de  déplacement.  M.  Mannheim,  après  avoir  in- 
diqué la  situation  et  la  construction  de  ces  axes,  termine  par  cette 
proposition  générale  :  <t  Lorsqu  une  figure  de  forme  im^ariable 
n'est  assujettie  qu'à  quatre  conditions,  les  axes  de  tous  les  dépla- 
cements qu'on  peut  lui  imprimer,  à  partir  dune  quelconque  de 
ses  positions,  sont  les  génératrices  d'un  conoïde  droit  du  troisième 
ordre. 

Ce  conoïde  a  pour  directrice  une  ellipse  qui  rencontre  la  direc- 
trice rectilignc,  et  dont  la  projection  sur  le  plan  directeur  est  une 
circonférence  de  cercle. 

Levy  (Maurice).  — Sur  l'intégration  des  équations  aux  diffe- 
rences  partielles,  relatives  aux  mouvements  intérieurs  des  corps 
solides  ductiles,  lorsque  ces  mouvements  ont  lieu  par  plans  paral- 
lèles. 

Les  équations  à  intégrer  sont  les  suivantes  : 

■  -f-  ■  —  o 

Ox        ôy  * 

ôx       djr         ' 

(N,-N.)'-+-4P=4KS 

où  N|,  Ns,  T,  sont  trois  fonctions  inconnues  de  x  et  j^  et  K  une 
constante.  Par  un  choix  heureux  de  nouvelles  variables  indépen- 
dantes, M.  Levy  arrive  très-simplement  à  exprimer  x,  y,  N|,  Nt, 
T,  à  l'aide  des  nouvelles  variables  ^  x  et  ^  sont  représentées  par 
des  séries  \  les  variables  introduites  sont  entièrement  liées  à  la  ques- 
tion et  ont  une  signiGcation  mécanique  importante. 

N«  20.  Séuce  it  13  aneiAre  1871. 

Fa  TE.  —  Sur  la  mesure  spectroscopique  de  la  rotation  du  Soleil 
au  moyen  du  spectroscope  à  réversion  du  ly  ZoUner.  (Suite  du 
rapport  verbal  du  20  septembre  1869.) 
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Fate.  —  Sur  la  loi  de  rotation  du  Soleil;  réponse  à  une  récla- 
mation du  P.  Secchi,  et  à  un  mémoire  du  IX  Zôllner. 

Phillips.  —  Théorème  sur  le  spiral  réglant  des  chronomètres. 

M.  Phillips  démontre  rigoureusement  la  proposition  générale 
siÛTuite  :  «  Toutes  les  fois  que  la  forme  d*un  spiral  est  telle  qu'il 
n'existe,  pendant  le  mouvement,  aucune  pression  sur  Taxe  du  ba- 
lancier, il  arrive  que,  pendant  le  mouvement,  le  centre  de  gravité 
de  ce  spiral  est  constamment  sur  l'axe  du  balancier.  » 

TaESCÀ.  —  Résultats  des  expériences  de  flexions  faites  sur  des 
rails  en  fer  et  en  acier  au  delà  de  la  limite  d'élasticité. 

Une  des  principales  conclusions  que  M.  Tresca  tire  de  ses  expé- 
riences est  la  suivante  :  «  La  limite  d'élasticité  s'éloigne,  pour  une 
même  barre,  à  mesure  qu'elle  est  soumise  à  des  actions  plus  éner- 
giques, et  cette  limite  d'élasticité  peut  être  reculée  jusque  dans  le 
voisinage  de  la  rupture,  sans  pour  cela  que  le  coefficient  d'élasticité 
ait  varié  d'une  manière  très-notable.  On  observera  néanmoins  un 
amoindrissement  successif  de  coefficient  primitif  qui  peut  aller  jus- 
qu'au dixième  de  la  première  valeur.  » 

Resil.  —  Du  mouv^ement  d'un  système  matériel,  rapporté  à 
trois  axes  rectangulaires  mobiles  autour  de  leur  origine. 

N"*  21.  Séuce  di  20  lOTeibre  1871. 

Sii>t-Vekàkt  (de).  — Sur  la  mécanique  des  corps  ductiles. 

ViLLARCEÀu  (Yvon) . — Communication  d'une  lettre  de  M.  Gould. 
Cette  lettre  est  relative  à  l'établissement  d'un  Observatoire  dans 
la  république  Argentine. 

Secchi  (Le  P.).  —  Sur  les  expériences  du  pendule  qui  vont 
t'tre  entreprises  dans  le  tunnel  des  Alpes  Occidentales. 

Le  Verrier.  —  Note  sur  les  observations  du  passage  de  l'es- 
saim  d' étoiles  filantes  de  novembre  dans  les  nuits  du  12^  l'i  et  i^ 
de  ce  mois» 

Resàl.  —  Du  mouvement  d'un  point  soumis  à  l'action  d'une 
cause  périodique,  et  qui  éprouve  une  résistance  constante  dirigée 
en  sens  inverse  de  la  vitesse. 

M.  Resal  fait  remarquer,  à  la  fin  de  sa  Note,  que  les  résultats 
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qu'il  a  énonces  sont  en  désaccord  complet  avec  le  principe  suivant, 
posé  a  priori  par  Laplace  : 

(c  L'état  d'un  système  de  corps,  dans  lequel  les  conditions  ini- 
tiales du  mouvement  ont  disparu  par  suite  des  résistances  dévelop- 
pées dans  le  mouvement  est  périodique  comme  les  forces  qui  solli- 
citent le  système.  » 

La  périodicité,  ajoute  M.  Resal,  telle  qu'elle  est  comprise  dans 
cet  énoncé,  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  résistances  sont  des  fonc- 
tions impaires  de  la  vitesse. 

BouRGET  (J.).  —  De  la  vitesse  du  son  dans  les  tuyaux  sonores. 

Dans  une  Note  présentée  le  8  mai,  M.  Bourget  avait  montré  que 
la  résistance  de  Tair  expliquait  complètement  les  perturbations 
qu'on  observe  quand  on  fait  vibrer  les  membres  élastiques.  Il  avait 
introduit  cette  résistance  en  modifiant  l'équation  diiTérentielle  du 
mouvement  par  l'addition  au  premier  membre  d'un  terme  propor- 
tionnel à  la  vitesse.  Il  avait  également  annoncé  qu'une  analyse  sem- 
blable s'appliquait  aux  tuyaux  sonores  \  c'est  au  développement  de 
cette  assertion  qu'est  consacrée  la  Note  actuelle.  Parmi  les  diverses 
propositions  que  M.  Boiu*get  conclut  de  son  analyse,  nous  ne  cite- 
rons que  la  première,  qui  est  fondamentale  : 

«  Les  carrés  des  nombres  de  vibrations  des  divers  sons  possibles 
d'un  même  tuyau  sont  diminués  d'une  quantité  constante  par  suite 
des  diverses  causes  perturbatrices.  » 

Rozé.  —  Note  relatii^e  à  la  non-symétrie  des  courbes  termi- 
nales du  spiral  des  chronomètres, 

BoussiifESQ  (J.).  —  Tliéorie  des  ondes  et  des  remous  qui  se  pro- 
pagent le  long  d'un  canal  rectangulaire  horizontal,  en  communi- 
quant au  liquide  contenu  dans  ce  canal  des  vitesses  sensiblement 
pareilles  de  la  surface  au  fond. 

Ce  Mémoire^  dit  l'auteur,  est  consacré  à  déduire,  des  formules 
non  linéaires  et  jusqu'à  présent  si  rebelles  de  l'Hydrodynamique, 
l'explication  à  peu  près  complète  des  phénomènes  intéressants  et 
nombreux  qui  font  l'objet  de  la  deuxième  Partie  des  Recherches 
hydrauliques  de  MM.  Darcy  et  Bazin.  [Comptes  rendus,  lo  août 
i863.) 

Liow  (Moïse).  —  Note  sur  l'histoire  des  observations  relatives 
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à  l'action  des  conjonctions  écUptiques  sur  les  éléments  du  magné-- 
tisme  terrestre. 

Gasparis  (de).  —  Formules  pour  le  calcul  des  orbites  des 
étoiles  doubles. 

Tauit.  —  Aurore  boréale  du  9  novembre;  observations  faites 
à  Brest. 

N*»  22.  Séiice  di  27  lOTeibre  1871. 

Chasles.  —  Théorèmes  concernant  les  axes  harmoniques  des 
courbes  géométriques,  dans  lesquels  on  considère  deux  séries  de 
points  qui  se  correspondent  anharmoniquetnent  sur  une  courbe 
unicursale. 

Fo?(vrELLE  { W.  de).  —  Sur  des  sons  musicaux  produits  lors  de 
l  ouverture  de  la  soupape  pendant  des  ascensions  aérosta- 
tiques.  L.  P. 


MÉLANGES. 

LISTI  NS  nATlll  SCimriFIQVES  DE  J.  PLÎiCm  (•}. 

MATHÉMATIQUES. 

I.  —  Ouvrages  séparés. 

1 .  Generalem  analyseos  applicationem  ad  ea,  quae  geometriœ  allions  et  mecha- 
nies  basis  et  fundamenta  sunt,  e  série  Taylonana  deducit  Julius  Pliicker. 
Bonus,  1824*  (  Habilita tionschrift.) 

t.  Anaiftisch-geometrische  Entwickelungen.  (Essen,  t.  I,  1828;  t.  U,  i83i.) 

3.  System  der  analytischen  Géométrie.  (Berlin,  i835.) 

4.  Théorie  der  algebraischen  Curven.  (Bonn,  1839.] 

5.  System  der  Géométrie  des  Baumes  in  nouer  analylischer  Behandlungsweise. 

(Diisseldorf,  1846;  2*  éd.,  i85a.) 


('^  Cette  lifte  est  extraite  d'un  important  travail  de  M.  Clebsch  sur  lequel  noua  re- 
viMNlroBt  :  Zum  Gedëektmiu  an  Jvui»  pLCcaum  ihmi  A.  Cluscb.  {Mfémoirêt  de  la  So- 
tiéti  éU  GottÎMgtêÊ,  t.  XV,  1873.) 
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6.  Neue  Géométrie  des  Raumes,  gegriindet  auf  die  Betrachtung  der  geraden 
Unie  als  Raumelement.  (Avec  une  préface  de  A.  Clebsch.  En  a  parties  : 
1**  partie,  Leipzig,  1868;  a*  partie,  publiée  par  F.  Klein,  Leipzig,  1869.) 

II.  —  Mémoires  dans  les  Annales  de  Gergpnne» 

i .  Théorèmes  et  problèmes  sur  le  contact  des  sections  coniques.  (T.  XVn, 
1826-1817.) 

2.  Recherche  d'une  construction  graphique  du  cercle  osculateur  pour  les 

lignes  du  a*  ordre.  (T.  XVII,  1826-1827.) 

3.  Mémoire  sur  les  contacts  et  intersections  des  cercles.  (T.  XVIII,  1827-1828.) 

4.  Recherches  sur  les  courbes  algébriques  de  tous  les  degrés.  (T.  XIX, 

1 828-1 829.) 

5.  Recherches  sur  les  surfaces  algébriques  de  tous  les  degrés.  (T.  XIX, 

1828-1829.) 

m.  —  Mémoires  dans  le  Journal  de  Crelle. 

i .  Ueber  die  Kriimmung  einer  beliebigen  Flache  in  einem  beliebigen  Puncte. 
(T.  m,  1828.) 

2.  Ueber  die  allgemeinen  Gesetze,  nach  welchen  irgend  zwei  Flâchen  einen 

Contact  der  verschiedenen  Ordnungen  haben.  (T.  IV,  1829.) 

3.  Ueber  ein  neues  Coordinatensystem.  (T.  V,  i83o.) 

4.  Ueber  ein  neues  Princip  der  Géométrie  und  den  Gebrauch  allgemeiner 

Symbole  und  unbestimmter  Coëfficienten.  (T.V,  i83o.) 

5.  Ueber  eine  neue  Art,  in  der  analytischen  Géométrie  Puncte  und  Curven  durch 

Gleichungen  darzustellen.  (T.  VI,  i83o.) 

6.  Geometrische  Lehrsâtze.  (T.  VI,  i83o.) 

7.  Note  sur  une  théorie  générale  et  nouvelle  des  surfaces  courbes.  (T.  IX, 

i832.) 

8.  Geometrische  Aufgaben  und  Lehrsâtze.  (T.  IX,  i832.) 

9.  Ueber  solche  Puncte,  die  bei  Curven  einer  hôheren  Ordnung  als  der  zweiten 

den  Brennpuncten  der  Kegelschnitte  entsprechen.  (T.  X,  i833.) 

iO.  Nachrichten  von  Biichem.  (T.  X,  i833.)  (Annonce  du  Système  de  Géométrie 
analytique,) 

ii.  Analytisch-geometrische  Aphorismen.  i,  2.  (T.  X,  i833.) 

i2.  Analytisch-geometrische  Aphorismen.  3,  4,  5,  6.  (T.  XI,  i834.) 

13.  Solution  d'une  question  fondamentale  concernant  la  théorie  générale  des 

courbes.  (T.  XII,  i834.) 

14.  Théorèmes  généraux  concernant  les  équations  d*un  degré  quelconque  entra 

un  nombre  quelconque  d'inconnues.  (T.  XVI,  1837.) 
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15.  Discussion  de  la  forme  générale  des  ondes  lumineuses.  (T.  XIX,  1889.) 

16.  Apborismen  ans  der  Géométrie  des  Raumes.  (T.  XXIV,  1842.) 

17.  DeberCurvaidritterOrdnung,  undanalytischeBeweisnihrung.  (T.  XXXIV, 

1847.) 

18.  Note  sur  le  théorème  de  Pascal.  (T.  XXXIV,  1847.) 

19.  Die  analytische  Géométrie  der  Curven  auf  den  Flachen  zweiter  Ordnung 

nnd  Classe.  (T.  XXXIV,  1847.) 

tt.  Ueber  due  nene  mechanische  Erzeugung  der  Flachen  zweiter  Ordnung  und 
Classe.  (T.  XXXIV,  1847.) 

î\.  Ueber  das  Ohm'sche  physikalische  Gesetz.  (T.  XXXV,  1847.) 

23.  Sor  la  réflexion  de  la  lumière,  dans  le  cas  des  surfaces  du  a*  degré,  analogue 
à  celle  qui,  aux  foyers  des  sections  coniques,  a  donné  le  nom.  (T.  XXXV, 
1847.) 

in.  —  Mémoires  dans  le  Journal  île  Uoupille, 

i.  ÊnumératioD  des  courbes  du  4'  ordre  d'après  la  nature  différente  de  leurs 
branches  infinies.  (T.  I,  i836.) 

1  Sur  les  points  singuliers  des  courbes.  (T.  n,  1837.) 

3.  Sur  une  Géométrie  nouvelle  de  l'espace.  2*  série.  (T.  XI,  1866.)  (Traduit 
des  PÂilosophical  Transactions.) 

IV.  —  Proceedings  ofthe  Royal  Society, 
1.  Od  a  New  Geometry  of  Space.  (i865.) 

V.  —  Phihsophical  Transactions. 

1.  Od  a  New  Geometry  of  Space.  (P.  1,  i865.) 

-.  FuDdamental  views  regarding  Mechanics.  (P.  1, 1866.) 

VI.  —  Les  Mondes. 
1.  Géométrie  nouvelle  de  l'espace.  (T.  XIII,  1867.) 

VII.  —  Annali  di  Matematica. 

1-  Théorie  générale  des  surfaces  réglées,  leur  classification  et  leur  construc- 
tion. (T.  I,  a*  série,  1867.) 

PHYSIQUE. 

I.  —  Annales  de  Poggendorff. 

^'  Céber  die  Abstossung  der  optischen  Axe  der  Krystalle  durch  die  Pôle  der 
Magnete.  (T.  LXXD,  1847.) 
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2.  Udi)er  das   Verhâltoias    zwisdien    llagiietîsmiis    and   DimiagiieUfimiis. 

(T.  LXXn,  1847.) 

3.  Expérimentale  Untersudiuiigen  der  Wirkimg  der  Magnéto  «nf  gasfôrmîge 

und  tropfbare  Flussigkeiten.  (T.  LXXm,  1848.) 

4.  Ueber  ein  einfaches  Mittel,  den  Diamagnetismos  sdiwîngMKler  Kôrper  za 

verstarken.  (T.  LXXm,  1848.) 

5.  Ud)er  Intensitatsbestimmung   der    magiieUadie&    nad   dîamagnetischen 

Krafle.  (T.  LXXIV,  1848.I 

6.  Ueber  das  Yerhalten  des  abgekiihlten  Glases  zwisdieQ  deo  Ifagnetpolen. 

(T.LXXV,  1848.) 

7.  Ueber  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Magnetismiis  und  Dkmagnetiainut 

von  der  Temperatur  abhângt.  (T.  LXXY,  1848.) 

8.  Ueber  die  verschiedene  Zunahme  der  magnetischen  Aniiehiing  und  dîa- 

magnetischen Abstossung  bel  zunehmender  Kraft  des  Electromagnets. 

(T.  LXXV.) 

9.  Ud)cr  die  neue  Wirkung  des  Magnets  aof  einige  KrystaDe,  die  dne  vorlierr- 

schende  Spaltungsflache  besitzen.  Einfloss  des  Magnetisnnis  aof  die  Krys- 
tallbildung.  (T.  LXXVI,  1849.) 

10.  Ueber  die  diamagnetischen  Beziehmigen  der  positiven  nnd  negativen  op- 
tischcn   Axen  der  Krystalle.    (T.  LXXVn,  1849.)  (Traduit  du  PhiL 

Magazine.) 

a .  Ueber  den  Einfluas  der  Umgebang  eines  KSrpers  auf  die  Anziehung  oder 
Abstossung,  die  er  durch  einen  Magnelen  erfahrt.  (T.  LXXVn,  1849.) 

12.  Ueber  die  Fesserscbe  Wellenmaschine,  den  neueren  Boutigny'schen  Yersuch 

und  das  Ergebniss  fortgesetzter  Beobachtungen  in  Belreff  der  Yerhaltens* 
Kr^-stallisirter  Substanzen  gegen  den  Magnetismus.  (T.  LXXYUI,  1849.] 

13.  Ueber  die  magnetischen  axen  der  Krystalle  und  ihre  Beziehnng  zn  der 

Kr^'stallform  and  den  optischen  Axen.  (En  collaboration  avec  Béer.) 
(T.  LXXXI,  i85o.) 

14.  Ueber  die  diamagnetischen  Axen  der  Krystalle  und  ihre  Beziehnng  zur 

Krystallform  und  den  optischen  Axen.  (Avec  Béer.)  (T.  LXXXII,  i85i.) 

15.  Ud)er  das  magnetische  Yerhalten  der  Gase,  I.  (T.  LXXXm,  i85i.) 

16.  Numerische  Yergleichung  des  Magnetismus  des  Sauerstoffgases  und  des 

Magnetismus  des  Eisens.  (T.  LXXXm,  i85i.) 

17.  Ueber  die  magnetische  Polaritât  und  Coërdtivkrafl  derGaae.  (T.  LXXXm, 

i85i.) 

18.  Ueber  Fessera  electromagnetischen  Motor.  (T.  LXXXm,  i85i.) 

19.  Ueber  das  magnetische  Yerhalten  der  Gase,  II.  (T.  LXXXIY,  i85i.) 

20.  Ueber  die  Théorie  des  Diamagnetismus ,  die  Erkfârung  des  Ueberganges 

magnetischen  Yerhaltens  in  diamagnetisches,  und  mathematische  Begriin- 
dung  der  bel  Krystallen  beobachtoton  Eracfaeinnngpn.  (T.  LXXXYl, 
i85a.) 
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t1 .  Slndieii  liber  Thermometrie  und  verwandte  Oegenstânde.  (  Avec  Geissler.) 
(T.  LXXXVI,  i85a.) 

22.  Ueber  die  RedprocitSit  der  electromagnetischen  und  magneto-electrischen 

Erscheinungen.  (T.  LXXXYII,  i852.) 

23.  Ueber  die  FesseFsche  Rotationsmaschine.  (T.  LXL,  i853.) 

24.  Ueber  das  Gesetz  der  Induction  bei  paramagnetiscben  und  diamagnetischen 

ErscheiniuigBn.  (T.  LXIi,  i854.) 

25.  Untersuchungen  iiber  Dampfe  und  Dampfgemenge.  (T.  LXUI,  i854.) 

26.  Beîtrâgezur  naher^i  Renniniss  der  sogenannten  Coërcitivkraft.  (T.  LXLIV, 

1855.) 

27.  Véber  die  Einwirirang  des  Magnets  auf  die  electrischen  Entladungen  in  ver- 

diinnten  Gàlaen,  I,  0.  (T.  dll,  i858.) 

28.  Fortgesetzte  Beobachtungen  Uber  die  electrische  Entladung  durch  Gasver- 

dimnte  Râume.  (T  CIV,  i868.) 

29.  Ueber  einen  neuen  Gesicbtspunkt  die  Einwirkung  des  Magnets  auf  den 

elekthscben  Strom  betreSend.  (T.  CIV,  i858.) 

30.  Fortgesetzte  Beobachtungen  liber  die  elektrische  Entladung.  (T.  CV,  i858.) 

31 .  Fortgesetzte  Beobachtungen  iiber  die  elektrische  Entladung  durch  gasver- 

diinnte  Riiume.  (T.  CVII,  i859.) 

32.  Ueber  die  Constitution  der  electrischen  Spectra  der  verschiedenen  Gase  und 

Dampfe.  (T.  CVII,  1869.) 

33.  Dm  magnetische  Verhalten  der  verschiedenen  Glimmer,  und  seine  Beziehung 

zum  opU^cheo  Verhalten  derselben.  (T.  CX,  1860.) 

34.  Ueber  die  Einwirkung  des  Magnets  auf  die  electrische  Entladung.  (T.  CXni, 

1861.) 

3.";.  Ueber  récurrente  Strome  und  ihre  Anwendung  zur  Darstellung  von  Gas- 
speclren.  (T.  CXVI,  i86a.) 

n.  —  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences, 

\ .  Rapport  entre  les  propriétés  optiques  et  les  propriétés  magnétiques  de  cer- 
Uins  cristaux.  (T.  XXIY,  1847.) 

2.  Action  calorifique  d'un  courant  électrique.  (T.  XXYI,  1848.) 

3.  Note  sur  un  grand  nombre  de  faits  nouveaux  de  magnétisme  et  de  diama- 

gnétisme.  (T.  XXVm,  XXIX,  1849.) 

4.  Sur  le  magnétisme  des  gaz.  (T.  XXXm,  i85i.) 

5.  Analyse  de  divers  Mémoires  sur  Télectricité.  (T.  XXXVI,  i853.) 

ni.  —  Philosophical  Magazine, 

1.  On  diamagnetism.  (Séries  3.  V.  XXXm,  1848.) 

2.  On  the  magnetic  relations  of  the  positive  and  négative  optic  axes  of  crystalls. 

(V.  XXXÏV.  1849.) 
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3.  On  M.  Boutigny's  récent  experiment.  (V.  XXXVI,  i85o.)  (Traduit  des 

Annales  {le  Poggendorff,) 

4.  On  the  magnetic  axes  of  crystalls.  (Avec  Béer.)  (V.IX,  i854.)  (Traduit  des 

Annales  {le  Poggendorff.) 

5.  On  the  magnetism  of  gases.  (Y.  III,  i85a.) 

G.  On  the  electromagnetic  motor  of  FesseL  (Y.  m,  iSSa.) 

7.  On  the  natur  of  the  so  called  coercitive  force.  (Y.  IX,  i854.)  (Traduit  des 

Annales  de  Poggendorff.) 

8.  On  the  magnelic  induction  of  crystals.  (Y.  XIY,  1857.) 

9.  On  the  aclion  of  the  magnet  upon  electrical  discharge  in  rarefied  gases. 

(Y.  XYI,  i858.)  (Traduit  des  Annales  de  Poggendorff.) 

iO.  Observations  on  the  electrical  discharge  through  rarefied  gases.  (Y.  XVI, 
i858.)  (Traduit  des  Annales  de  Poggendorff.) 

i  i .  Observations  on  the  electric  discharge,  I,  U.  (  Y.  XYin,  1 859.)  (Traduit  des 
Annales  de  Poggendorff.) 

12.  On  the  spectra  of  ignited  gases  and  vapeurs,  with  especial  regard  to  the 
différent  spectra  of  the  same  elementary  gaseous  substance.  (Avec  Hittorf.) 
(V.  XXVffl,  1864.) 

lY.  —  Philosophical  Transactions^ 

i .  On  the  magnetic  induction  of  Crystals.  (P.  I,  i858.) 

2.  On  the  spectra  of  ignited  gases  and  vapeurs,  with  especial  regard  to  the 
difterent  spectra  of  the  same  elementary  gaseous  substance.  (Avec  Hittorf.) 
(P.  I,  U,  1865.) 

Y.  —  Publications  séparées, 

\ .  Enuroeratio  novorum  pbaenomenorum  in  doctrina  de  magnétisme  invento- 
rum.  (Bonnae,  1849,  Universitëtsschrift.) 

2.  De  cristallonim  et  gazorum  conditione  magnetica.  (Bonnae,  i85o,  Univer- 

sitâtsschrift.) 

3.  Sur  la  réfraction  des  coniques.  (Moigno:  Répertoire  d'optique  moclerne.) 

4.  Sur  les  spectres  des  ordres  différents.  (Moigno  :  Les  Mondes,  t.  lY,  1864.) 

5.  Ueber  farbige  Ringe  in  Kalkspalten,  etc.  (Bericht  liber  einen  Vortrag,  ge- 

halten  im  Niederrheinischen  Verein  fiir  Natur-  und  Heilkunde  zu  Bonn, 
i8G5.) 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

PICQUET.  —  Étude  géométrique  des  Systèmes  ponctuels  et 
TAifGESTiELS  DE  SECTIONS  CONIQUES.  Parîs,  Gauthîer-Villars,  in-8®5 
1872.  Prix  :  5  fr.  (*). 

Chapitre  P'.  —  Tliéorie  de  Vinvolution  plane. 

Définition  d*ua  système  de  points  ou  de  droites  en  involution 
plane.  Ce  sont  les  sommets  ou  les  côtés  de  triangles  conjugués  à 
une  même  conique.  —  Discussion.  —  Lieu  des  points  ou  enveloppe 
des  droites  doubles  ou  triples.  C'est  la  conique  elle-même.  —  Ana- 
logie de  ce  système  avec  le  système  des  couples  de  points  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  deux  points  fixes,  ou  en  involution 
linéaire.  —  Cas  particulier  de  M.  Poudra,  où  la  conique  est  un 
cercle.  Les  triangles  de  Tinvolulion  ont  alors  même  puissance  et 
même  point  de  rencontre  des  hauteurs,  et  Tanalogie  est  complète; 
car,  si  en  ce  point  du  plan  on  élève  une  perpendiculaire  égale  à 
cette  puissance,  de  l'extrémité  de  cette  droite  on  voit  tous  les 
triangles  de  Tinvolution  sous  un  angle  trièdre  trirectangle.  —  Pro- 
blèmes. 

Chapitre  II.  —  Des  Systèmes  ponctuels. 

Du  système  ponctuel  du  i**"  ordre,  ou  faisceau  ponctuel.  C'est  Ten- 
sembledes  coniques  ayant  quatre  points  communs  (XC  4-  jxC'=  o). 
Diaprés  le  théorème  de  Desargues-Sturm,  il  existe  sur  chaque  droite 
du  plan  un  couple  de  points  conjugués  communs  à  toutes  ces 
courbes.  —  Problèmes. 

Du  système  ponctuel  du  a*  ordre  ou  réseau  ponctuel 


>'  '  )  yofï%  avons  la  bonne  fortune  de  pouToir  communiquer  à  nos  Lecteurs  la  Table 
de»  matières  dércloppée  d'un  Ouvrage  que  M.  Picquet,  Capitaine  du  Génie  à  Saint- 
OiB^r,  Ta  faire  paraître  dans  quelques  jours.  On  verra  que  cet  Ouvrage  traite  de  sujets 
trrS'intcressants,  et  qu'il  ne  peut  manquer  d'être  très- utile,  en  même  temps  qu'aux 
savants,  aux  élèves  de  nos  Classes  de  Mathématiques,  et  à  ceux  des  auditeurs  de  nos 
Famltc»  qui  désirent  acquérir  des  connaissances  sérieuses  en  Géométrie  analytique. 
BmU,  des  Scieneti  mathém,  et  astron,<,  t.  III.  (Mars  1873.)  5 
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n  peut  être  dcfînl  par  les  trois  courbes  C,  C,  C,  ou  par  trois  couples 
de  points  conjugués  communs.  Ces  trois  couples  en  entraînent 
une  infinité  d'autres.  —  Rechcrclie  et  construction  de  la  courbe 
enveloppe  des  droites  qui  les  renferment,  ou  Cayleyenne  du  ré- 
seau. —  Propriétés  remarquables  de  cette  courbe.  —  Cas  parti- 
culiers du  réseau. 

Du  système  ponctuel  du  3*  ordre 

(XC  4-  ixC  -+-  vC^  -+-  pC  =  o). 

U  peut  être  défini  par  les  quatre  courbes  C,  C,  C,  C\  ou  par 
deux  couples  de  points  conjugués  communs  qui  en  entraînent  un 
troisième.  —  Cas  particuliers. 
Du  système  ponctuel  du  4*  ordre 

(XC  -+-  fiC  -+-  vC  -h  pC  -+-  <yC'^  =  o). 

n  peut  être  défini  par  les  cinq  courbes  C,  C,  C^,  C",  C*^  \  les  courbes 
du  système  n'admettent  plus,  en  général,  de  couples  de  points  con- 
jugués communs,  mais  satisfont  à  une  condition  commune  qui  sera 
déterminée  plus  loin.  —  Cas  particuliers. 

Chapitre  III.  —  Des  Systèmes  tangentiels. 

Ce  sont  les  systèmes  corrélatifs  des  précédents. 

Du  système  tangentiel  du  i*'  ordre  ou  faisceau  tangenticl.  — 
Théorème  corrélatif  de  celui  de  Desargues-Sturm.  —  Sommets 
orthoptiques  du  faisceau  (d'où  l'on  voit  toutes  les  courbes  du  sys- 
tème sous  un  angle  droit).  —  Problèmes. 

Du  système  tangentiel  du  2*  ordre  ou  réseau  tangentiel.  —  Lîeu 
des  points  d'où  l'on  voit  toutes  les  courbes  du  réseau  sous  des 
couples  de  tangentes  formant  faisceau  en  involution  linéaire,  ou 
encore  par  où  passent  deux  droites  conjuguées  communes  à  toutes 
ces  courbes.  C'est  la  Hessienne  du  réseau.  —  Construction  de  cette 
courbe.  —  Cas  particuliers. 

Du  système  tangenticl  du  3*  ordre.  —  Ses  courbes  admettent 
deux  couples  distincts  de  droites  conjuguées,  qui  en  entraînent  un 
troisième.  —  Cas  particuliers. 

Du  système  tangentiel  du  4*  ordre.  —  Ses  courbes  satisfont  à  une 
condition  commune  qui  sera  déterminée  plus  loin. 
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Cbapiteb  IV.  —  Propriétés  générales  des  coniques  en  in%^lution. 

—  Cas  particuliers. 

Théorème  de  Steiner.  —  Conique  harmoniqucmcnt  inscrite  ou 
circonscrite  à  une  autre  conique  (c'est-à-dire  inscrite  ou  circonscrite 
k  un  et,  par  suite,  à  une  infinité  de  triangles  conjugués  de  la 
seconde). 

Lorsqu'une  conique  est  harmoniquement  circonscrite  à  une 
autre,  celle-ci  est  harmoniquement  inscrite  à  la  première.  Lorsque 
les  n  coniques  nécessaires  à  la  détermination  d*un  système  ponctuel 
d*ordrc  n  —  i  sont  harmoniquement  circonscrites  à  une  même 
conique,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  coniques  du  système. 

D*où  résulte  la  notion  des  systèmes  contravariants  (Smith).  — 
A  un  système  ponctuel  ou  tangentiel  d'ordre  n  correspond  un  sys- 
tème tangent  ici  ou  ponctuel  d'ordre  4  —  n,^  dont  toutes  les  coniques 
sont  harmoniquement  inscrites  ou  circonscrites  à  celles  du  premier, 
et  qui  est  le  système  contravariant  du  premier.  —  Toutes  les 
coniquc»s  d'un  même  système  sont  dites  en  immolation  parce  que 
chacune  d'elles  est  inscrite  ou  circonscrite  à  une  infinité  de  triangles 
de  rin\olulion  plane  dont  une  conique  quelconque  du  système  con- 
travariant est  la  conique  triple. 

Cas  particulier  où  la  conique  harmoniquement  inscrite  est  un 
cercle.  —  Tous  les  triangles  ont  même  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs et  même  puissance.  —  Puissance  orthoptîque  de  première 
espèce  d'un  point  par  rapport  à  ime  conique.  C'est  le  rayon  du 
cercle  harmoniquement  inscrit  dont  ce  point  est  le  centre.  —  Puis- 
sance d'un  point  par  rapport  à  un  cercle,  à  une  parabole,  à  une 
conique  quelconque.  —  Sa  détermination,  au  moyen  du  cercle,  lieu 
des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  sur  les  cordes  de 
laconique  vues  de  ce  point  sous  un  angle  droit.  —  Construction  de 
ce  cercle.  —  Pour  toutes  les  coniques  d'un  faisceau  ou  d'un  réseau 
ponctuel  et  pour  un  même  point,  tous  les  cercles  analogues  ont 
même  axe  ou  même  centre  radical.  —  Problèmes. 

Cas  où  la  conique  harmoniquement  circonscrite  est  un  cercle.  -» 
Puissance  orthoptique  de  seconde  espèce  d'un  point  par  rapport  à 
une  conique.  —  C'est  le  rayon  du  cercle  harmoniquement  circon- 
icrit  dont  ce  point  est  le  centre.  Ce  cercle  coupe  orthogonalement 
le  cercle  orthoptique  de  la  conique.  —  Applications. 

5. 
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Chapitre  V.  —  Examen  des  cinq  cas  dans  lesquels 
deux  systèmes  peuvent  être  contravariants , 

1®  Une  conique  liarmonîqucment  cîrconscrîte[à  toutes  les  courbes 
d'un  système  tangcntiel  du  4*  ordre  ; 

2^  Un  faisceau  ponctuel  contravariant  d'un  système  tangentid 
du  3*  ordre; 

3®  Un  réseau  ponctuel  contravariant  d'un  réseau  tangenticl.  — 
Etude  comparée  de  la  Caylcyenne  du  réseau  ponctuel  et  de  la  Hes- 
sienne  du  réseau  tangenticl.  —  Construction  de  la  conique  conju- 
guée à  cinq  couples  de  droites.  —  Cas  particuliers; 

4^  Un  système  ponctuel  du  3^  ordre  contravariant  d'un  faisceau 
tangenticl  ; 

5^  Un  système  ponctuel  du  4^  ordre  dont  toutes  les  courbes  sont 
harmoniqucment  circonscrites  à  une  conique. 

Problèmes.  —  Construction  de  la  conique  barmoniquemcnt  cir- 
conscrite ou  inscrite  à  cinq  coniques  données. 


CHIÔ  (F.),  professeur  à  TUniversité  de  Turin.  —  Théorème  rela- 
tif A  LA  DIFFÉRENTIATION  d'uKE  IlfTÉGRALE  DÉFIIVIE  PAR  RAPPORT  A 

UKE  VARIABLE  COMPRISE  DA^'S  LA  FO^fCTIO^f  SOUS  LE  SIGSE   I    ET  DANS 

LES  LIMITES  DE   l'iKTÉGRALE,  ÉTEKDU  AU  CalCUL  AUX  DIFFÉRENCES 

ET  SUIVI  DE  QUELQUES  APPLICATIONS.  Turin,  Imprimerie  Royale, 
i87i.In-8^  (38p.) 

Les  géomètres,  et  surtout  Caucby,  en  se  fondant  sui  la  formule 
qui  représente  la  dillcrcnticUc  d'une  intégrale  définie  pir  rapport  à 

une  variable  comprise  dans  la  fonction  sous  le  signe    1 9  et  dans  les 

limites  de  Tintégratiou,  en  ont  déduit,  avec  beaucoup  d'élégance, 
soit  l'expression  d'une    intégrale  multiple  à  une   seule  variable 

(   f     )  f\^)  ^^  *^^^  ^*  forme  d'une  intégrale  simple,  soit  la  série 

de  Taylor  suivie  de  son  terme  complémentaire.  M.  Cbiù  propose, 
dans  cet  écrit,  de  faire  voir  qu'une  formule  pareille  à  la  précédente 
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peut  être  établie  dans  le  calcul  aux  dilTérences.  Cette  nouvelle  for- 
mule une  fois  établie,  on  en  tire  sans  peine  non-seulement  la  va- 
leur de  rint^rale  multiple  d'ordre /i,  (  \     )  f{^)i  *ous  la  forme 

d^une  intégrale  simple  aux  diâerences,  mais  encore  le  terme  com- 
plémentaire de  la  formule  connue,  qui  donne  la  valeur  d'une  fonc- 
tion y*(z)  a  l'aide  de  ses  difierences  rapportées  à  une  même  valeur 
de  la  variable. 
Exemples  :  la  formule 


^  p{z)(x —  z  —  h){x—z  — t2/l)...[jr  — z  —  (n  — i)/i] 

i.2.3.(n — i)A""* 


donnée  par  l'auteur,  est  analogue  à  la  formule  connue 
La  formule 

«t  analogue  à  la  série  de  Taylor,  et  le  reste  R„  est  donné  par  Té- 
qoation 

P  "^  9(j5)(jr  —  z  —  h){x — z  —  a  A). .  .(x — z  —  n/i) 

*      ^  1 .2.3. .  ./i  .A" 


jt» 


qui  est  la  généralisation  d'une  expression  connue.  On  peut  donner 
d*ailleurs  à  R.  des  formes  variées,  et  l'auteur  retrouve  en  particu- 
lier l'équation  élégante  duc  à  M.  Caqué.  {Note  sur  Informulé  de 
Taylor,  Journal  de  M.  Liouville,  t.  X,  p.  379.)  M.  Chio  avait  promis 
an  second  article.  Sa  mort,  arrivée  le  28  mai  1871,  l'a  sans  doute 
saisi  avant  qu'il  ait  eu  le  temps  de  livrer  ce  second  article  à  l'im- 
pression. Le  travail  que  nous  analysons  ajoute  aux  regrets  que 
doit  inspirer  à  tous  les  géomètres  la  perte  de  cet  estimable  savant  (  *  ) . 

G.  D. 

(*)  Od  poarr»  cooMltar,  dans  VexetWtni  BulleiÎM  da  princ6  Boncompagni,  ane  Ko- 
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Première  Partie. 

Stolétof  (A.-G.\  —  La  loi  générale  de  l'électrostatique  et 
sa  réduction  à  un  cas  plus  simple. 

L'auteur  traite  dans  ce  Mémoire  le  problème  de  réquîlîbre  de 
rélfclridté  sur  des  conducteurs,  sous  la  forme  la  plus  générale.  Il 
prend  un  nombre  quelconque  de  conducteurs,  assemblés  ou  non, 
en  présence  d'un  ensemble  quelconque  de  pôles  électriques  immo- 
biles. 

On  peut  démontrer  que,  même  sous  cette  forme  générale,  le  pro- 
blème de  Téquilibre  électrique  admet  une  solution,  et,  de  plus, 
qu'il  n'en  admet  qu'une,  comme  cela  a  lieu  dans  le  cas  d'un  seul 
conductem*.  Cette  généralisation  du  célèbre  théorème  de  Gauss, 
sous  une  forme  un  peu  sîmplitiée,  forme  le  commencement  de  ce 
Mémoire. 

L'auteur  fait  voir  ensuite  comment,  à  l'aide  de  quelques  trans- 
formations synthétiques,  la  solution  du  problème  général  se  ra- 
mène à  celle  d'une  suite  infinie  de  problèmes  d'un  type  plus  sim- 
ple. Dans  chacun  de  ces  problèmes  élémentaires,  on  n'a  affaire 
qu'à  une  seule  surface  [conductrice)^  qui,  en  outre,  est  à  l'état 
isolé. 

Une  telle  solution  ne  conduit,  il  est  vrai,  qu'à  des  calculs  que 
l'on  ne  peut  elFectuer  jusqu'au  bout.  Cependant  cette  méthode  de 
calcul  donne  à  la  solution  cherchée  un  aspect  connu-,  elle  peut  ser- 
vir à  obtenir  des  résultats  approchés,  lorsqu'on  ne  peut  obtenir  la 
solution  exacte;  et  enfin,  dans  un  cas  important,  celui  des  condue- 


ticc  sur  F.  Cbi6,  due  à  M.  A;<Gr.LO  Gcnoccbi.  Signalons  encore  un  traTail  de  F.  Chiô, 
de  1870,  intitulé  :  Nota  suUa  formola  summatona  del  professore  Felice  Cbi6;  To-> 
rino,  Stamperia  Reale,  1870,  19  p.  in-8<>;  et  l'Ourrage  suivant  :  Discorso  per  l'imaug»- 
razione  del  Busto  di  Giovanni  Plana^  pronunziato  il  (riorno  i5  novembre  1870,  nella 
regia  Università  di  Torino,  da  Felice  Chi6,  professore  di  Fisica  matematica  e  di  Ana- 
liai  superioro.  Torino,  Stamporia  Reale,  ^o  p.  in-8<>. 
(•)  yoit  BulUùm,  t.  III,  p.  II. 
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tcars  spbëriqaes,  elle  amène  réellement  à  la  solution  complète  du 
problème. 

Cette  réduction  du  problème  générai  de  l'électrostatique  à  une 
série  de  problèmes  plus  simples  est  fondée  sur  deux  théorèmes  dus 
k  Murphy  et  à  W.  Thomson. 

L'auteur  a  présenté  ces  théorèmes  avec  plus  de  généralité.  Il  men- 
tionne un  travail  de  Lipschitz,  publié  dans  le  Tome  61  du  Journal 
de  Crelle,  et  traitant  le  même  sujet,  mais  sous  une  forme  plus 
concise,  sans  discuter  la  convei^ence  des  séries  obtenues  par  la  mé- 
thode de  Murphy,  et  en  laissant  de  côté  l'application  de  la  méthode 
au  cas  important  des  conducteurs  sphériques,  que  M.  Stolétof  a 
traité  dans  toute  son  étendue. 

Orlof  (F.).  —  Recherche  des  solutions  singulières  des  équa- 
tions différentielles.  (9p.) 

La  méthode  de  l'intégration  par  le  multiplicateur,  lors  même 
qu\*lle  ne  fournirait  pas  de  solutions  que  Ton  ne  pût  trouver  par 
les  autres  méthodes,  a  du  moins  sur  celles-ci  l'avantage  d'un  ca- 
ractère de  généralité  plus  grand,  comme  servant  à  relier  et  à  géné- 
raliser les  résultats  obtenus  par  les  autres  procédés.  L'auteur  se 
propose  d'appliquer  cette  même  méthode  à  la  recherche  des  solu- 
tions singulières.  Après  avoir  retrouvé  les  résultats  connus  pour  le 
cas  d'une  équation  du  i^*"  ordre,  il  traite  le  cas  général  des  solu- 
tions singulières  d'une  équation  d'ordre  quelconque. 

Boi'GAiEF  (N.).  —  Formes  intégrables  des  équations  différen- 
tielles du  i'*"  ordre.  (33  p.) 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  de  rechercher,  comme  on  le  fait  dans 
la  thcHjrie  des  quadratures,  quelles  sont  les  formes  d'équations  dif- 
férentielles du  i**"  ordre  dont  l'intégrale  peut  s'exprimer  au  moyen 
dopérations  déterminées,  appliquées  à  des  fonctions  connues,  et 
quelle  est^  pour  chaque  forme,  la  transformation  analytique  qui  rend 
Téquation  intégrable.  L'auteur  étudie  d'abord  les  conditions  pour 
qu*une  équation  dilTérentielle  y' -^  f^^^j)  =  o  puisse  se  ramener 
à  Tune  des  formes 


dv        i  ,    ^    f   s  ^2        o^^^ 


==0, 


où  les  variables  sont  séparables.  Si  Ton  désigne  généralement  par 
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les  équations  qui  lient  les  nouvelles  variables  ii,  i^  aux  anciennes, 
on  trouve  que  la  fonction  f[x^jr)  doit  satisfaire  à  la  condition 

.  .  j-,        .      ^^'''■^'Kdxdv       dxdv)      \dx  du       dx  du) 
{0/(^.r)=     j^dQ       dQdV 


djr  du      dy  du 


.,    .    ,  .(d<f  dO       de  do\   * 


<^  et  ;(  désignant  deux  fonctions  arbitraires. 

Lorsqu'on  suppose  les  équations  de  liaison  des  deux  systèmes  de 
\Lariables  mises  sous  la  forme 

la  condition  (i)  devient 

'l'(F)^+7.(>)è 

(-)  fi-.r)  = rf- ^• 

M.  Bougaïef  obtient  ainsi  poury(x,j')  six  formes  générales, 
dont  les  cas  particuliers  conduisent  à  la  plupart  des  équations  inté- 
grablcs  connues.  Il  en  tire  les  conditions  d*intégrabilité  des  équa- 
tions de  la  forme 

^^Xr»-4^X.:^-4-X,^o, 

^^X/'H-(x^-xorH-x,=.o. 

La  formule  (2]  conduit  à  une  intégrale  de  la  forme 

On  peut,  en  généralisant  cette  formule,  chercher  les  conditions 
pour  que  l'intégrale  soit  de  la  forme 

F.(|Ut.)  -+-  F,(a:)  -h. . .  -+-  F.(fxO=:  C. 

L'auteur  indique  encore  des  substitutions  d'un  autre  genre,  dans* 
lesquelles  on  introduit  non-seulement  de  nouvelles  variables,  mais 
encore  leurs  dérivées,  ce  qui  conduit  à  de  nouveaux  cas  d'Integra- 
Lilité.  Par  exemple,  étant  donnée  une  équation  de  la  forme 


i 
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si  Ton  pose 

yzz  I  zdx,    ou    r=  j  ^(2)dz, 

<m  peut  chercher  la  condition  pour  que  cette  équation,  qui  de- 
vient 

dz 
prenne  la  forme 

Eniin,  Tauteur  examine  les  cas  d*intégrabilité  qui  découlent  de 
ci*rtaincs  hypothèses  faites  sur  la  forme  du  multiplicateur  de  Téqua- 
tîun  dîfTérentielIe. 

Sâbixi>'e  (E.-F.).  —  Sur  deux  questions  relatives  au  Calcul  des 
v.iriations.  (ii  p.) 

I.  La  recherche  du  maximiun  ou  du  minimum  de  Tiiitégralc 
(iuul>lo 

conduit,  comme  on  sait,  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
i'  ordre,  et  Ton  ne  possède  pas  de  méthode  générale  pour  intégrer 
iftte  classe  d'équations.  Mais  on  peut  arriver,  dans  un  grand  nora- 
Ln»  de  cas,  à  la  solution  du  problème,  en  s'appuyant  sur  les  pro- 
priétés géométriques  de  la  surface  dont  Tordonnée  représente  la 
fonction  clu^rchée  r,  et  joignant  à  Téquation  aux  dérivées  partielles 
k'S  éc|uations  qui  expriment  ces  propriétés  dans  chaque  cas  parti- 
culier. 

Cette  méthode  est  presque  toujours  applicable,  comme  on  le  voit 
en  traitant  le  problème  suivant  : 

Parmi  toutes  les  surfaces  réglées  à  plan  directeur,  tromper  celle 
dont  l'aire  comprise  entre  deux  droites  génératrices  est  minimum. 

On  a  ici 
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et,  pour  trouver  z,  on  est  conduit  à  Téquation 

An  lieu  de  chercher  à  l'intégrer,  on  remarquera  que  cette  équation 
exprime  que  la  somme  des  courbures  des  sections  principales  en  un 
point  quelconque  de  la  surface  est  nulle.  Or  cette  somme  est  égale 
à  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales  quelconques 
rectangulaires  entre  elles.  En  outre,  la  courbure  d'une  section  nor- 
male menée  suivant  la  génératrice  est  nulle;  donc  la  courbure  de 
la  section  normale  perpendiculaire  à  la  génératrice  est  aussi  nulle. 
Elu  exprimant  cette  propriété,  on  parvient  à  l'équation  de  la  sur- 
face 

z  —  G  arc  tang  -  • 

n.  L'auteur  expose  avec  le  développement  nécessaire  la  démons- 
tration, d'après  la  méthode  d'Euler,  du  théorème  fondamental  du 
calcul  des  variations,  exprimé  par  l'égalité 

Aadréiefsky  (M. -A.).  —  Sur  l' intégration  des  expressions  dif" 
férentielles  homogènes  d'ordre  supérieur  contenant  plusieurs  va- 
riables indépendantes,  (34  p.) 

Etant  donnée  une  expression 

où  {Xi*^...,  {lits,...  sont  les  coefficients  du  développement  de 
(rfx|  -f-  rfx,-f-  ...  -H  rfj^,)",  et  Xi,  Xi,^ . . .  des  fonctions  données 

de  Xi^  X] X. ,  il  faut  d'abord,  pour  que  ces  dernières  fonctions 

puissent  être  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  u  de  X|, 
Xt^ . . . .  X.,  qu'elles  remplissent,  connue  on  sait,  un  certain  nombre 
de  couditions.  A  Taide  de  l'analyse  combina toire,  l'auteur  est  par- 
venu à  exprimer  par  une  formule  générale  le  nombre  de  ces  condi- 
tions nécessaires  pour  Tintégrabilité  de  l'expression  difierentielle 
donnée. 

La  démonstration  de  cette  formule  est  fondée  sur  une  méthode 
d'intégration  des  expressions  du  a*  ordre,  communiquée  à  l'autear 


i 
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par  M.  ftlinding.  En  désignant  par  C^tr'^  '^  nombre  des  combi- 
naisons de  /i  +  m  —  I  éléments  pris  m  +  i  àin+i,le  nombre  des 
conditions  a  pour  expression 

En  înt^rant  successivement  les  expressions  du  2*  et  du  3**  ordre 
à  a  et  3  variables, 

kdx^-\-2Bdx  dx-\-  C dx^ -h  ^T> dx dz  -+- Erfz'-+- -iFrf/rf^, 

Adx^-^ZBdx'dx-hiCdxdx'-hDdx*, 

A  rfx*  -h . . .  -+-  3  E  rfx»  rfz  -+-  3  F  rfx  rfz»  -4-  G  rfj »  -4-  3  H  rf/  '  rfz  -4- . . . , 

Tauleur  trouve  des  formules  générales  présentant  de  grandes  analo- 
gies entre  elles  et  avec  la  formule  connue 

C(Pdx-^Qdx)^  f  Pdx-h  r    Qx.rfj-I  C. 

En  admettant  que  cette  analogie  subsiste,  quels  que  soient  Tordre 
diflërentiel  et  le  nombre  des  variables,  on  a,  pour  trouver  l'inté- 
grale de  l't'xpression  (1),  satisfaisant  aux  conditions  que  Ton  obtient 
en  égalant  identiquement  les  diverses  expressions 


de  la  dérivée  partielle 


dx. 

'  r 


'  n 


-.—  s 


dx' dx' . . . dx!' 
il      li  If 


la  règle  suivante  : 

I®  Ordonner  l'expression  suivant  les  exposants  et  les  indices  des 
diflercnlielles,  de  sorte  que  le  premier  terme  soit  Xi  dx^^  après  le- 
quel on  placera  les  termes  en  dxi  et  r/x,,  puis  le  terme  X,  dx^^ 
ensuite  les  combinaisons  de  dx^^  dx^^  dx%  et  le  terme  Xs  dx^^  etc. 
Eln  un  mot,  les  termes  renfermant  dxi  doivent  être  précédés  par 
tous  ceux  qui  contiennent  f/x,,  rfx,, . . . ,  dxi^x. 

1^  L'expression  étant  ainsi  oixlonnée,  diviser  ses  coefficients  par 
les  coefficients  correspondants  i ,  pi„ . . . ,  u,, ...  du  développement 
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de  {dXi  4-  djCfh ...  4-  ^i,)*,  ordonné  de  la  même  manière  que 
l'expression  proposée. 

3°  Après  avoir  choisi  les  limites  inférieures  d'intégration  pour 
chacune  des  variables,  remplacer  dans  chaque  coefficient  X,  toutes 
les  variables  X|,  Xi, . . . ,  X/.i  par  letirs  limites  inférieures. 

4^  Cela  fait^  intégrer  chaque  terme  séparément  par  rapport  k 
toutes  les  variables,  et  un  nombre  de  fois  par  rapport  à  chacune 
d'eUes  marqué  par  l'exposant  de  la  diflerentieUe  de  cette  variable, 
en  prenant  pour  limites  supérieures  les  variables  elles-mêmes. 

5^  Enfin,  ajouter  à  la  somme  de  toutes  les  intégrales  ainsi  trou- 
vées une  fonction  arbitraire  des  n  variables,  entière,  rationneUe  et 
de  degré  m  —  i  par  rapport  à  ces  variables. 

L'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  m  à 
deux  variables  indépendantes  x  et  j'^  de  la  forme 

^/  d'il        rf"ii  ihuX 

peut  se  ramener  à  l'intégration  d'un  système  de  m  équations  linéai- 
res aux  dérivées  partielles  du  i*''  ordre  à  m  variables  indépen- 
dantes. Quoique  cette  réduction  ne  facilite  nullement  la  résolution 
du  problème,  elle  montre  la  liaison  qui  existe  entre  ces  deux  ques- 
tions. 

Hertz  (K.).  —  Quelques  mots  sur  la  transformation  des  fono- 
tions  elliptiques.  (4  pO 

j^  =  sn  (  Yï  ï  A*i  I  étant  l'intégrale  de  l'équation  diilérentielle 

dx  ^f  dr  j 

=  dz. 


si  cette  équation  s'intègre  algébriquement,  c'est-à-dire  s'il  existe 
entre  s^  (  mî»  ^"i  )  ^^  sn(j.  A:)  une  équation  algébrique,  on  pourra 

toujours  trouver  un  nombre  entier  v,  tel  que  sn  f  ^î  Ati  j  soit 


une 


fonction  rationnelle  de  sn(z,  A),  M|  étant  égal  à  —  • 

Aia>mtiEFSKT  (M.-A.).  —  Sur  le  facteur  d'intégration  des  équa^ 
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lions  différentielles  du  a*  ordre  de  la  forme 

(8^  p.) 
Les  coefficients  de  cette  équation  étant  des  fonctions  de  x,  y^  y\ 

ft  m  étant  un  nombre  quelconque,  positif  ou  négatif,  entier  ou 
fractionnaire,  mais  différent  de  zéro.  Fauteur  examine  surtout  le 
cas  où  le  premier  membre  de  Téquation  devient  intégrable  par  Tin- 
troduction  d*un  multiplicateur  M,  fonction  de  x  et  de  j*  seulement. 
Il  établit  d'abord  ce  théorème  : 

Si  les  coefficients  de  Téquation  satisfont  identiquement  aux  con- 
ditions 


A^         A^ 

°E           E          AD-BC 
dy         dx    ^  "^       E' 

A^          A^ 

^Ë       ^Ë 

0,     — -5— —  0 

d)'        dx 

en  prenant 

M  -  g  e"P,     où     P  -  /^ 

{^dx  +  \dr). 

on  obtiendra  par  des  quadratures  une  intégrale  première  de  Téqua- 
tioQ  proposée,  savoir 


/' 


VL[kdx  -i-Brf/)H j-»  —  consl. 


n  applique  ensuite  à  un  grand  nombre  d'exemples  la  méthode 
fondée  sur  ce  théorème.  Le  Mémoire  se  termine  par  la  démonstra- 
tion de  quelques  propositions  générales  concernant  les  multiplica- 
teurs d'une  équation  différentielle  d'ordre  quelconque  n.  A  Taide 
de  CCS  propositions,  on  parvient  à  la  solution  des  questions  sui- 
vantes : 

i^  Etant  données  deux  intégrales  premières  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  /i**"*  ordre,  reconnaitre  si  ces  deux  intégrales  sont  dis- 
tinctes l'une  de  l'autre. 

1^  Etant  donnés  deux  multiplicateurs  d'une  équation  différen- 
tielle du  ri^^^^  ordi'c,  reconnaitre  a  priori  si  les  intégrales  premières 
correspondantes  à  ces  multiplicateurs  sont  distinctes  entre  elles. 

Slocdsky  (F.-A.).  —  Remarque  sur  le  principe  de  la  moindre 
f^ion.  (5  p.) 
Dans  cette  Note,  l'auteur  développe  sur  un  exemple  simple,  celui 
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du  mouvement  d*un  point  libre,  la  différence  qui  existe  entre  les 
deux  expressions  du  principe  de  la  moindre  action,  données  par 
Lagrange  et  par  Ostrogradsky.  [F^oir  le  Tome  II  de  ce  Recueil.) 

TcHEBYCHEF  (P.-L.).  —  SuT  la  détermination  des  fonctions  d'à- 
près  les  valeurs  quelles  prennent  pour  certaines  valeurs  de  la 
variable.  (i4  p«) 

Soit  proposé  d'exprimer  une  fonction  u  au  moyen  des  valeurs 
qu'elle  prend  pour  n  valeurs  données  de  la  variable.  La  formule  de 
Lagrangc  donne  l'expression  cherchée  sous  la  forme  d'un  polynôme 
dont  le  degré  ne  surpasse  pas  n,  Cauchy  a  établi  une  autre  formule, 

dans  laquelle  la  fonction  se  présente  sous  la  forme  d'une  fraction  j. 

dont  le  dénominateur  est  un  polynôme  d'un  degré  ne  dépassant  pas 
une  limite  donnée  X,  tandis  que  le  numérateur  est  un  polynôme 
d'un  degré  au  plus  égal  hn  —  X  —  i .  Après  la  relation  Du  —  N  =  o, 
à  laquelle  satisfont  les  polynômes  D  et  N,  la  plus  simple  que  l'on 
puisse  trouver  est  une  relation  du  second  degré,  de  la  forme 

li*  -i-  L  li  —  M  =  o, 

où  L  et  M  désignent  des  polynômes  d'un  degré  aussi  bas  que  pos- 
sible. L'auteur  se  sert,  pour  déterminer  ces  polynômes,  du  déve- 
loppement en  fraction  continue,  dont  il  avait  déjà  indiqué  l'usage 
dans  le  Tome  P*^  de  ce  Recueil. 

louRiEF  (S. -A.).  —  Sur  les  conditions  d' intégrabilité  par  qua-- 
dratures  d'une  équation  différentielle  du  2'  ordre,  (42  p.) 

L'auteur  recherche  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  coefficients  R^  Rf  de  l'équation  linéaire 

j''-*-R.j'-+-R,r^o, 

pour  que  l'intégrale  de  l'équation  puisse  s'obtenir  au  moyen  de 
quadratures.  U  part  de  la  supposition  que  l'intégrale  générale  doive 
être  de  la  forme 

c  et  Ci  étant  des  constantes  arbitraires,  ce  qui  lui  donne  des  expres- 
sions générales  des  coefficients 

R,  =  —  D,  log(  W|  —  (ù)  —  0),  —  w, 

Ri  ~—  D,W  4-  w[D,log(&), —  w)  4-  û)|]. 
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En  établissant  diverses  relations  entre  les  fonctions  o),  a>i,  il  parvient 
à  construire  des  équations  diflerentielles  ayant  des  intégrales  de  la 
forme  indiquée,  et  dont  l'intégration  se  ramène,  par  suite,  à  de 
simples  quadratures. 

Datidop  (A.-L).  —  Jtemarquesur  les  fonctions  abéliennes.  (i  o  p.) 
Démonstration  de  ce  théorème  :  Si  Ton  pose 

9(j:)  =  ( j:  —  a»)  (j:  —  a,). . .(  j:  —  a,), 


on  a 


U*  ■-(-:-) 


) 
du 

y/^uj 


pour  des  contours  d'intégration  quelconques. 

Vo3i  Betee  (E.-I.).  —  Sur  l'intégration  aux  différences  finies 
des  fractions  rationnelles  au  mojren  des  fonctions  algébriques, 
quand  elle  est  possible,  (1"  Partie^  64  p.) 

L*auteur  commence  par  analyser  un  important  travail  de  M.  Bou- 
iiiakofskv,  publié  en  i835  dans  les  Mémoires  de  l'yicadémie  de 
Saint-Pétersbourg,  et  ayant  pour  but  dV'lablîr,  dans  Tapplication 
Ju  calcul  inverse  des  diOérences  iinies  aux  fractions  rationnelles,  des 
I  aractères  d^intégrabilité  par  les  fonctions  algébriques,  analogues  à 
ceuv  qui  ont  été  obtenus  par  MM.  Liouville  et  Ostrogradsky  pour 
les  intégrales  ordinaires  de  ces  mêmes  fractions.  En  désignant  par 

rj  une  fraction  donnée,  M.  Bouniakofsky  a  fait  voir  que,  si  Tinté- 

N 

grale  §  ~  peut  s*établir  algébriquement,  elle  ne  peut  être  que  de  la 

forme  ^  H-  C,  ^  étant  une  autre  fraction  rationnelle.  En  suppo* 

&ant  que  le  numérateur  de  la  fraction  irréductible  rr  soit  de  degré 

moindre  que  son  dénominateur,  on  démontre  que  le  degré  du  numéra- 

X      . 

teur  de  Tautre  fraction  irréductible  ^  doit  être  inférieur  au  moins 
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d'une  unité  au  degré  de  son  dénominateur.  On  en  conclut  facilement  : 
i*'  que  rintégrale  ne  peut  être  algébrique,  lorsque  le  degré  du  nu- 
mérateur de  la  fraction  à  intégrer  n'est  inférieur  que  d'une  unité 
seulement  au  degré  du  dénominateur;  tP  que,  dès  que  le  dénomina- 
teur Y  est  connu,  on  n'a  qu'à  prendre  pour  X  une  fonction  entière 
de  degré  moindre  que  Y,  et  dont  on  cherchera  ensuite  à  déterminer 
les  coefficients. 

Pour  la  détermination  des  fonctions  X  et  Y,  M.  Bouniakofsky  a 
employé  deux  méthodes,  l'une  particulière,  l'autre  générale.  Dans 
la  méthode  particulière,  applicable  seulement  au  cas  où  M  est  de 
degré  pair,  on  prend  pour  Y  une  fonction  entière  de  degré  deux  fois 
moindre,  et  l'on  pose  l'égalité  M  =  Y  Y',  Y'  étant  ce  que  devient  Y, 
lorsqu'on  y  remplace  x  par  j:  4- 1 ,  si  l'on  prend  pour  unité  la  dif- 
férence constante  de  la  variable  indépendante.  On  obtient  ainsi  Y 
par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  en  résolvant  un  sys- 
tème d'équations  algébriques  du  second  degré. 

La  seconde  méthode  est  fondée  principalement  sur  la  recherche 
de  tous  les  diviseurs  possibles  du  carré  du  dénominateur  M,  qui 
sont  du  même  degré  que  ce  dénominateur  lui-même,  et  dont  les 
coefficients  dépendent  rationneUement  de  ceux  du  carré.  On  porte 
successivement  tous  ces  diviseurs  à  la  place  de  R  dans  l'égalité 

Y^_R 
Y  ~^M' 

et  l'on  conserve  seulement  ceux  qui  correspondent  à  une  détermi- 
nation possible  de  Y.  Si  l'on  trouve  ainsi  plusieurs  valeurs  pour  Y, 
on  les  substitue  tour  à  tour  dans  l'équation  qui  sert  à  trouver  X,  et 
Ton  retient  finalement  celle  d'entre  elles  qui  peut  servir  au  calcul 
de  X. 

Le  remarquable  travail  de  M.  Bouniakofsky,  écrit  en  langue 
russe,  est  resté  inconnu  à  tous  les  auteurs  qui  ont  écrit  depuis  sur 
le  calcul  des  différences  finies,  et  qui  se  sont  tous  bornés  à  considé- 
rer le  cas  où  le  dénominateur  M  est  le  produit  de  facteurs  formant 
une  progression  arithmétique.  Mais  ce  travail  présentant  quelques 
difficultés  aux  commençants,  à  cause  de  Tusage  que  Fauteur  y  fait 
des  parties  élevées  de  l'Algèbre,  et  étant  d'ailleurs  susceptible  de 
diverses  simplifications,  M.  von  Beyer  a  repris  ces  recherches  par 
une  voie  plus  élémentaire.  Il  a  résolu  le  problème  de  l'intégration 
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d'une  fraclion  rationncUc  sous  forme  algébrique,  lorsqu'il  est  pos- 
sible, par  deux  mëtbodes  difTérentes,  dont  la  première  consiste 
dans  la  détermination  immédiate  du  dénominateur  et  du  numéra* 
tcur  de  Tint^rale;  la  seconde,  dans  la  recherche  de  deux  fonctions, 
Tane  divisible  par  X,  l'autre  par  Y,  et  dont  le  rapport  fait  connaître 

X 

la  fraction  77  •  C'est  cette  seconde  méthode  qui  fait  l'objet  du  pré* 

sent  écrit,  l'auteur  réservant  l'exposition  de  la  première  pour  un 
antre  I^Iémoire. 

Seconde  Partie. 

Weiicberg  (J.-L).  —  Reinarques  sur  la  disposition  et  la  forme 
des  continents  et  des  îles.  (i4  pO 

LiOL'BiMOF  (N.-A.).  —  Les  illusions  d'optique,  (8  p.) 

Zi^GER  (V.-I.).  —  Sur  un  théorème  fondamental  de  Géométrie 
supérieure.  (i4  p.) 

11  s'a^t  du  théorème  sur  le  rapport  anharmonique  d'un  faisceau 
dt.*  quatre  droites. 

Lebedef  (D.-N.).  —  Leçon  d'introduction  du  cours  de  Méca- 
nique à  l' Unii^ersité de  Moscou.  (i4  p.) 

Lapchihe  (V.).  —  Profondeur  des  eaux  de  la  mer  Noire,  et 
remarques  sur  la  disposition  du  bathomètre.  (17  p.,  2  pi.) 

Delari  E  (D.).  —  Quelques  mots  sur  le  système  d'exposition  des 
Mathématiques  pures.  (i3  p.) 

Hertz  (K.).  —  Sur  les  formules  fondamentales  de  la  Trigono- 
métrie spliérique.  (2p.) 

Davidof  (A.-L).  —  L'unification  des  mesures   et  des   poids. 
(14  p.) 
Sloudsky  (F. -A.).  —  Tliéorie  des  poids  et  de  la  pesée.  (i3  p.) 

ScBiAPAHELLi.  —  Lettre  au  P.  Secchi  sui'  le  moui^ement  et  l'ori- 
gine probable  des  étoiles  météoriques.  (2  articles^  61  p.)  (Traduc- 
tion d'un  article  du  Bullettino  meteorologico  dell'  Ossen^atorio 
del  CoUegio  Romano,  t.  V.) 

Solution  de  problèmes  posés  dans  le  Tonné  précédent  du  Jour- 
nal, [ii^.) 

Bull,  det  Sciemces  mathèm.  et  astron.,  I.  111.  (Mars  1873.)  6 
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i .  Démontrer  que,  pour  x  ]>  i^ 

liai 

= 1 1 -1 — 

2.  Trouver  la  valeur  de  v(x-f-a4)  (x-i- Ot}.,.  (x  +  a.)  —  x 
pour  X  =  00  . 

3.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  trois  cercles  dont  chacun 
touche  les  deux  autres  et  deux  des  cotés  du  triangle. 

Sloudsky  (F.-A.).  —  Sur  les  propriétés  des  puissances  de  % 
et  de  3.  (4  pO 

Sur  jLi  soxxE  des  angles  d'un  triangle. 

Problèxes  à  résoudre. 

i ,  Trouver  deux  nombres  net  p{n<^p)  tels,  que 

I-i-a-f-3~...-f-/lni(ll-f-l)-f-(ll-*-2)-*-...-4-/>. 

2.  Démontrer  que 

slnr  XXX 


3=  COS--COS  — «COS-r 

a  a*  a' 


A.  P. 


ARCHTS'  DER  >LtTBEMATiK  TXD  Phtsk.  Herausgegcben  von  J.-A. 
Grcxert.  Greifswald  (*). 

T.  U,  i869(5iii>e). 

DosTOR  ^G.\  —  Relations  noui'elles  entre  les  tangentes  norma- 
les, sous-tangentes  et  sous-normales  des  courbes  en  gâterai,  avec 
application  aux  lignes  du  second  degré.  [6i  p.\  fr.) 

Au  lieu  Je  considérer  uniquement  les  longueurs  de  ces  lignes  ter- 
minées à  Taxe  des  x,  Tauteur  considère  en  même  temps  les  li- 
gnes analogues  terminées  à  Taxe  des  j*.  U  montre  qu'il  existe  entre 
ces  deux  systèmes  de  lignes  des  relations  remarqaahle&,  qui  oondui- 
sent  à  de  nouvelles  propriétés  des  courbes  en  général,  et  en  particu- 
lier des  courbes  du  second  degré. 

DosTOi  ^G.^.  —  Calcul  des  raj-ons  des  deux  eerdes  qui  fou- 
chent  trois  cercles  tangents  deux  à  deux.  ^^3  p.  ;  fr.) 

.*;  V«tr  Ja£tfcût,  t.  1.  p.  locv 
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LiifBXAH  (C.-F.).  —  Démonstration  sjrnthétique  d'un  théorème 
énoncé  dans  l'édition  des  Éléments  d'EucIide  de  MM.  Betti  et 
Brioschi,  (a  p-  )  lat.) 

Un  cercle  étant  circonscrit  à  un  triangle  équilatéral  ABC,  et  P 
étant  un  point  quelconque  d*un  cercle  concentrique  au  premier,  la 
somme  PA*  -h  PB*  4-  PC*  est  constante. 

y 

SiMEEiLà  (W.  ).  —  Les  triangles  rationnels,  (45  p.  ;  ail.) 
Recherche,  par  des  procédés  élémentaires,  des  triangles  dont  les 
cùiés,  la  surface,  les  tangentes  des  angles,  etc.,  sont  exprimés  par 
des  nombres  rationnels.  Le  Mémoire  est  terminé  par  une  Table  de 
tous  les  triangles  rationnels  dont  les  côtés  ne  surpassent  pas  loo. 

EMSMÂnrN  (H.)-  —  Coordonnées  du  centre  de  grav^ité  d'un  qua- 
driLitcre  quelconque,  et  constructions  qui  s'en  déduisent  pour  ce 
point,  comparées  à  celle  du  centre  de  granité  du  trapèze.  (6  p.  ^ 
aU.) 

Li?iDMAN  (C.-F.).  —  Problème  de  Géométrie.  (6  p.  \  lat.) 
Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  partage  un  triangle 
donné  en  deux  parties  équivalentes. 

HocuHEiH  (Ad.).  —  Sur  une  courbe  de  réfraction.  (4  P-  ^  ail.) 
Lieu  des  intersections,  après  la  réfraction,  de  deux  rayons  partis 

d'un  nicme  point,  lorsque  Tindice  de  réfraction  varie  d'une  manière 

continue. 

Gru^ert  (J.-A.).  —  Théorie  du  planimètre  polaire,  dév^elop- 
pée  d'une  manière  élémentaire  et  rigoureuse.  (36  p.  ^  ail.) 

L'auteur  s'occupe  dans  ce  travail  de  Tingénieux  et  utile  instru- 
ment inventé  par  J.  Amslcr,  pour  déterminer  mécaniquement  les 
aires,  les  moments  statiques  et  les  moments  d'inertie  des  figures 
planes  ('). 

Grixert  (J.-A.).  —  Tliéorie  analytique  générale  de  la  fonc- 
tion n  'x)^  triangles  et  quadrilatères  idéaux.  (76  p.-,  ail.) 

Dans  une  surface  de  courbure  constante  négative,  si  l'on  consi- 
dère une  ligne  géodésique  L  et  un  point  P  de  la  surface,  situé  à  une 


(•)  Vebrr  die  meehanische  Bestimmung  des  Plàcheninhales,  der  statUehen  Momente 
«W  der  Tràgkeitsmomente  ebetter  Figuren^  imbesondere  ûber  einem  neuen  Pianimetery 
vos  Jacos  Amsur,  Profeator  am  Gymoiftimn  in  SchainiAoïen.  Schafiuiiten,  i856. 

6. 
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distance  géodésiquc  p  de  cette  ligne,  la  ligne  géodésique  menée  par 
P  et  rencontrant  L  à  Tinfini  fera  avec  la  direction  de  p  un  anglc^ 

qui  est  une  fonction  du  rapport  V»  A*  étant  une  constante  dépen- 
dant de  la  courbure  de  la  surface.  Lobatchefsky,  en  traitant  le  plan 
comme  cas  particulier  des  surfaces  à  courbure  constante  non  posi- 
tive, et  en  le  considérant,  par  suite,  indépendamment  de  Taxiome 
XI  d'Euclide,  a  désigné  cet  angle  de  parallélisme  par  la  notation 

n  (^  j  (^),  et,  par  des  considérations  purement  géométriques,  il  a 

trouvé  que  la  fonction  H  (.r)  est  déterminée  par  une  quelconque  des 
relations 

sinnfjr)^::^ 7—i     lang-  TLix)—  e-',  etc. 

'       cosho:  °2         ' 

M.  Grunert  développe,  en  faisant  usage  de  la  notation  de  Loba- 
tchcfsky,  la  Trigonométrie  des  surfaces  à  courbure  constante  néga- 
tive, ou  surfaces  pseudospliériques^  d'après  la  dénomination  intro- 
duite par  M.  Beltrami. 

Spitzer(S.).  —  Inlégration  de  l'équation  aux  différentielles 
partielles 

fin  »  flm-\-n  2 

m  et  n  étant  des  entiers  positifs,  e^  Fi  (j^),  Fj  (j- ),...,  F„  (i)  des 
fondions  quelconques  dejr.  [y  p.^  ail.) 

T.  LU,  1871. 

Spitzeh  (S.).  —  IVote  sur  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles. (i5  p.;  ail.) 

Intégration  de  Téquation  différentielle  linéaire 

dx'~^  ^' 
et  d'autres  équations  qui  s'en  déduisent  par  différentiation.  L'inlé- 


(*)  UoBhlJl   HavOAa    FeOMempiu,  i836.—  GeometrUcke  Untenuehungen  zur 
Théorie  der  ParalleUnîen^  iSjo.  {y oit  Bulletin,  t.  I,  p.  337.) 
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grale  de  cette  équation  pouvant  s'exprimer  soit  à  Taide  d'une  inté- 
grale définie  double,  soit  à  l'aide  de  deux  intégrales  définies  simples, 
on  en  déduit  pour  les  intégrales  des  équations  dérivées  deux  séries 
d'expressions  correspondantes. 

Spitzer  (S.).  —  Intégration  des  équations  différentielles.  (8p.; 
ail.) 

En  partant  de  l'intégrale  particulière  j^=  e***,  on  en  déduit  une 
suite  d'équations  difTércntieUes  linéaires,  dont  l'auteur  exprime  les 
intégrales  générales  au  moyen  d'intégrales  définies  doubles. 

Bretschkeider  (C.-A.).  —  Sur  le  calcul  du  trapèze  au  moyen 
de  ses  côtés.  (  i  p.  5  ail.) 

H0CBHE131  (Ad.).  —  Sur  le  cinquième  point  remarquable.  (i4  P»j 
ail.) 

C'est  le  point  de  rencontre  des  droites  qui  joignent  chaque  sommet 
d*un  triangle  au  point  de  contact  du  côté  opposé  avec  le  cercle  ex- 
inscrit  correspondant.  Etude  des  propriétés  de  ce  point  et  des  lieux 
géométriques  auxquels  il  donne  naissance. 

Seeling  (P.). —  Sur  la  résolution  de  l'équation  x* —  \j^  =1  di  i 
en  nombres  entiers,  A  devant  être  positif  et  non  carré.  (10  p.  ;  ail.) 

Celte  Note  est  suivie  d'une  Table  de  tous  les  nombres  A  jusqu'à 
7000  dont  les  racines  carrées,  développées  en  fractions  continues, 
donnent  des  périodes  d'un  nombre  impair  de  termes,  et  qui,  par 
suite^  rendent  résoluble  l'équation  x* — Aj'*  =  —  i. 

NippERT  (P.).  —  Tliéorème  de  Géométrie.  (6  p.  ;  ail.) 

La  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent  tous  les  sommets 

d'un  polygone  régulier  à  un  point  quelconque  d'une  circonférence 

concentrique  à  ce  polygone  est  constante. 

Albrich  (C).  —  Sur  les  podaires.  (6  p.  \  ail.) 

Fasbejîder.  —  Les  angles  que  les  lignes  de  grav^ité  du  triangle 
forment  entre  elles,  (a  p.;  fr.) 

Gherakdi  (S.)  (trad.  par  Max.  Ccbtze.).  —  Contributions  à 
l'histoire  de  la  Faculté  mathématique  de  l'ancienne  Université 
de  Bologne.  (i4o  p.  ;  ail.) 

L*extréme  rareté  des  exemplaires  de  l'original  italien  de  ce  Mé- 
moire, publié  à  Bologne  en  1846,  est  cause  que  les  géomètres  firan- 


86  BULLETIN  DES  SCIENCES 

• 

çais  et  allemands,  qui  se  sont  occupés  dans  ces  derniers  temps  de 
rhistoire  des  Mathématiques,  n*ont  pu  profiter  des  importantes  rec- 
tifications qu'il  apporte  sur  certains  points,  encore  mal  connus,  tels 
que  l'histoire  de  la  découverte  de  la  résolution  du  troisième  degré, 
celle  des  rapports  de  Copernic  avec  son  maître,  Domenico  Maria 
Novara  da  Ferrara,  etc. 

MiTTELACHER  (C).  —  TJiéorie  du  quadrilatère  elliptique  com" 
plet,  et  ses  applications,  (34  p-  ^  ail.) 

L'auteur  entend  par  là  un  système  de  lignes  déterminé  par  deux 
directions  arbitraires  et  par  leurs  conjuguées  relativement  à  une  el- 
lipse donnée. 

FuoRTES  (T.).  —  Démonstration   du  théorème  de  Géométrie 
connu  sous  le  nom  de  théorème  de  Fermât.  (3  p.  ^  ail.). 
Extrait  du  Giornale  di  Matematiche,  t.  VU. 

CoLLiNs  (M.).  —  Démonstration  de  ce  théorème,  que  les  milieux 
des  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  sont  en  ligne 

droite.  (4  P-î  ^t^'O 

Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et 
naturelles  de  Bordeaux,  t.  VT. 

Grunert  (J.-A.).  —  Distance  du  centre  de  grav^ité  d'un  trian- 
gle au  centre  du  cercle  inscrit.  (3  p.  ^  ail.) 

Fasbender.  —  Le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  à  un  quadri- 
latère circonscriptible  donné.  (i  p.  ;  fr.) 

Unferdinger  (Fr.). — Remarques  sur  quelques  passages  du 
Compendium  der  hohcren  Analysis  de  M.  Schlômilch.  (4  p.  ;  ail.) 

Versluys  (J.).  —  Discussion  complète  d' un  système  d^ équations 
linéaires.  (21  p.  5  fr.). 

L'aut(»ur  discute,  au  moyen  des  déterminants,  les  divers  cas  d'in- 
compatibilité et  d'indétermination  d'un  système  de  n  équations  à  n 
inconnues. 

Versluys  (J.).  —  Discussion  de  l'équation  du  second  degré  en 
coordonnées  planaires.  (16  p.^fr.) 

Étant  donnée  une  équation  homogène  du  second  degré  entre 
quatre  variables,  considérées  comme  des  coordonnées  planaires,  dé- 
terminer l'espèce  de  la  surface  représentée  par  cette  équation. 
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STKiHHÀiTsn  (A.).  —  «Sur  la  détermination  de  la  somme  des  an- 
gles des  polygones  plans.  (  1 6  p.  ^  ail .) 

Il  s'agit  ici  des  polygones  pris  dans  le  sens  le  plus  gênerai,  et  pré- 
sentant des  points  de  croisement  ou  des  points  doubles. 

Obulbâr.  —  Construction  des  axes  d'une  ellipse  quelconque, 
dont  on  donne  deux  diamètres  conjugues,  (3  p.  ^  ail.) 

Pei.z  (C).  —  La  projection  centrale  et  la  projection  parallèle 
des  surfaces  du  second  degré  sur  le  plan  dune  section  circulaire. 
(18  p.  ;  ail.}. 

On  sait  que  les  foyers  d'une  section  plane  d'un  cône  droit  sont 
déterminés  par  les  points  de  contact  des  deux  sphères  tangentes  au 
cune  et  au  plan  de  la  section.  Ce  théorème  conduit  à  une  construc- 
tion directe  des  foyers  du  contour  d'une  surface  du  second  degré, 
projetée  centralement  ou  parallèlement  sur  le  plan  d'une  de  ses  sec- 
tions circulaires. 

Gboert  (J.-A.).  —  Sur  l'équation  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  et  sur  les  équations  des  quatre  cercles  tangents  au  trian- 
gle,  en  coordonnées  trilinéaires .  (  28  p.  5  ail.) 

Ri  MP  ^F.-H.).  —  Sur  deux  théorèmes  de  Trigonométrie.  (^  P-  î 
ail.} 

UNFEmniHGEm  (Fr.).  —  Sur  la  détermination  d'une  courbe  au 
moyen  d'une  propriété  de  sa  tangente,  (3  p.  ;  ail.) 

Spitzce  (S.\  —  Représentation  de  la  fonction  j=x^é^*^  oà  X 
désigne  une  constante  différente  de  zéro,  et  n  un  entier  nul  ou 
positif  sous  la  forme  j=  S  [  A^e*'].  (3  p.  -,  ail.) 

Cette  transformation  se  tire  de  l'égalité 

e^'=s-.,^   /  e     '        '     du. 

y' 2  7:    •/— » 

Spitzer  (S.)  —  Représentation  de  la  fonction  j' =  x^ e"* ^  où  a 
désigne  une  constante  différente  de  zéro,  etnun  entier  nul  ou  po- 
sitif sous  la  forme  y  ^=z  s  [A^e*'].  (a  p.  ;  ail.) 

Autre  manière  d  obtenir  la  transformation  précédente. 

Bretschkeider  (C.-A.).  —  Moyen  simple  de  calculer  les  angles 
d'un  triangle  plan  ou  sphérique  au  moyen  de  ses  côtés. 
En  calculant^  comme  auxiliaire,  le  rayon  du  cercle  inscrit. 
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Vekslitts  (J.).  —  Discussion  de  quelques  théorèmes  et  problèmes 
de  Géométrie  analjrtique.  (48  p.  ;  fr.) 

I  ®  Condition  qui  exprime  qu'une  droite  passe  par  le  pôle  d'une 
autre  droite  par  rapport  à  une  conique  dont  l'équation  est  donnée 
en  coordonnées  trilinéaires  ;  problèmes  analogues  pour  d'autres  sys- 
tèmes de  coordonnées,  et  applications  de  ces  problèmes.  Tous  les 
résultats  sont  donnés  sous  la  forme  de  déterminants,  et  la  plupart 
sont  obtenus  à  l'aide  des  propriétés  des  déterminants. 

a?  Discussion  des  paires  de  droites  qui  passent  par  les  points 
d'intersection  d'une  conique  et  d'une  paire  de  droites,  avec  les  pro- 
blèmes analogues  dans  d'autres  systèmes  de  coordonnées. 

i^  Application  de  ce  qui  précède  à  la  discussion  des  quatre  points 
d'intersection  et  des  tangentes  communes  de  deux  coniques. 

4°  Application  d'une  notation  de  Salmon  aux  coordonnées  tan- 
genticlles  et  aux  coordonnées  quadriplanaires. 

Pfeil  (L.  von).  —  Refraction  de  la  lumière  dans  l'atmosphère 
des  planètes.  (23  p.;  ail.) 

L'auteur  applique  ses  considérations  aux  passages  de  Vénus. 

KuLP.  — Recherches  expérimentales  sur  le  magnétisme,  (i  "Par- 
tic.)  (lo  p.-,  ail.) 

HocHHEiM  (Ad.).  — Problème d' optique.  (36  p.;  ail.) 
Étant  donnés  deux  milieux  transparents,  avec  le  rapport  de  leurs 
indices  de  réfraction,  on  prend  dans  chaque  milieu  un  point,  et  l'on 
suppose  que  l'un  de  ces  points  émette  des  rayons  lumineux.  On 
demande  de  déterminer  en  quel  endroit  un  de  ces  rayons  doit  ren- 
contrer la  surface  de  séparation  des  deux  milieux  pour  que,  après 
s'être  réfracté,  il  aille  passer  par  l'autre  point  donné. 

Gkuxert  (J.-A.).  —  Sur  une  méthode  graphique  pour  détermi- 
ner le  centre  de  gravité  d'un  quadrilatère  quelconque,  (3  p.  \  ail.) 


JOURJN  AL  UE  RLkTHÉMATiQLEs  puBES  ET  APPLIQUÉES,  publié  par 
J.  LiouviLLE.  (2*  série,  t.  XVI,  1871)  (*). 

Jordan  (C).  —  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  algc^ 
briques  les  unes  par  les  autres.  (20  p.) 

(*)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  91,  et  t.  II,  p.  33. 
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Voici  les  principaux  résultats  des  recherches  exposées  dans  le 
Mémoire  de  M.  Jordan  : 


I.  —  La  recherche  des  groupes  résolubles  les  plus 
généraua:  se  ramène  immédiatement  à  celle  des  groupes  résolu- 
bles primitifs  et  indécomposables  les  plus  généraux. 

Théorème  n.  —  Ces  derniers  groupes  ont  pour  degré  a"*,  m 
étant  entier,  etyLun  div^iseur  de  l'un  des  facteurs  de  composition  q 
ie  l'une  des  équations  auxiliaires  dont  les  conditions  du  problème 
font  dépendre  les  équations  cherchées, 

Siiiït-Veicajît  (de).  —  Rapport  fait  à  l'Académie  des  Sciences 
sur  un  Mémoire  de  M.  6oussi]nesq^  présenté  le  ig  av^ril  1869,  ^^^^ 
additions  du  29  novembre,  et  relatif  à  la  théorie  des  ondes  liqui- 
des périodiques.  (10  p.) 

La  formation  et  la  propagation  des  ondes  à  la  surface  des  eaux, 
ainsi  que  dans  Tintérieur  de  leurs  masses,  ont  occupé  de  tous  temps 
les  physiciens  et  les  géomètres.  L'auteur  du  Mémoire  s'est  proposé 
dVtudicr  un  phénomène  qui,  malgré  quelques  analogies,  est  essen- 
tifUemcnt  différent,  et  dont  les  lois  sont  plus  simples.  Il  considère 
UDc  masse  finie,  où  il  suppose  qu'un  ébranlement  périodique  est 
produit  dans  un  espace  limité,  soit  en  tous  sens,  soit  dans  un  ou 
deux  sens  5  et  il  détermine  les  mouvements ,  nécessairement  de 
même  période,  qui  en  résultent  dans  tout  le  reste  de  la  masse,  spé- 
cialement aux  points  situés  au  delà  d'une  certaine  distance  de  ceux 
où  l'ébranlement  a  été  provoqué.  M.  de  Saint-Venant  termine  en 
CCS  termes  son  rapport  : 

«  Vos  commissaires  pensent,  en  résumé,  que  M.  Boussinesq  a 
traité  à  un  nouveau  point  de  vue,  et  d'une  manière  aussi  exacte  que 
féconde,  le  problènic  intéressant  des  ondes  liquides  ^  qu'il  a  mon- 
tré, dans  son  Mémoire,  un  remarquable  esprit  d'invention  secondé 
constamment  par  l'habileté  analytique,  et  ils  vous  proposent  d'or- 
donner l'impression  de  ce  travail  dans  le  Recueildes  Savants  étran- 
gers. » 

Boctcrr  (J.).  —  Théorie  mathématique  des  machines  à  air 
cW.  (94  p.) 

M.  Bourgel  s'est  proposé  de  traiter  la  partie  théorique  des  ma- 
dùnes  à  gaz  chaufTés  \  le  travail  actuel  ne  fait  que  résumer  les  idées 
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que  M.  Bourget  avait  déjà  développées,  en  iSSy,  dans  divers  Mé- 
moires présentés  à  T Académie  des  Sciences.  [Comptes  rendus^ 
t.  XLV,  p.  'j^i  et  1069^  année  iSSy.) 

Dans  la  première  Partie,  comprenant  les  notions  préliminaires 
et  les  lois  sur  les  gaz  permanents,  Tauteur  montre  que  la  loi  de 
transformation  entre  le  travail  et  le  calorique  est  implicitement 
contenue  dans  celles  de  Mariotte,  de  Gay-Lussac  et  de  Dulong.  Sa 
démonstration,  très-simple  et  très-élémentaire,  aurait  sa  place  toute 
naturelle  dans  l'enseignement  secondaire  et  préparerait  parfaite- 
ment les  esprits  des  élèves  aux  raisonnements  et  aux  conceptions 
de  la  Thermodynamique. 

La  sEcoiiDE  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  la  théorie  des 
machines  atmosphériques;  la  troisième,  à  celle  des  machines  à  air 
comprimé  ;  la  quatrième  partie  renferme  des  applications  numé^ 
riques. 

Les  conclusions  de  ce  travail,  fort  importantes  au  point  de  vue  de 
la  pratique,  sont  bien  mises  en  relief  par  la  traduction  en  nombres 
des  formules  générales.  Les  calculs,  d'ailleurs  fort  simples,  sont 
disposés  avec  le  plus  grand  soin  et  rendent  très-facile  la  lecture  de 
ce  Mémoire,  qui  peut  être  une  excellente  préparation  à  l'étude  des 
méthodes  plus  générales,  mais  beaucoup  plus  délicates,  à  l'aide 
desquelles  on  aborde  la  théorie  des  machines  thermiques. 

Une  Note  additionnelle  renferme  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Toutes  les  machines  parfaites,  ayant  pour  cycle 
un  quadrilatère  curv^iligne  formé  de  deux  courbes  isoihemùques 
et  de  deux  ordonnées  quelconques,  ont  même  rendement. 

Théorème  II.  —  Une  machine  correspondante  à  un  cycle  fermé 
quelconque  a  un  rendement  inférieur  à  celui  d'une  machine  par^ 
faite  fonctionnant  entre  les  mêmes  températures, 

BoussiHESQ  (  J.).  —  Etude  nouvelle  sur  l'équilibre  et  le  mouve^ 
ment  des  corps  solides  élastiques  dont  certaines  dimensions  sont 
très-petites  par  rapport  à  d'autres,  (i3o  p.) 

M.  Boussincsq  s'est  proposé  d'établir  rigoureusement,  en  parlant 
des  formules  de  la  théorie  de  l'élasticité,  les  équations  générales  de 
l'équilibre  et  du  mouvement  des  tiges  et  des  plaques  très-minces. 
Passant  en  revue  les  travaux  de  Poisson,  Cauchy,  Kirchhoff,  Ger- 
hind,  etc.,  il  montre  que  certaines  hypothèses  relatives,  soit  aui 
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contours,  soit  &  l'action  des  fibres  les  unes  sur  les  autres,  sont  ou 
fausses  ou  incomplètement  établies;  et,  à  des  méthodes  qui  lais- 
saient subsister  le  doute  ou  l'incertitude,  il  substitue  une  analyse 
pfnérale,  directe  et  rigoureuse,  qui  a  Tavantage  de  bien  préciser 
ces  questions  délicates. 

n  serait  impossible  d'analyser  sérieusement  en  quelques  lignes 
ce  ^lémoire  très-considérable*,  nous  devrons  nous  contenter  de 
donner  l'indication  des  questions  qui  y  sont  abordées. 

Premier  Mémoire.  —  Des  tiges. 

Historique  de  la  question. 

S  I.   Rappel  des  équations  générales  de  l'élasticité. 

S  II.  Formules  des  forces  élastiques  pour  diverses  espèces  de 
milieux. 

%  m.  Etude  d'une  tige  de  très-petite  section.  Considérations  pré- 
liminaires. 

J  IV.  Détermination  de  Ni,  N|,  T^. 

S  V.  Détermination  de  N,,  T„  T,. 

$  VI.  Forme  de  la  tige  après  les  déplacements. 

S  VU.  Théorie  de  Kirchhoff. 

$  Vm.  Décomposition  de  l'action  totale  exercée  sur  un  tronçon 
de  la  tige  en  six  actions  élémentaires,  qui  produisent  respective- 
ment une  extension  ou  une  contraction,  deux  flexions  égales,  deux 
flexions  inégales  et  une  torsion. 

S  IX.  Lois  générales  de  la  torsion.  Rapports  du  problème  de  la 
torsion  avec  celui  de  l'écoulement  régulier  d'un  liquide  dans  un 
lobe  rectiligne  et  de  section  constante,  mouillé  par  ce  liquide. 

5  X.  Sections  planes  pour  lesquelles  les  intégrations  relatives  i 
la  torsion  et  à  la  flexion  inégale  ont  pu  être  eflectuécs. 

S  XI.  Exemples  divers  d'équilibre  et  de  mouvement  d'une  tige 
rectiligne  dont  les  déformations  totales  sont  très-petites. 

Sscoim  Mémoire.  —  Des  plaques  planes. 

Historique  de  la  question. 

S  I.  Préliminaires. 

S  II*  Équations  indéfinies. 

S  in.  Conditions  spéciales  aux  contours  des  plaques. 


i 
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Jordan  (C).  —  Théorèmes  sur  les  groupes  primitifs.  (26  p.) 
On  ne  connaît  encore  qu'un  petit  nombre  des  propriétés  géué- 
'  raies  des  groupes  primitifs  ;  et,  comme  c'est  dans  la  recherche  de 
ces  groupes  que  se  concentrent  les  principales  difficultés  de  k 
théorie  des  substitutioas ,  les  généralisations  que  M.  Jordan  fait 
connaître  dans  ce  Mémoire  ont  donc  un  véritable  intérêt.  Voici  1» 
énoncés  des  théorèmes  qu'il  démontre  : 

Théorème  I.  —  Si  un  groupe  G,  primitif  et  de  degré  n,  con* 
tient  un  groupe  F  dont  les  substitutions  ne  déplacent  que  p  lettres 
et  les  permutent  transitiv^ement  [p  étant  un  entier  quelconque),  il 
•  sera  au  moins  {n — p  —  2y-i-3)  fois  primitif,  q  étant  le  plus  grand 
div^iseur  de  p  tel,  que  l'on  puisse  répartir  les  lettres  deV  de  deux 
manières  différentes  en  systèmes  de  q  lettres  jouissant  de  la  pro^ 
priété  que  chaque  substitution  de  T  remplace  les  lettres  de  chaque 
système  par  celles  d'un  même  système. 

Si  aucun  des  div^iseurs  de  p  ne  jouit  de  cette  propriété  [ce  quà 
arriv^era  notamment  si  T  est  primitif,  ou  formé  des  puissances 
d'une  seule  substitution  circulaire),  G  sera  [n  — p  -f- 1  )fois  transitif. 

Théorème  II.  —  Soit  Â  une  substitution  quelconque,  déplaçant 
N  lettres.  Un  groupe  primitif  G,  contenant  la  substitution  A,  sera 
nécessairement  symétrique  ou  alterné,  dès  que  son  degré  attein- 
dra  une  certaine  limite  A. 

Théorème  m.  —  Soit  A  une  substitution  d'ordre  premier  p  d 
contenant  deux  cycles.  Tout  groupe  primitif  G,  contenant  la  sulh 
stitution  A,  sera  symétrique  ou  alterné  dès  que  son  degré  déptu- 

sera  —  —  i .  L.  P. 
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COMPTEES  RENDUS  hebdomadaires  de  l'Académie  des  Sciehces^ 
publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (*). 

T.  LXXUI. 

N<>  23.  Saice  do  4  déceibre  1871. 

Cbâsles.  —   Tliéorèmes  relatifs  aux  axes  harmoniques  da 
courbes  géométriques. 

(*)  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  ag. 
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Secchi  (Le  p.).  —  Sur  un  nouveau  moyen  de  mesurer  les  hau- 
teurs des  protubérances  solaires. 

Secchi  (Le  P.).  —  «Sur  la  température  solaire. 

Le  VEm&iE&.  —  «Sur  l'apparition  d'étoiles  filantes  du  mois  de 
novembre. 

TaEscÂ.  —  «Sur  le  rabotage  des  métaux. 

Resâl  (H.) .  —  Recherches  sur  le  calcul  des  volants  des  machines 
à  détente  et  à  condensation. 

ScHxiDT  (J.).  —  Etoiles  filantes  de  novembre,  observées  à 
Athènes. 

Jordan  (C*)*  —  ^^^  les  sommes  de  Gauss  à  plusieurs  variables . 

Uu  géomètre  allemand,  M.  Weber,  a  consacré,  dans  le  Journal 
de  Borchardt,  t.  LXXTX^,  1871,  p.  14)  un  Mémoire  au  calcul  de 
l'expression 

oà  f  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  en  5i,  .r,,...,  5^. 
M.  Jordan  traite  cette  même  question  plus  simplement,  et,  dans 
sa  \ote,  qui  comprend  trois  pages,  ramène,  comme  M.  Webcr,  le 
c^cul  de  cette  expression  à  celui  d'une  expression  analogue,  dans 
laquelle  la  fonction  y*  ne  renferme  plus  que  (/? —  i)  variables. 

MicxAc  (de).  —  «Su/'  la  détermination,  au  moyen  des  chrono- 
mètres,  des  différences  de  longitude  de  points  éloignés, 

y^  24.  Séuce  do  11  déceibre  1871. 

BoLssiifESQ  (J.).  —  Sur  une  propriété  remarquable  des  points 
où  1<'S  lignes  de  plus  grande  pente  d'une  surface  ont  leurs  plans 
osculateurs  verticaux ,^  et  sur  la  différence  qui  existe  générale- 
ment,  à  la  surface  de  la  terre,  entre  les  lignes  de  faite  ou  de 
Aalwf'g  et  celles  le  long  desquelles  la  pente  du  sol  est  un  mi- 
nimum. 

Les  points  en  question  jouissent  de  la  pi*opriété  d'être,  sur  chaque 
lipie  de  niveau,  ceux  où  la  pente  de  la  surface,  généralement  varia- 
bit*  le  long  d'une  telle  ligne,  devient  maximum  ou  minimum. 
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Tastes  (de).  —  Note  sur  un  propulseur. 

Barthélémy.  —  Etude  des  vibrations  communiquées  au  mer^ 
cure  et  aux  liquides  en  général. 
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Boudin.  —  Cours  de  Technologie,  professé  à  l'Ecole  spéciale  du 
Génie  civil  et  des  Arts  et  Manufactures  de  Gand.  1867- 1868.  ~^ 
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Lambert.  —  Eléments  de  Géométrie.  1"  Partie  :  Géométrie  plane. 

—  a*  Partie  :  Géométrie  solide.  —  In-8®,  Namur,  Wesmael- 
Charlier. 

Lefranq.  —  Cours  de  Mathématiques  en  quatre  années  d'études, 
i'* année  :  Arithmétique.  — Saint-Nicolas,  typogr.  E^om.  In-ia. 

Mousson.  —  Die  Physik  auf  Grundiage  der  Erfahrung.  i.  Bd.  : 
AUgemeine  undMolekular-Physik. —  In-8^,  Zurich,  1871 . 6'',55. 
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appareil  photographique  de  poche.  —  In-S*',  Anvers,  Van  Mol. 
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Gtldéh  {ly  Hugo)  (*).  —  Untersuchungen  ûber  die  Constitua 
tUm>  der  jitmasphâre  und  die  Strahlenbrechung  in  derselben. 
^  Deux  Mémoires  in-4^,  82-58  p.  Saint-Pétersbourg,  1866  et  1868. 
[Mémoires  de  V Académie  impériale  des  Sciences  de  Saint-Pé- 
tenbourg,  t.  X  et  XII.) 

Bien  qu'une  autre  Revue  scientifique  (  Vierteljahrsschrift  der 
Jstronomischen  Gesellschaft ,  Leipzig,  1867  ^^  1870)  ait  déjà 
dooné  une  analyse  assez  détaillée  de  ce  travail,  nous  ne  croyons  pas 
is^erflu  d'y  appeler  encore  l'attention  des  lecteurs  de  ce  Bulletin, 
en  même  temps  que  nous  allons  signaler  quelques  autres  recherches 
il  jeune  savant  finlandais. 

Dans  le  premier  Mémoire,  l'auteur  cherche  d'abord  à  établir  la 

loi  suivant  laquelle  la  température  de  Tair  diminue  quand  on  s'é- 

Im  verticalement  au-dessus  de  la  surface  terrestre*  Cette  diminu- 

ik»,  étant  due  principalement  à  l'échaufTement  plus  intense  des 

couches  infmeures  de  l'air  par  le  Soleil,  peut  varier  suivant  les  sai- 

MDS  et  les  heures.  Elle  est,  en  général,  plus  rapide  pendant  Tété 

tpt  dans  l'hiver,  plus  rapide  le  jour  que  la  nuit.  Dans  l'équation 

(fà  exprime  la  loi  de  cette  diminution,  il  faut  donc  distinguer  deux 

puties  :  l'une  qui  est  indépendante  du  temps,  l'autre  variable  sui- 

nntdes  périodes  annuelles  ou  journalières.  Pour  la  première  partie 

oa  peut  toujours  admettre  une  série  de  la  forme 

i-h  mt  a 


i-t-m/t 


oà  i  est  la  hauteur  au-dessus  de  la  Terre  de  la  oouche  que  l'on  consi- 
dire,  comptée  sur  le  rayon  de  la  même  couche,  t  et  t^  les  tcmpé- 
ntnres  de  l'air  a  la  hauteur  s  et  près  de  la  Terre,  et  m  le  coefficient 
^  diktation  de  l'air.  Pour  déterminer  les  constantes  |3,  7, . . . ,  Tau- 
tenr  examine  plusieurs  séries  d'observations  météorologiques  faites 
sor  les  Alpes  ou  pendant  des  voyages  aériens.  En  se  bornant  aux 
^premiers  termes  du  développement,  il  trouve  pour  ^  des  va- 

(')  hÉtnmomm  à  rObtervatoira  da  Poulkora,  à  présent  Dinetonr  da  TObienratoire 
*>>>«io«iqM  d»  StodL]M>liii. 

M.  igt  SdmcÊt  mmiàém.  H  mtirom.^  t.  III.  (AttU  187s.)  ^ 
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leurs  assez  concordantes,  dont  la  moyenne  est 

P  =  I26. 

Quant  à  /,  les  yaleurs  obtenues  par  différentes  observations  Tarient 
entre  i58o  et  4o4o;  sans  s'écarter  de  ces  limites,  on  pourra  d<mc 
poser 

y  =  i(3'  =  3969, 
ce  qui  conduit  i  la  formule  «impie 


=  (.-!,.)■, 


On  peut  considérer  celle-ci  comme  cas  particulier  de  la  formule  plus 

générale 

x  =  (i-iP')". 

et  elle  tient  à  peu  près  le  milieu  entre  les  formules  qui  s'en  dé- 
duisent en  faisant  n  =  i  et7t  =  oo,et  dont  la  première  correspond 
à  la  supposition  souvent  admise  d'une  diminution  uniforme  de  la 
température.  La  valeur  7t  =  a  adoptée  ci-dessus  correspond,  au 
contraire,  à  une  diminution  décroissante,  qui  est,  en  effet,  plus 
conforme  aux  observations. 

Pour  tenir  compte  des  variations  annuelles  de  la  loi  thermique^  * 
l'auteur  substitue  ensuite,  au  lieu  de  |3,  un  coefficient  périodique  de 
la  forme  ^[l'hi)^  on  i  est  une  quantité  variable  avec  les  saisons. 
Les  valeurs  de  i  pour  chaque  mois  sont  déduites  des  observations 
faites  eu  Suisse  sous  la  direction  de  M.  Plantamour,  pendant  les 
années  i856-i86i.  Le  minimum,  î  =  —  o,i  55,  a  lieu  vers  le 
i**"  janvier,  le  maximum,  î  =  +  o,i55,  vers  le  i*""  juin. 

La  loi  de  la  température  est  encore  affectée  d'une  inégalité  jour- 
nalière, qui  a  cela  de  remarquable,  qu'elle  peut  être  très-senaible 
près  de  la  Terre,  mais  qu'elle  s'éteint  rapidement  lorsque  s  aug- 
mente.  C'est  pourquoi  il  convient  de  la  représenter  par  un  ou  plu-  - 
sieurs  termes  de  la  forme 


te'". 


où  e  varie  avec  l'heure  du  jour,  ou  plutôt  avec  la  différence  1^  —  T^ 
entre  la  température  vraie  et  moyenne  (du  jour)  observée  à  la  sur- 


i 
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face  de  la  Terre,  tu  se  bornant  à  un  seul  terme  de  cette  espèce  et 
faisant  e  =  m  (t«  —  T»),  l'auteur  fait  quelques  tentatives  pour  dé- 
terminer l'exposant  x.  Les  résultats,  très-divergents  entre  eux,  ne 
prouvent  qu'une  chose,  c'est  que  x  est  un  nombre  considérable, 
mais  difficile  &  fixer  dans  l'état  actuel  de  la  Météorologie.  La  déter- 
mination qui  mérite  le  plus  de  confiance  est  celle  qui  résulte  des  ob- 
servations aéronautiques  de  M.  Glaisher,  et  qui  donne,  en  moyenne, 

x  =  i35oo. 

En  général,  les  voyages  aériens  ofirent  le  meilleur  moyen  d'étu* 
dier  la  loi  suivant  laquelle  la  température  de  l'air  dépend  de  la  hau- 
teur, pourvu  qu'on  puisse  toujours  déterminer  exactement  la  posi- 
tion du  ballon.  Â  cet  cfiet,  Fauteur  propose  des  mesures  trigono- 
mélriques  prises  simultanément  de  plusieurs  endroits.  La  hauteur 
du  ballon  étant  ainsi  connue,  indépendamment  des  observations  ba- 
rométriques, on  pourrait  mettre  celles-ci  à  profit  pour  étudier  direc- 
tement la  pression  de  l'air,  et  Ton  gagnerait  ainsi  un  élément  nou- 
veau et  important  pour  la  recherche  de  la  constitution  de  l'atmo- 
sphère. 

Après  avoir  ainsi  établi  la  loi  générale  de  la  diminution  de  la 
température,  l'auteur  procède  à  Tévaluation  de  la  réfraction  astro- 
nomique. Nous  ne  le  suivrons  point  dans  les  détails  de  ce  calcul, 
qui  est  nécessairement  im  peu  laborieux  5  nous  dirons  seulement 
que  la  solution  du  problème  dépend  essentiellement  d'une  intégrale 
de  la  forme 


û().,y;)--.   /       (l-:-.v)V    '■/</>•, 


à  l'étude  de  laquelle  un  chapitre  particulier  est  consacré.  Parmi  les 
méthodes  proposées  pom*  l'évaluation  d*une  telle  intégrale,  la  plus 
commode  est  celle  qui  repose  sur  l'emploi  de  certaines  expressions 
étudiées  par  Kramp,  et  connues  sous  le  nom  de  facultés,  La  forme 
sous  laquelle  la  réfraction,  ou  plutôt  son  logarithme,  est  présenté 
définitivement,  est  modelée  sm*  celle  de  Bessel^  seidement  elle  con- 
tient un  terme  nouveau  en  î  correspondant  aux  variations  annuelles 
de  la  température.  Les  variations  journalières  sont  négligées  par  la 
raison  que  leur  influence  sur  la  réfraction  astronomique  n'est  guère 
perceptible,  excepté  peut-être  dans  le  voisinage  de  l'horizon.  A  la 

7- 
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fin  l'auteur  donne  une  Table  de  réfraction  basée  sur  sa  nouvelle 
théorie. 

Dans  le  second  Mémoire,  M.  Gyldén  reprend,  sous  un  point  de  vue 
plus  général,  la  recherche  analytique  de  la  densité  de  l'air  et  de  la 
réfraction  dans  leur  rapport  avec  la  distribution  inégale  de  la  tem- 
pérature dans  l'atmosphère  en  sens  vertical.  Cette  fois  il  consei^e, 
pour  exprimer  la  loi  normale  de  la  température,  la  formule  générale 

tandis  que  les  inégalités  périodiques  sont  représentées  par  des 
termes  de  la  forme 

où  X  est  une  constante  ^o,  nun  nombre  entier  positif  qui  peut  être 
nul,  et  y]  une  fonction  du  temps.  Cela  posé,  il  s'agit  de  résoudre  le 
problème  suivant  :  Etant  donnée  une  inégalité  thermique  de  la 
forme  ci-dessus,  trouv^er  son  influence  sur  la  densité  de  l'air  ainsi 
que  sur  la  réfraction.  En  négligeant  d'abord  la  tension  de  la  vapeur 
d'eau  contenue  dans  l'air,  le  rapport  des  densités  p,  p«,  à  une  hau- 
teur quelconque  5  et  à  la  surface  de  la  Terre,  s'exprime  par  l'équa- 
tion 

I  -4-  mt 


où  a  est  le  rayon  terrestre,  /  une  constante  et  y  = 

Partant  de  cette  formule,  l'auteur  détermine  les  corrections 
qu'elle  doit  subir,  soit  par  suite  des  termes  périodiques  ajoutés  k 
l'expression  moyenne  de  ;(,  soit  pour  l'humidité  de  l'air.  (L'auteur 
parait  admettre  que  Tcfiet  de  l'humidité  consiste  uniquement  à  mo- 
difier le  rapport  entre  la  densité  et  la  pression  de  l'air,  mais  que  la 
présence  des  vapeurs  d'eau  dans  l'atmosphère  n'a  pas  d'autre  in- 
fluence sur  le  pouvoir  réfringent  de  l'air  atmosphérique.)  En  effec- 
tuant toutes  les  réductions,  il  trouve  que  le  rapport  ^  peut  s'expri- 
mer par  une  suite  de  termes  compris  dans  la  forme  générale 
€s^e'^.  Cette  suite  étant  substituée  dans  l'équation  différentielle  de 
la  réfraction,  la  solution  de  celle-ci  s'obtient  au  moyen  d'un  déve- 
loppement en  série  double,  dont  les  coefficients  successifs  renferment 
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les  diffSrenles  Taleun  d'une  fonction 

•  •• 

_• . 

qne  Frateur  a  désignée  par  i^  et  dont  il  examine  les  propriétés  essem 
UeDes.  Les  valeurs  numériques  de  cette  fonction  pour  différentes 
Tileors  de  i  et  de  k  sont  calculées  dans  trois  hypothèses  différentes 
sur  la  cpiantité  t).  Du  reste,  il  serait  entièrement  superflu  de  con- 
struire dès  à  présent  une  nouvelle  Table  de  réfraction  sur  la  théorie 
dnsi  généralisée,  parce  que  Thypothèse  particulière  sur  laquelle 
était  fondée  la  première  Table  de  l'auteur  ne  saurait  guère  être 
mnj^acée,  pour  le  moment,  par  une  autre  hypothèse  plus  accep- 
table. 

La  dernière  partie  du  travail  est  consacrée  à  une  recherche  ap- 
profondie de  la  réfraction  terrestre.  La  formule  de  Lindhagen  est 
établie  de  nouveau,  mais  seulement  comme  expression  d'une  loi 
moyenne  qui  a  besoin  d'être  corrigée  pour  des  inégalités  périodiques 
ou  accidentelles.  Le  moyen  d'en  tenir  compte  est  indique  en  termes 
généraux. 

Tabulœ  refractionum  in  uswn  speculœ  Pulcouensis  congestœ, 
Petropoli,  1870,  39  p.  in-4®. 

C'est  une  Table  très-étendue,  calculée  sous  la  direction  de  M.  O. 
Siruve  d'après  les  formules  calculées  par  M.  Gyldén  sur  la  constitu- 
tion de  l'atmosphère.  Seulement  les  valeurs  des  constantes  ont  reçu 
de  petites  corrections  déduites  des  observations  de  IVDL  Pcters  et 
Fuss.  A  la  formule  de  Bessel 

log.  réfr.  =  a  -h  log. langz  4-  A(  B  +  T)  -f-  Xy, 

on  a  ajouté  un  terme  périodique  —  bi.  Les  valeurs  de  fx  -+-  log  tangz 
sont  calculées  de  minute  en  minute^  celles  de  i  sont  données  pour 
diaqne  mois. 

Gtldéic  (D'Hugo).  —  Ueber  eine  Méthode,  dieStorungen  eines 
Cometen  vermittelst  rasch  coni^ergirenderAusdrûcke  darzustellen . 
—  [Bulletin  de  l'Académie  impériale  des  Sciences  de  Saint-Pé^ 
tersbourg,  1869,  p.  i95-a3i,in-4^.) 

Pour  faciliter  le  calcul  des  perturbations  qu'éprouvent  les  co- 


•  ••. 
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mèti^f  JVI.  Hansen  a  imaginé,  on  le  sait,  un  nouvean  principe,  qQ*il 
apjiïàLlè  principe  de  partition,  et  qui  revient  à  considérer  les  coor- 
iùofiées  d'une  comète  dans  différentes  parties  dé  son  orbite  comme 
foii'ctions  de  différentes  variables.  La  variable  ainsi  choisie  pour  un 
'yitervalle  plus  ou  moins  restreint  est  appelée  anomalie  partielle, 
!/*lja  distance  A  entre  la  comète  et  la  planète  perturbatrice  devient  ilort 
•!/-*  •  fonction  de  cette  anomalie  cd,  et  d'une  quantité  c^,  qui  est  constante 
dans  un  même  intervalle,  mais  qui  varie  d'un  intervalle  à  l'antre. 
Cette  quantité  n'est  autre  chose  que  l'anomalie  moyenne  de  la  pla- 
nète perturbatrice  à  l'époque  correspondante  au  commencement  de 
Tintervalle  que  l'on  considère.  En  développant  une  puissance  néga- 
tive quelconque  de  A  en  série  trigonométrique,  suivant  les  sinus  et 
cosinus  des  multiples  de  l'arc  co,  les  coefficients  forment  d'autres  sé- 
ries procédant  suivant  les  multiples  de  l'arc  c'^  et  l'on  peut  toujours, 
en  choisissant  convenablement  le  nombre  et  la  position  des  points 
de  partition,  augmenter  à  volonté  la  convergence  d'un  pareil  déve- 
loppement. Or,  M.  Gyldén  a  trouvé  un  autre  moyen  qui  rend  sou- 
vent superflu  l'emploi  d'une  partition  répétée  :  c'est  de  r^arder 
l'anomalie  moyenne  de  la  planète  comme  l'amplitude  elliptique  d'une 
nouvelle  variable  y^.  Par  des  transformations  convenables,  la  ques- 
tion principale  est  concentrée  sur  le  développement  des  puissances 
négatives  d'un  binôme  de  la  forme  i  -î-ycos  (c'-l-  F),  oùfet  F  sont 
des  quantités  indépendantes  du  temps.  En  substituant  les  valeurs 

■ 

i;V-hF)  =  am?^iX»    (mod.  Ar), 


il  vient 


I  +/cos(c'-^  F)  =  (i  n-/)  ^Aam  ~  ix)'^ 


où  K  signifie  l'intégrale  complète  de  première  espèce.  Il  s'agit  dès 
lors  de  développer  une  expression  de  la  forme 


(Aami^ix) 


en  série  trigonométrique  suivant  les  multiples  de  l'arc  x*  M.  Gyldén 
indique  le  moyen  d'effectuer  ce  développement,  et  il  £ùt  voir  que 
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b  série  ainsi  obtenue  est  en  général  bien  plus  convergente  que  celle 
ipx  procède  suivant  les  multiples  de  Targumcnt  primitif  c^  Pour 
édaircir  par  un  exemple  l'application  de  la  méthode,  il  eiTcctuè  une 
partie  du  calcul  relatif  aux  perturbations  que  la  comète  d'Elncke 
éprouve  de  la  part  de  Jupiter* 

Nous  croyons  que  ce  travail  renferme  le  germe  d'un  véritable 
progrès  de  la  théorie  des  perturbations,  et  qu'il  mérite  par  cela  l'at- 
tention des  astronomes. 

• 

Gtldéh  (D*  Hugo.).  — Studien  aus  dem  Gebiete  der  Stôrungs- 
théorie.  I.  Entwicklung  einiger  Verbindungen  elliptischer  Func- 
tionen.  —  Saint-Pétersbourg,  1871,  i3i  p.  in-4**«  {^Mémoires  de 
V Académie  impériale  des  Sciences,  t.  X^^[,  nP  10.) 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  aborde  les  questions  analytiques  aux- 
quelles donne  lieu  l'introduction  des  fonctions  elliptiques  dans  la 
théorie  des  perturbations.  11  y  traite  d'abord  du  développement  des 

puissances    entières  et   positives   de  sinam  —  x,   cosam — or, 

A  am  —  X  en  séries  trigonométriques  suivant  les  multiples  de  l'arcx, 

et  il  donne  des  règles  pour  former  les  coefficients  d'une  telle  série, 
soit  par  des  équations  récurrentes,  soit  par  des  intégrales  définies. 
n  passe  ensuite  au  développement  de  certains  produits  des  fonctions 
elliptiques  simples.  Enfin  il  étudie  les  propriétés  et  les  développe- 
ments des  fonctions  sinnamu  et  cosTiamu.  C'est  un  travail  consi- 
dérable qui  a  certainement  exigé  beaucoup  d'habileté  et  de  persévé- 


Gtldéh  (ly  Hugo).  —  Recherches  sur  la  rotation  de  la  Terre. 
Upsal,  1871,  21  p.  in-4^.  (Mémoires  de  la  Société  royale  des 
Sciences  d' Upsal. 

L'auteur  étudie,  sous  le  point  de  vue  analytique,  l'efTct  que  les 
changements  des  moments  principaux  d'inertie  résultant  d'une  ré- 
partition modifiée  des  masses  intérieures  pourraient  avoir  sur  la  ro- 
tation de  la  Terre  et  sur  la  direction  de  son  axe,  dans  le  cas  où  ces 
changements  sont  très-petits. 

L.  LnrDBLÔF. 
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A'1'11  DELL*  AccÂDEMU  PoNTiFicii  DE*  NuoYi  Luf CEI,  compilati  dal 
Segretario*  Roma,  tipografia  délie  Scienze  matematiche  e  fisi- 
che  (*). 

T.XXIV,  1871. 

Secchi  (A.).  —  Progrès  des  connaissances  solaires  obtenus  à 
l'occasion  de  V éclipse  de  Soleil  du  22  décembre  1870.  (i5p.) 

Secchi  (A.).  —  Sur  une  nouv^elle  méthode spectroscopique.  (3 p.) 

Secchi  (A.).  —  Recherches  solaires.  (7  p.) 

ToRTOLini  (B.).  —  Sur  la  théorie  de  certaines  courbes  podaires, 
(20  p.) 

L'auteur  s'occupe  dans  ce  Mémoire  de  deux  sortes  de  courbes  dé- 
rivées  d'une  courbe  donnée.  L'une  de  ces  courbes,  lieu  des  projec- 
tions d'un  point  fixe  sur  les  tangentes  à  la  courbe  donnée,  est  la 
podaire,  ou,  suivant  la  dénomination  proposée  par  W.  Roberts,  la 
dérii^ée  positii^e  de  la  courbe  donnée.  L'autre,  enveloppe  des  per- 
pendiculaires aux  extrémités  des  rayons  vecteurs  menés  d'un  point 
fixe,  est  la  dériv^ée  négatis^e.  L'auteur  étudie  particulièrement  les 
courbes  des  deux  espèces,  dérivées  de  l'ellipse. 

AzzARELLi  (M.).  —  Résolution  des  équations  du  3'  et  du  4'  de^ 

gré  au  moyen  de  la  substitution  linéaire  x=— •  (8p.) 

«/ 

Cette  substitution,  qui  fait  la  base  de  la  méthode  inventée  par 
Tartaglia  pour  la  résolution  des  équations  du  3*  degré,  s'étend  aussi, 
comme  Ta  fait  voir  M.  Tortolini  [Annali  délie  Scienze  materna" 
tiche^  i855),  aux  équations  du  4*  degré.  L'objet  de  cette  Note  est 
de  montrer  que  la  résolution  des  équations  tant  du  3*  que  du  4* 
degré  est  possible  par  Temploi  d'une  même  substitution. 

Secchi  (A.).  —  Sur  les  protubérances  solaires  et  les  focales, 
(12  p.) 
Avec  une  planche  coloriée. 

AzzARELLi  (M.).  —  Traité  élémentaire  des  fonctions  hyperbo- 
liques.  (26  p.) 

(*)  Voir  BuUetin,  t.  II.  p.  19. 
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Sucau  (A.).  —  Sur  la  couronne  solaire  visible  dans  l* éclipse. 
(lap.) 

ToiToi.iifi  (B.).  —  Recherches  analytiques  sur  l'intersection 
i'm  ellipsoïde  avec  un  cjrUndre  elliptique.  (9  p.) 
Êtade  de  la  courbe  par  les  deux  équations 

x*     y* acz  — if*      x^      r' 

L'aire  déterminée  par  cette  courbe  sur  l'ellipsoïde  s'évalue  au 
fflojen  des  intégrales  elliptiques. 

RscKAHi  (Fr.).  — Démonstration  rationnelle  de  l'isochronisme 
du  pendule.  (3  p.) 

Secchi  (A.).  —  Sur  la  distribution  des  protubérances  sur  le 
disque  solaire,  (a*  article.)  (21  p.) 

Dans  ce  Mémoire  et  dans  le  précédent,  l'auteur  établit,  par  des 
obsenrations  faites  pendant  trois  rotations,  consécutives  du  Soleil, 
cpe  dans  la  distribution  des  protubérances  il  existe  un  second 
maximum,  k  la  distance  de  ao  ou  3o  degrés  des  pôles.  Le  Mémoire 
est  accompagné  de  tableaux  donnant  les  positions,  les  hauteurs  et 
les  largeurs  des  protubérances. 

Secchi  (A.).  —  Rapport  de  la  Commission  pour  la  mesure  du 
méridien  central  européen  dans  les  Etats  Pontificaux.  (27  p.) 

AuAiELLi  (M.).  —  Sur  le  mouv^ement  des JI aides,  (pp.) 
Lorsque,  dans  les  équations  connues  du  mouvement  d'un  fluide 
incompressible  (*),  on  suppose  que  Hdx -f-  Yrf^-+-  Zrfz  est  une  dif- 
feenlielle  exacte,  l'auteur  montre  que  udz-\-  i^rf^-H  wdz  est  au^si 
une  diiïercntielle  exacte.  Il  traite  ensuite  le  cas  du  mouvement  d'un 
fluide  par  couches  parallèles  à  la  direction  du  mouvement,  et  en 
pvticalier  le  cas  où  le  fluide  est  compris  entre  deux  parois  planes 
««wcrgentes. 

Pkotxhzali  (F.-S).  —  Recherches  sur  les  machines  électriques 
à  influence.  (3  p.) 

(')  Voir  UtMAMïïLt  Cours  de  Méeamqué,  t.  Il,  p.  384. 
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ÂSTOln  (O,).  —  jRecherches  acousdco^musicales  sur  le  $ofUh 
mètre  tempéré.  (6p.) 

Secchi  ( a.)  . —  Sur  la  distribution  des  protubérances  autour  ië 
disque  solaire.  IZ*  article.)  (  29  p«,  i  pi.) 

L'auteur  expose  les  résultats  auxquels  U  est  parvenu  relatiTemjenl 
à  la  circulation  de  Tatmosphère  solaire  et  à  la  classification  dei 
protubérances.  Il  propose  l'hypothèse  d'un  mouvement  de  l'atmo* 
sphère  solaire,  dirigé  de  Téquateur  au  pôle  dans  les  régions  supé 
rieures,  et  du  pôle  à  l'équateiM*  dans  les  régions  inférieures  inio 
cessibles  aux  observations.  Cette  hypothèse  résulte  du  fait  qoek 
régions  équatoriales  sont  plus  chaudes  que  les  régions  polaires.  Le 
protubérances  se  divisent  en  quatre  classes,  que  l'auteur  désigne  p^ 
les  noms  d'amas,  de  gerbes  (getti)^  de  panaches  et  de  nuées. 

ÂzzÀRELLi  (M.).  —  Sur  le  théorème  de  Fagnano  pour  chaam 
des  sections  coniques.  (28  p.)  * 

On  peut  déterminer  pour  l'hyperbole,  comme  Fagnano  Ta  fti 
pour  l'ellipse,  deux  arcs  dont  la  différence  est  rectifiable.  Si  Ail 
AM|  sont  deux  arcs  comptés  à  partir  du  sommet  de  Hiyperbole,  k 
coordonnées  du  point  M  étant  xr=  a  séctf^  y  r=zb  tangop,  et  celles  é 
point  Ml,  or,  =  aséc0,  j=  itangd,  et  si  les  arcs  f  et  0  sont  lil 
par  la  relation 

où  c'  =  a"  4-  i*,  il  existera,  entre  M  et  Mi ,  un  point  Mi,  correspoi 
dant  à  sîn*y  =  r ^j  et  tel  que  Ton  aura 

M,M,  —  M,M—  ^ (6-+-C). 

siiicpcosf 

Pour  la  parabole,  on  peut  déterminer  algébriquement  les  rdÉ 
tions  entre  les  coordonnées  de  trois  points  M,  Mt,  Mf,  tels  qjofê 
désignant  par  T,  Ti,  T,  les  points  de  rencontre  des  tangentes 
respondantes  avec  la  tangente  au  sommet  on  ait 

M,M~  MM,  =  M.T,  -h  M,T,  -  2MT. 


ri 
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DOMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'âcadéhie 

DIS  SCIXVCES. 

T.  Lxxm. 

N""  25.  Sface  di  18  iktAn  1871. 

Chasles.  —  Théorèmes  relatifs  aux  axes  harmoniques  des 
^oturbes  géométriques. 

Noos  résumerons  ici  les  communications  faites  par  M.  Chasles 
lepois  la  séance  du  27  novembre  1871. 

Les  théorèmes,  en  très-grand  nombre,  dont  M.  Chasles  donne 
les  énoncés,  se  démontrent  tous  par  le  principe  de  correspond 
;  ils  se  trouvent  classés  par  chapitres  et  paragraphes.  Dans 
ces  théorèmes,  entre  une  courbe  unicursale  U«^,  (courbe  dont 
es  points  se  déterminent  individuellement),  sur  laquelle  on  consi- 
1ère  deux  séries  de  points  a  et  a'  qui  se  correspondent  anharmoni- 
(piement. 

Chapitre  I.  —  On  a  deux  séries  de  points,  a,  a',  qui  se  cor r es- 
mondent  sur  Uw>  et  l'on  considère  les  axes  harmoniques  de  ces 
9oints  relatifs  à  une  courbe  U,^  ainsi  que  les  pôles  des  tangentes 
Ml  des  normales  de  \1^,  prises  pour  axes  harmoniques  de  V^. 

$  I.  Théorèmes  relatifs  aux  seuls  points  ou  tangentes  et  nor- 
males de  U^f. 

S  a.  Où  l'on  considère  la  courbe  enveloppe  des  axes  harmoniques 
les  points  de  U^f. 

$  3.  Théorèmes  où  interviennent  des  éléments  de  la  courbe  U«. 

J  4*  Axes  harmoniques  des  points  de  U^.,  en  relation  avec  d'au- 
tres éléments  de  cette  courbe,  points,  tangentes,  normales  ou 
coides  aor. 

J  5.  On  considère  les  pôles  des  tangentes,  normales  ou  cordes 
aOf  de  U^,  regardées  comme  axes  harmoniques. 

Chapitre  n.  —  On  considère  des  axes  harmoniques  ayant 
Imrs  pôles  sur  les  tangentes,    les  normales  ou  les  cordes  a  a 

Chapitre  m.  —  On  considère  les  axes  harmoniques  de  U«, 
auxquels  donnent  lieu  les  points  ou  autres  éléments  de  U^./,  tan- 
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gentesou  cordes  a  Ot,  en  relation  ai^ec  une  courbe  quelconque 

Oiapitre  IV.  —  On  considère  une  courbe  unicursale  U^f^  et 
une  courbe  quelconque  U.^  dont  les  éléments  donnent  lieu  4  des 
axes  harmoniques  relatifs  à  U^* 

Chapitre  V.  —  On  considère  les  axes  harmoniques  de  deux 
courbes  U»,  ^mf»  auxquels  donnent  lieu  les  éléments,  points,  tan' 
gentes,  normales,  cordes  a  ai  d'une  courbe  \}^  unicursale. 

Oiapitre  VI.  —  On  considère  une  courbe  unicursale  15^  don- 
nant  Heu  à  des  axes  harmoniques,  et  deux  courbes  quelconques 

Les  diverses  propriétés,  classées  sous  ces  chapitres  et  commnnî» 
quées  dans  les  séances  des  27  noYcmbre,  4  décembre  et  1 8  décembre, 
donnent  lieu  à  a4o  énoncés  environ. 

Resal.  —  Des  conditions  de  résistance  d'un  volant. 

HiToif  DE  LÀ  GoupiLLiÈRE.  —  Sur  la  transformation  du  potentiel 
par  rayons  vecteurs  réciproques. 

M.  Haton  énonce  le  théorème  général  suivant  :  ce  Si  l'on  divise 
par  la  puissance  (/i  +  i  )  du  rayon  vecteur  le  potentiel  relatif  a  une 
loi  d'attraction  suivant  la  puissance  n  de  la  distance,  le  résultat 
transformé  par  rayons  vecteurs  réciproques  est  le  potentiel  ppur  la 
même  loi  d'un  système  matériel  dérivé  du  précédent  çn  transpor- 
tant les  centres  suivant  la  règle  des  rayons  réciproques,  et  modifiant, 
en  outre,  les  masses  cUcs-mèmcs  dans  le  rapport  de  l'unité  à  la 
(n  4-  I  )**"•  puissance  de  leurs  anciennes  distances  au  pôle.  » 

HiLPHEif.  —  Sur  les  droites  qui  satisfont  à  des  conditions 
données. 

Le  théorème  principal  démontré  par  M*  Halphen  peut  s'énoncer 
en  ces  termes  :  «  Le  nombre  des  génératrices  rectilignes  d'une  sur- 
face réglée  qui  satisfont  à  une  seule  condition  est  égal  an  produit 
du  degré  de  la  surface  par  le  degré  de  la  condition.  » 

On  entend  par  degré  de  la  condition  le  nombre  fini  des  droites, 
satisfaisant  à  cette  condition,  qui  passent  par  un  point  donné  et 
sont  situées  dans  un  plan  contenant  ce  point. 
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N«  96.  Séan  k  U  ifacihre  1811. 

BuoscBi.  — -  Note  sur  l'équation  du  cinquième  degré. 

Fqbyixllb  (db).  —  Explication,  à  l'aide  de  la  théorie  des 
franges,  de  l'apparition  d'auréoles  lumineuses  obsen^ées  dans  les 
ascensions  aérostatiques. 

T.LXXIV,  187a.  (Janyier-Juin.) 
N*  I.  Um$  h  S  jttficr  1812. 

Oblâuvât.  —  Ifote  sur  les  mouvements  du  périgée  et  du  nœud 
delà  Lune. 

Le  moaYement  direct  du  périgée  de  la  Lune  et  le  mouyemcnt  ré- 
trograde du  nœud  ascendant  sont  dus  à  l'action  du  Soleil;  le  pre- 
mier calcul  qui  avait  été  fait  de  ces  deux  mouvements  avait  donné 
des  vitesses  égales  pour  ces  deux  mouvements,  tandis  que  Tobser- 
fation  assigne  au  premier  une  vitesse  au  moins  double  de  celle  du 
second. 

Mais  on  fit  disparaître  cette  contradiction  en  poussant  T approxi- 
mation plus  loin.  Comme  il  y  a  un  grand  intérêt  à  voir  comment  les 
Taleors  théoriques  des  moyens  mouvements  du  périgée  et  du  nœud 
de  la  Lune  concordent  de  plus  en  plus  avec  celles  que  fournissent 
les  observations,  à  mesure  qu'on  pousse  plus  loin  l'approximation 
du  calcul,  M.  Delaunay  a  entrepris  de  pousser  l'approximation 
jusqu'aux  termes  les  plus  importants  du  9*  ordre.  Réduisant  ses 
ibrmnles  en  nombres,  il  trouve 

Pour  le  mouvement  diurne  du  nœud.. . .     —  igo'^»  7454 
Pour  le  mouvement  diurne  du  périgée . .     +  4<'<'''»  94^5 . 

Ces  résultats  diffirent  à  peine  des  nombres 

—  190%  633,    4-4o*^o58 

que  fournissent,  pour  ces  deux  moyens  mouvements,  les  nombreuses 
observations  de  la  Lune  discutées  par  M.  Airy. 

Chislss.  —  Théorèmes  relatifs  aux  axes  harmoniques  des 
courbes  géométriques. 
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Ce  dernier  Chapitre  termine  la  série  des  propositions  énoncées 
dans  les  numéros  précédents  et  dont  il  a  été  déjà  parlé. 

Seccbi  (leP.).  —  Deuxième  Note  sur  la  température  solaire. 

Vicaire  (E.).  —  Sur  la  température  et  la  surface  solaire. 

Le  P.  Secchi,  dans  ses  dernières  Communications,  évalue  cette 
température  à  looooooo  de  degrés  au  moins;  M.  Spôrer  l'avait 
portée  à  27000,  et  Pouillet  avait  déjà  trouvé  des  valeurs  comprises 
entre  i46i  et  1761  degrés.  M.  Vicaire  énonce  la  conclusion  sui- 
vante :  «  La  température  solaire  est  entièrement  comparable  a  celle 
de  nos  flammes.  »  Et  il  pense  qu'on  ne  s'avancerait  pas  beaucoup 
en  affirmant  qu'elle  est  inférieure  à  3ooo  degrés.  MM.  Faye, 
H.  Sainte-Claire  Devillc,  Edmond  Becquerel,  Fizeau  émettent  des 
opinions  tout  à  fait  conformes  aux  conclusions  précédentes. 

DiDioN  (le  général).  —  Expression  du  rapport  de  la  circonfé^ 
rence  au  diamètre  et  nouvelle  fonction. 

Les  formules  retrouvées  par  le  général  Didion  ne  sont  pas  non- 
velles,  comme  le  fait  observer  M.  Catalan,  dans  une  Lettre  com- 
muniquée dans  la  séance  du  1 5  janvier  1872  \  elles  ont  été  données 
par  Euler. 

Halphei?.  —  Sur  les  droites  qui  satisfont  à  des  conditions 
données. 

M.  Halphen  démontre  la  proposition  suivante  : 

«  Le  nombre  de  droites  qui  satisfont  à  deux  conditions  doubles 
est  égal  au  produit  des  ordres  de  ces  conditions,  augmenté  du  pro- 
duit de  leurs  classes.  » 

L'ordre  d*mie  condition  double  est,  suivant  M.  Halphen,  le 
nombre  fini  de  droites  satisfaisant  à  la  condition  double,  situées 
dans  un  plan  donné,  et  la  classe  d'une  condition  est  le  nombre  de 
ces  droites  passant  par  im  point  donné. 

FoN VIELLE  (\V.  de).  —  ExpUcation  de  l'apparition  d'anneaux 
tÎ offrant  point  la  décomposition  clwomatique,  pendant  les  ascen- 
sions aérostatiques. 

NO  2.  Séaee  do  8  jwier  1872. 

RoLLJiifD  (E.).  —  Sur  les  effets  des  variations  du  trawiil  trans- 
mis par  les  machines  et  sur  les  moyens  de  les  régulariser» 
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BlàiTUi  mBRSRB. — Sur  le  mouvement  dés  projecHles  ohlùngs 
les  milieux  résistants;  explication  des  blessures  produites 
sur  les  eorps  animés  par  les  balles  oblongues  des  fusils  rayés. 

Jabsskr  .  —  Lettre  à  M.  le  Secrétaire  perpétuel, 
BL  Janssen,  tmrgé  par  l'Académie  de  l'observation  de  l'écIipse 
centrale  de  Soleil  du  i%  décembre  1871,  adresse  plusiem^  Lettres 
a  M.  le  Secrétaire  perpétuel  ;  une  d'elles,  datée  de  Sholoor-Neel- 
{berry,  la  décembre  1871,  10  heures  du  matin,  se  termine  ainsi  : 
«  Le  résultat  de  mes  observations  à  Sholoor  indique,  sans  aucun 
doute,  l'origine  solaire  de  la  G>uronne  et  l'existence  de  matières  au 
delà  de  la  cbromosphère.  » 

•  ■ 

N*  3.  «m»  k  IS  janier  1872. 

« 

Dbuluhat. —  /Variations  séculaires  des  moyens  mouvements  du 
périgée  et  du  nœud  de  la  Lune. 

M.  Delaunay  donne  pour  les  coefficients  de  £*,  dans  les  expres- 
sions des  longitudes  moyennes  du  périgée  et  du  nœud  de  la  Lune, 
les  valeurs  respectives 

-39^986,     -f- 6^,778. 

Fate.  —  Note  relative  aux  travaux  de  M.  Heis,  sur  les  étoiles 
filantes. 

BecQUEmBL  (E.).  —  Rapport  sur  différents  Mémoires  de  M.YI , 
DE  FoiffviBLLB  Concernant  des  projets  d'observations  à  effectuer 
dans  des  ascensions  aérostatiques. 

Resal  (H.\  —  Équations  du  mouvement  vibratoire  d'une  lame 
circulaire. 

Jassseii  .  —  Lettre  de  31.  Janssen  sur  les  conséquences  princi- 
pales qu'il  peut,  dès  aujourd'hui,  tirer  de  ses  observations  sur 
l'éclipsé  de  décembre  dernier. 

G.aie  Lettre  est  datée  de  Sholoor,  19  décembre  187 1 . 

Levt  (M.).  —  Sur  une  propriété  des  focales  des  surfaces. 

M.  Maurice  Levy  se  propose  de  démontrer  la  propriété  générale 
suivante  : 

Une  surface  quelconque  et  sa  focale  se  coupent  à  angle  droit 
m  tous  leurs  points  d'intersection . 
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La  focale  d'une  surÊEice  est  la  ligne  double  de  la  développable 
circonscrite  à  la  surface  et  au  cercle  imaginaire  de  Tinfini  \  elle  est 
aussi  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  nul»  doublement  tan- 
gentes à  la  surface  proposée. 

Càtaiait  (E.).  —  Sur  une  Communication  récente  de  M.  legé- 
néral  Droioir,  concernant  une  expression  du  rapport  de  la  cUrcon^ 
férence  au  diamètre. 

m 

GuTOT.  —  Sur  un  bolide  ohsen^é  à  Nancy^,  le  ao  décembre 

1871-. 

N^'  4.  Séaiee  di  22  juTier  1872. 

Fàye.  —  Sur  la  comète  d'Encke  et  les  phénomènes  queUe 
vient  de  présenter  à  sa  dernière  apparition, 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  les  protubérances  solaires.  (6*  Lettre.) 

Dubois  (E.).  —  Sur  le  gjroscope  marin. 

BoussiifESQ  (J.).  —  Z015  géométriques  de  la  distribution  des 
pressions,  dans  un  solide  homogène  et  ductile  soumis  à  des  dé» 
formations  planes. 

M.  de  Saint- Venant  avait  donné  les  équations  différentielles  de 
ce  problème  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus,  7  mars 
1870;  M.  Levy  est  parvenu  à  en  obtenir  des  intégrales  {Comptes 
rendus,  6  novembre  1871)  ^  dans  la  Note  actuelle,  M.  Boussinesq  en 
donne  une  solution  géométrique.  Voici  un  des  principaux  résultats 
qu*il  y  signale  :  <c  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
deux  systèmes  de  cylindres  orthogonaux  puissent  être  isostadqnes 
dans  un  corps  ductile  soumis  à  des  déformations  planes  est  que  ces 
cylindres,  convenablement  espacés,  découpent  un  plan  oormal  i 
leurs  génératrices  en  rectangles  élémentaires  tous  équivalents.  » 

Lamé  a  désigné  par  le  nom  à! isostatiques  les  surfaces  auxquelles 
ne  sont  appliquées  que  des  actions  normales. 

IlEnraT  (Prosper)'et  Henby  (Paul).  —  Sur  la  construction  des 
cartes  célestes  très-détaillées. 

Liais.  —  Sur  V analyse  spectrale  de  la  lumière  zodiacale  et  sur 
la  couronne  des  éclipses. 
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N*  5.  Siaice  di  29  juTÎer  1872. 

ScERET  (  J.-A.).  —  Mémoire  sur  le  pendule  de  Léon  Foucault. 
La  célèbre  expérience  de  Foucault,  qui  fut  annoncée  à  l'Acadé- 
mie le  3  février  i85i,  donna  lieu  à  un  grand  nombre  de  travaux. 
Après  avoir  fait  un  exposé  succinct  et  un  examen  critique  de  ces  di- 
îerses  recherches,  M.  Serret  conclut  en  ces  termes  : 

t  Je  suis  donc  fondé  à  dire  que  la  question  du  pendule  de  Fou- 
cinlt  attendait  une  véritable  solution,  et  j'ajoute  qu'une  telle  solu- 
tion ne  saurait  être  obtenue  qu'en  prenant  pour  point  de  départ  les 
intégrales  rigoureuses  des  équations  différentielles,  qui  se  rap- 
portent au  mouvement  du  pendule  conique  dans  le  cas  où  l'on  fait 
abstraction  de  la  rotation  de  la  Terre,  et  en  discutant  ensuite  les  alté- 
rations que  ces  intégrales  doivent  subir  quand  on  veut  passer  du  cas 
idéal,  dont  je  viens  de  parler,  au  cas  de  la  nature.  En  un  mot,  la 
Méthode  de  la  variation  des  arbitraires,  judicieusement  appli- 
<{oëc,  me  parait  être,  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse,  le  seul  moyen 
de  remplir  l'objet  qu'on  doit  se  proposer.  La  force  centrifuge  com- 
posée qui  nait  de  la  rotation  de  la  Terre  est  très-petite,  et  elle  peut 
être  regardée  comme  étant  du  genre  de  celles  qu'on  nonmie  pertur- 
batrices;  le  mouvement  du  pendule,  dans  le  cas  de  la  nature,  sera 
dès  lors  un  mou\^ement  troublé,  le  mouvement  non  troublé  étant 
cdui  qui  aurait  lieu  sans  la  rotation  de  la  Terre.  J'ai  reconnu  qu'en 
suTiiit  la  marche  que  je  viens  de  tracer  il  était  possible  d'obtenir 
tme  solution  aussi  simple  et  élégante  que  rigoureuse,  et  qui  ser- 
vira, je  l'espère,  i  faire  disparaître  les  incertitudes  qui  restent  en- 
core i  ce  sujet  dans  l'esprit  de  quelques  personnes.  C'est  cette  solu- 
tion que  j'ai  l'honneur  de  présenter  aujourd'hui  à  l'Académie.  i> 

Sbccbi  (le  P.).  —  Sur  la  température  solaire. 

Luis  (E.).  —  Sur  les  observations  méridiennes  absolues  dans 
^  hasses  latitudes  de  t  hémisphère  austral.  Disposition  nouvelle 
prise  à  l'Observatoire  impérial  de  Bio- Janeiro. 

Ledieu.  —  Objections  au  gyroscope  marin  proposé  par  M.  E. 
l^fibois  dans  la  séance  du  22  janvier. 

BouftsnTESQ  (  J.).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  aux  déri^ 
^  partielles  des  cylindres  isostatiques  produits  dans  un  solide 
^^gène  et  ductile. 
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Cette  Note  fait  suite  à  celle  dont  il  a  été  parlé  dans  la  séance 
précédente^  une  famille  f[x^y)  =  p  de  cylindriques  isostatiqucs 
est  définie  par  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  a*  ordre 

oupf  y,  r,  5,  f,  désignant  respectivement  les  dérivées -j2.,  --^,     -?, 

^  i  ^-  Après  avoir  pris  ;?  et  ^  comme  variables  indépendantes, 
au  lieu  de  x  çty^  et  en  avoir  conclu 

àts  âxs 

dp      "^        ôq 

xs  étant  une  certaine  fonction  de  /?  et  ^  ;  puis,  substituant  a  p  ci(j 
deux  autres  variables  indépendantes  A  et  a,  définies  par  les  rela- 
tions 

p  =  hcosa,     q  =  hs\na, 

M.  Boussincsq  se  trouve  conduit  à  Téquation  linéaire  et  intégrable 

CoRKu  et  Mercàdier.  —  Sur  les  intervalles  musicaux  mélo- 
diques. 

N"»  6.  Séance  du  5  féTrier  1872. 

DupuY  DE  LOME.  —  Résumé  de  la  Note  sur  l'aérostat  à  hélice, 
remise,  en  décembre  i8ji,  à  la  Commission  d'essai. 

Essai  de  l'aérostat  à  hélice. 

M.  Dupuy  de  Lôme  avait  été  chargé,  le  29  octobre  1870,  de 
faire  exécuter,  pour  le  compte  de  TEtat,  un  aérostat  dirigeable, 
conçu  conformément  aux  vues  qu'il  avait  exposées  à  ce  sujet  à 
r Académie  des  Sciences,  dans  les  séances  des  10  et  ly  du  même 
mois. 

La  première  Partie  de  la  Communication  actuelle  renferme  la 
description  de  l'aérostat,  du  filet,  gouvem'ail,  nacelle,  bélice,  sou- 
papes, etc.  ^  les  indications  sur  les  dimensions  principales  du  plan, 
d'exécution,  le  poids  du  ballon,  la  nature  de  l'étofic,  le  calcul  de» 
efforts  à  supporter,  etc. 
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La  seconde  Partie  est  le  rëcit  de  l'essai  fait  le  2  février  187a. 

On  doit  conclure  de  ces  expériences  que  les  travaux  de  M.  Dupuy 
de  L6me  ont  fait  faire  un  progrès  k  la  difficile  question  de  la  navi- 
gation aérienne* 

Resal  (H.).  —  Etude  des  effets  mécaniques  du  marteau  pilon 
américain. 

Mànsheim  (A.).  —  Généralisations  du  théorème  de  RIeusnier. 

L'enveloppe  des  plans  normaux  menés  de  tous  les  points  d'une 
courbe  est  la  surface  que  Mongc  a  appelée  surface  polaire;  M.  Mann- 
heim  appelle  deuxième  surface  polaire  d'une  courbe  l'enveloppe 
des  plans  normaux  à  la  première  surface  polaire  menés  suivant  les 
génératrices  de  cette  surface,  troisième  surface  polaire  la  surface 
polaire  de  celle-ci,  et  ainsi  de  suite.  JJaxe  de  courbure  d'une  dé- 
veloppable  est  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  normaux  à 
cette  surface,  menés  par  deux  de  ses  génératrices  infiniment  voi- 
sines. 

M.  Mannheim  donne  une  démonstration  géométrique  très-simple 
de  la  proposition  générale  suivante  : 

Lorsque  des  courbes  tracées  sur  une  surface  ont  entre  elles  un 
contact  du  n''*^  ordre,  leurs  {n  —  iy««"  polaires  ont  pour  axes 
de  courbure  des  droites  passant  par  un  même  point. 

Blasera  A  (PO-  —  'Sur  l'atmosphère  solaire, 

>LM.  Fron,  Salicis,  Laussedat,  Chapelas,  Cornu,  Prazmowski 
présentent  des  Communications  concernant  l'aurore  boréale  du 
4  février. 

N"»  7.  Sème  di  12  réirier  1872. 

Saiat-Venawt  (de).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Kleitz 
intitulé  :  Etudes  sur  les  forces  moléculaires  dans  les  liquides  eu 
mouvement,  et  application  à  l'Hydrodynamique. 

Le  Rapport  très-intéressant  de  M.  de  Saint- Venant  sur  le  Mé- 
moire de  M.  Kleitz  n'occupe  pas  moins  de  1 2  pages  des  Comptes 
rendus;  nous  ne  pouvons  qu'en  extraire  les  conclusions  princi- 
pales ; 

«  ....  Le  but  principal  du  grand  travail  de  M.  Kleitz  était 
d'établir  les   équations  générales  nouvelles  du  mouvement  des 

8. 
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liquides,  eu  égard  à  leurs  frottements  intérieurs,  ainsi  qu'aux  iné- 
galités de  pression  en  divers  sens  qui  en  sont  la  conséquence,  et, 
ensuite,  de  recherclier  des  systèmes  de  coordonnées  courbes  dont 
l'emploi  permette  d'intégrer  approximativement  ces  équations  dans 
un  certain  nombre  cas.  L'auteur  se  propose  plus  spécialement  de 
calculer  approximativement  les  circonstances  du  mouvement  per^ 
marient  non  uniforme  qui  s'établit  dans  les  canaux  découverts  et 
les  rivières. 

D  Navier,  comme  on  sait,  en  1822,  puis  Cauchy  et  Poisson,  en 
1828,  ont  donné  des  équations  générales  du  genre  de  celles  que 
recbercbe  l'auteur. 

D  Elles  s'appliquent  d'une  manière  tout  à  fait  satisfaisante  aux 
mouvements  extrêmement  lents^des  liquides  et  aussi  à  des  mouve- 
ments même  d'une  certaine  rapidité,  lorsqu'ils  sont  très-réguliers  et 
à  variations  bien  continues,  comme  le  prouvent  divers  faits,  notam- 
ment ceux  des  expériences  d'écoulement  dans  les  tubes  capillaires, 
de  feu  Poiseuille,  qui  ont  été  opérées  avec  des  vitesses  très-variées. 

»  Mais,  ainsi  que  Navier  déjà  le  reconnaissait,  les  mêmes  for- 
mules ne  peuvent  servir  aux  faits  des  cours  d'eau  ordinaires,  i 
moins,  conmieon  l'a  remarqué  depuis  lui,  que  l'on  n  y  fasse  varier, 
même  avec  les  dimensions  et  la  forme  des  sections  transversales, 
un  certain  coefficient  auquel  l'analyse  de  Navier  et  de  Poisson, 
applicable  aux  seuls  mouvements  réguliers,  attribue  une  valeur 
constante  pour  cbaque  fluide. 

D  Sous  le  profit  des  observations  ci-dessus,  le  grand  Mémoire  de 
M.  Kleitz,  sur  les  forces  moléculaires  dans  les  liquides,  a  un  mé- 
rite que  nous  sommes  heureux  de  reconnaître*  Dans  une  matière  si 
épineuse,  si  peu  explorée,  malgré  le  grand  nombre  de  recherches 
dont  elle  a  été  l'objet,  et  pour  laquelle  les  faits  constatés  ne  sont 
eux-mêmes  nombreux  qu'en  apparence,  des  questions  simplement 
soulevées  et  nettement  posées  ont  déjà  tme  valeur  très-réelle.  On  a 
vu  d'ailleurs  que  M.  Kleitz  a  mis  en  relief  plus  explicitement 
qu'il  n'avait  encore  été  fait  le  problème  principal  et  les  formules, 
avec  un  seul  coefficient  variable  et  inconnu,  où  sa  solution  devra 
être  cherchée;  qu'il  est  arrivé  à  plusieurs  théorèmes  igemarquables; 
qu'il  a  corroboré  des  principes  .non  encore  reçus  généralement; 
qu'il  a  perfectionné  l'établissement  de  l'équation  du  mouvement 
permanent  des  cours  d'eau,  etc. 
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M  Les  recherches,  ainsi  que  l'examen  qu'elles  provoquent,  avan- 
cent de  tonte  manière  la  question  et  montrent  sur  quoi  les  investi- 
gations devraient  porter. 

M  Son  travail  et  la  persévérance  avec  laquelle  il  l'a  poursuivi, 
malgré  les  difficultés  dont  le  sujet  est  hérissé,  sont  dignes  d'éloges. 
Nous  proposons  k  l'Académie  de  lui  en  donner  le  témoignage  et  de 
le  remercier  de  son  intéressante  Communication.  » 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 

Stbpbah  (E.).  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Ob- 
serv€iioire  de  Marseille. 

PAiCBOum  (de).  —  Sur  la  théorie  des  roues  hydrauliques  : 
théorie  de  la  roue  à  réaction. 

BouGAlBF.  —  Résolution  d'une  question  numérique. 
Si  Ht  (/i)  représente  le  nombre  des  entiers  qui  ne  surpassent 
pas  n  et  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  carré,  on  a 

H.(«»)-«-H.  (^)  +H.  (J)  +H.  (^)  +...  =  «. 

BocssiHVSQ  (J.).  —  Equations  aux  dérivées  partielles  des 
vitesses,  dans  un  solide  homogène  et  ductile  déformé  parallèle- 
ment à  un  plan. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  est  conduit  M.  Bous- 
sinesq  est  la  suivante  : 

àp\  -"dp'' 

p  et  pt  étant  les  paramètres  des  deux  cylindres  isostatiques  et  ortho- 
gonaux y(x,  y)  =  p,  /"(x,  j)  =  Pu  qui  se  coupent  au  point  { j:,  jr)  \ 
h  est  une  fonction  p  et  pi . 

CoMBEScuRE.  —  JVote  SUT  quclques  points  du  calcul  inverse  des 
différences. 

La  première  Note  a  pour  objet  la  détermination  d'une  fonction 
dont  on  se  donne  les  différences  finies  partielles  du  i*''  ordre. 

Dans  la  deuxième  Note,  M.  Combescure  indique  plusieurs  sim- 
plifications qu'on  apporte  à  la  méthode  suivie  par  Laplace  pour 
l'intégration  de  l'équation  aux  différences  mêlées  : 

dr%         dr 
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p,  ^,  m,  n  sont  des  fonctions  quelconques  de  X]yi  désigne  ce  que 
devient^  quand  on  y  écrit  a:  + 1  au  lieu  de  x. 

MAHifHEiH.  —  Détermination  de  la  liaison  géométrique  qvd 
existe  entre  les  éléments  de  la  courbure  des  deux  nappes  de  la 
surface  des  centres  de  courbure  principaux  d'une  surface  donnée. 

Voici  la  propriété  remarquable  énoncée  et  démontrée  par 
M.  Mannheim  : 

Désignons  par  (S  )  une  surface,  par  a  un  point  de  cette  surface  et 
Â  la  normale  de  ce  point.  Appelons  6  et  c  les  centres  de  courbure 
principaux  de  (S)  situés  sur  Â.  Menons  au  point  b  la  normale  B  à 
la  nappe  (B)  de  la  surface  des  centres  de  courbure  principaux  de 
(S);  de  même,  au  point  c,  nous  aurons  la  normale  C  à  la  nappe 
(C).  Sur  la  normale  B  à  la  surface  (B),  nous  aurons  les  centres  de 
courbure  principaux  d  et  e,  et  sur  C  les  centres  de  courbure  prin- 
cipaux g  cl  h  des  nappes  (B)  et  (C).  De  chacun  de  ces  points  sont 
issues  les  normales  D,  £,  G,  H  aux  nappes  de  la  surface  des  centres 
de  courbure  principaux  des  surfaces  (B)  et  (C).  [Les  plans  menés 
respectivement  par  B  et  par  les  normales  D  et  E  sont  les  plans  des 
sections  principales  de  (  B)  ;  de  même,  les  plans  des  sections  prin- 
cipales de  (C)  sont  déterminés  par  la  droite  C  et  les  deux  droites 
G  et  H.] 

Au  point  b  on  mène  la  tangente  A'  conjuguée  à  A  par  rapport  à 
(B);  en  c  on  mène  la  tangente  A^  conjuguée  à  A  par  rapport  à 
(C). 

Les  plans  (B,  E)  et  (B,  D)  coupent  respectivement  C  aux  points 
d'  et  e'-^  les  plans  (C,  G)et(C,U)  coupent  respectivement  B  aux 
points  h'  et  g'. 

Les  HUIT  droites  A\  A."^  B,  C^  dd\  ee'y  A/i',  gg'  appartiennent 
à  un  même  paraboloïde. 

Tastes  (de).  —  Sur  l'emploi  des  lames  élastiques  mbrantes 
comme  moyen  de  propulsion. 

Vicaire  (E.).  —  Sur  la  température  de  la  surface  solaire, 
(Réponse  au  P.  Seccbi.) 

Dubois  (E.).  —  Réponse  aux  objections  faites  par  M.  Ledieu  à 
l'emploi  du  gyroscope  marin. 

MM.  Vicaire,  P.  Jullib  ^  ,  Gvtot,  Foucart,  Naudiit,  Martivs, 
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Gat,  Combbs,  Baidt,  Chbux,  Lbspuult,  Grbllois,  Follie,  Du- 

CEOCQ,  Isid.  PlKUlE,  T&EMBSCHINI,  TàRET,LàNDE8,  CoiCTE,  GàUTIER, 

Rousseau,  Scheàdee,  de Touchimbert,  Clàrinvàl,  deTastes,  etc., 
etc.,  envoient  a  TAcadémie  des  Communications  relatives  à  Tau- 
rore  boréale  du  4  février.  L.  P. 


MÉLANGES. 

miitoB  SOI  on  oisu  siHÉuu  de  sraiiGis,  r  m  puncoun 
m  u  tnFia  ueu  bis  poihts  bout  u  som  bis  bistucis 

1  BIDX  BMim  Fins  EST  COISTUTI; 
Par  m.  a.  MANNHEUI. 

Dans  son  Mémoire  Sur  les  Surfaces  orthogonales^  M.  J.-A.  Serret 
a  trouvé  analytiquement  comment  ce  dernier  lieu  fait  partie  d'un 
système  triple  de  surfaces  orthogonales  dans  le  cas  particulier  où 
les  deux  droites  se  rencontrent  à  angle  droit. 

M.  Picart  est  arrivé  géométriquement  et  très-simplement  au 
nème  résultat.  On  connaît  donc  les  lignes  de  courbure  de  ce  lieu  par- 
ticulier. 

n  j  a  quelques  années,  P Académie  royale  de  Belgique  a  proposé 
la  question  suivante  :  Trouv^er  les  lignes  de  courbure  du  lieu  des 
points  dont  la  somme  des  distances  à  deux  droites  qui  se  coupent 
eu  constante. 

En  réponse  à  cette  question,  M.  £.  Catalan  envoya  un  Mémoire 
que  r  Académie  jugea  digne  d'être  inséré  dans  ses  Mémoires  cou- 
ronnés et  des  Saluants  étrangers,  t.  XXXII. 

Mais,  comme  l'indique  M.  Catalan  lui-même  en  tête  de  son  tra- 
vail, il  n'a  pas  résolu  la  question  proposée.  On  ne  connaît  donc  pas 
les  lignes  de  courbure  de  cette  surface. 

Je  Tais  montrer  aujourd'hui  qu'une  simple  remarque  conduit 
non-seulement  à  la  construction,  pour  un  point  de  la  surface,  de  la 
direction  des  lignes  de  courbure,  mais  permet  aussi  de  déterminer, 
pour  le  même  point,  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Désignons  par  (S)  la  surface  lieu  des  points  dont  la  sonmie  des 
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distances  à  deux  droites  quelconques  est  constante,  et  par  o  un  de 
ses  points.  Considérons  les  deux  droites  données  comme  les  axes  de 
révolution  de  deux  cylindres  que  nous  désignerons  par  (s)  et  {s'). 
Nous  pouvons  remarquer  que  :  Si  l'un  de  ces  cylindres  est  supposé 
lumineux,  les  rayons  qui  s'échapperont  normalement  de  ce  gr- 
lindre  seront  réfléchis  par  (S),  de  telle  façon  qu'ils  rencontreront 
normalement  {s')-^  ou  autrement  :  Si  des  rayons  lumineux  sé^ 
cliappent  normalement  d'une  des  droites  données,  ils  sont  réfié'- 
chispar  [S),  de  telle  façon  qu'ils  rencontrent  nécessairement  l'autre 
droite. 

On  sait,  en  effet,  qu'au  point  o  de  (S)  on  obtient  la  normale  k 
cette  surface  en  prenant  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  o  sur  les  droites  données. 

n  résulte  de  notre  remarque  que  les  éléments  de  courbure  des 
trois  surfaces  (S),  (5),  {s')  sont  liés  entre  eux  parles  constructions 
qui  ont  été  données,  soit  par  M.  Dupin,  dans  ses  jippUcations  de 
Géométrie,  soit  par  Sturm,  dans  sou  Mémoire  sur  l'Optique.  Je 
vais  appliquer  ici  les  constructions  données  par  Sturm. 

Supposons  que  nos  cylindres  de  révolution  [s)  et  (5')  passent  par 
le  point  o.  Projetons  sur  le  plan  tangent  en  o  à  (S)  l'indicatrice 
de  (5)  convenablement  choisie  au  moyen  de  projetantes  parallèles 
au  rayon  lumineux  qui  passe  en  o.  Opérons  de  même  pour  [s'). 
Nous  obtiendrons  ainsi  un  losange  dont  les  diagonales  sont  les  tan- 
gentes en  o  aux  lignes  de  courbure  de  (S)  qui  passent  par  ce  point. 
Les  quatre  sommets  de  ce  losange  appartiennent  à  l'indicatrice 
de  (S)^  un  autre  point  de  cette  courbe  suffira  donc  pour  la  déter- 
miner. Une  fois  cette  indicatrice  construite,  on  a  ses  axes  et,  par 
suite,  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S). 
Effectuons  maintenant  les  constructions. 
Appelons  : 

L  la  droite  donnée,  axe  du  cylindre  (s)  ; 
U  l'autre  droite  5 

N  la  normale  issue  du  point  o  à  la  surface  (S). 
Élevons  au  point  o  une  perpendiculaire  au  plan  (o,  L),  et  por- 
tons sur  cette  droite,  de  part  et  d'autre  du  point  o,  un  segment  ^al 
à  la  racine  carrée  de  la  projection,  faite  sur  N,  de  la  perpendicu- 
laire op  abaissée  du  point  o  sur  L. 

Par  les  extrémités  des  segments  ainsi  mesurés,  menons  des  parai- 
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Ides  a  L)  ces  deux  droites  constituent  l'indicatrice  de  (s)  pour  le 
pomt  o.  Projetons  ces  deux  droites  sur  le  plan  tangent  en  o  à  (S) 
m  moyen  de  parallèles  à  op.  Nous  obtiendrons  ainsi  deux  droites, 
cités  opposés  d'un  losange.  Les  deux  autres  côtés  relatifs  à  V  s'ob- 
tiendront en  suivant  une  marche  analogue. 

Les  diagonales  de  ce  losange  sont  tangentes  en  o  aux  lignes  de 
cowrbure  de  (S)  gui  passent  par  ce  point. 

Appelons  p'  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o 
inr  U,  et  considérons  le  plan  pop'.  Élevons  au  point  o  la  perpen- 
£calaire  ot  i  ce  point. 

Le  plan  pot  coupe  le  cylindre  [s)  suivant  une  courbe  dont  le 
centre  de  courbure  est,  je  suppose,  le  point  y  de  la  ligne  op.  On 
trouvera  de  même  un  point  y'  sur  op'.  Joignons  le  point  y  au 
point  y  par  une  droite,  et  désignons  par  i  le  point  où  elle  coupe  N. 
Portons  sur  ot  un  segment  égal  à  la  racine  carrée  de  oi.  L'extré- 
mité de  ce  segment  appartient  à  l'indicatrice  de  (S).  Les  quatre 
sommets  du  losange  et  ce  point  permettent  de  construire  cette 
am-le,  ses  axes  et,  par  suite,  les  rayons  de  courbure  principaux 
(fe(S). 

La  remarque  que  nous  venons  de  faire  s'étend  au  cas  général  sui- 
nnt: 

On  donne  deux  surfaces  (L),  (L'),  et  Von  considère  le  lieu  (S) 
à' un  point  o  tel,  que 

(i)  'k.op  -:-  p-op'  —  v% 

À,  (i,  y  étant  des  constantes,  et  op,  op'  les  distances  du  point  o  aux 
«urfaw(L)ef  (L'). 

La  relation  (i)  peut  s'écrire 


(5) 


op  fX 


Construisons  le  segment  —  »  et  portons-le  surp'o  à  partir  dep' jus- 

^  an  point  q .  Par  le  point  g  faisons  passer  une  surface  parallèle  à  (L  ) , 
^t  détignons-la  par  (L') .  La  distance  og  du  point  o  à  cette  surface  n'est 

«ntrc  que op. 
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En  vertu  de  la  relation  (2),  (S)  peut  donc  être  considéré  comme 
lé  lieu  des  points  tels  que  o,  dont  le  rapport  des  distances  à  (L)  et 
(L^)  est  un  rapport  constant. 

On  voit  donc  que,  si  (L)  est  une  surface  lumineuse  et  (S)  une 
surface  dirimante,  en  choisissant  convenablement  l'indice  de  re« 
fraction,  les  rayons  réfractés  sont  normaux  à  (L'). 

Nous  pouvons  donc  appliquer  les  constructions  données  par 
Sturm,  dans  le  cas  général  dont  nous  nous  occupons,  pour  déter- 
miner les  éléments  de  la  courbure  de  (S). 


SUR  LA  SURFACE  DES  CENTRES  DE  COURRURE  M  LULIPSOiDI 
ET  SDR  LES  COORDONNÉES  ELUPIiaUES; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  une  Note  présentée  à  TÂcadémic  des  Sciences,  en  1870 
[Comptes  rendus^  t.  LXX,  p.  i328],  j'ai  indiqué  des  formules 
très-simples  relatives  à  la  surface  des  centres  de  courbure  de  l'el- 
lipsoïde. Ces  formules,  que  je  croyais  nouvelles,  avaient  déjà  été 
données  par  Joachimsthal  dans  son  Mémoire  Sur  les  normales  à 
V ellipsoïde,  et  par  M.  Catalan  dans  ses  Mélanges  mathématiques. 
Le  procédé  par  lequel  je  les  avais  obtenues  me  parait  mériter  d'être 
reproduit,  parce  qu'il  se  rattache  à  un  nouveau  mode  d'cxpositioo 
de  la  théorie  des  coordonnées  elliptiques,  et  qu'il  conduit  d'ailleurs, 
d'une  manière  naturelle,  à  plusieurs  autres  résidtats. 

Soient 

^  '  a  —  a       b  —  a       c  ~  a 

l'équation  d'une  surface  du  second  degré  rapportée  à  ses  axes,  et 

(2)  (x  — a)»-+-(j>-— P)=-4-(2-y)'— R»  =  S  =  o 

l'équation  d'une  sphère  quelconque.  Cherchons  l'équation  da 
4*  ordre  qui  détermine  les  cônes  passant  par  l'intersection  de  la  sur- 
face F  et  de  la  sphère. 
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A  cet  effet,  nous  formerons  l'équation 

(X-rf)F  — Szi^o, 

qui  représente,  qoand  on  fait  varier  Xy  toutes  les  surfaces  du  second 
degré  contenant  l'intersection  de  la  sphère  et  de  l'ellipsoïde.  Si 
Doos  exprimons  que  cette  équation  représente  un  cône,  nous  ob- 
tiendrons les  équations  suivantes 

a  —  d  '        b—d        "'       ^  c  —  d  ' 

?.-rf  =  «(ar.  — «)4-P(r~(3)-Hy(i-7)-f-RS 

qui  devront  être,  toutes  les  quatre,  vérifiées  par  les  coordonnées  du 
sooimet  du  cône.  On  devra  donc,  entre  ces  équations,  éliminer  x, 
/,  X]  ce  qui  donnera  pour  X  l'équation  bien  connue 


a—  X*6— ->.       c— X       d  —  'k 

Ed  examinant  cette  équation,  j'avais  reconnu  ce  fait  important, 
qa  elle  est  tout  k  fait  semblable  à  celle  des  surfaces  homofocales.  H 
ja  seulement  une  variable  de  plus  :  R*  est  prise  avec  le  signe  — . 
D  après  cela,  j'avais  été  conduit  à  prendre  comme  variables  indé- 
pendantes les  quatre  racines  de  cette  équation,  et  à  exprimer  a,  ^, 
7,  R  en  fonction  de  ces  quatre  racines,  de  même  que,  dans  les  coor- 
données elliptiques,  on  exprime  les  coordonnées  rectangulaires  en 
(onction  des  paramètres  des  surfaces  homofocales.  Ces  quatre  ra- 
cines sont  des  paramètres  au  moyen  desquels  on  déterminera  une 
sphère  quelconque,  comme  un  point  est  déterminé  par  ses  coordon- 
nées elliptiques. 

Appelons  p,  pi,  p„  p^  les  quatre  racines  de  l'équation  précédente, 
et  posons,  pour  abréger, 

\  9(«)-("  — P)(«  — P.)("  — pOv"  — pi)- 

On  trouvera,  par  un  calcul  analogue  à  celui  des  coordonnées  ellip- 
tiques, 

(6)      «•=-'^^\     3'--*'^^,     y'-?SSl,     R.__?i^. 
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Notons  encore  la  formule 

(;t  l'équation  différentielle 

(7)  da^-h  rf(3»H-  rfy»~  rfRi^y  ?!^^, 

analogue  à  la  formule  qui,  dans  la  théorie  des  coordonnées  ellipti- 
ques, donne  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins. 

Les  formules  qui  précèdent  suffisent  pour  les  différentes  questions 
que  nous  allons  proposer. 

D'abord,  si  la  sphère  S  se  réduit  à  un  point,  R  =  o,  une  des  ra- 
cines de  Téquation  (4)9  ps  p^  exemple,  devient  égale  à  if,  et  l'on 
retrouve  les  formules  connues  de  la  théorie  des  coordonnées  ellip- 
tiques. 

En  second  lieu,  supposons  que  R  ne  soit  pas  nul,  et  que  la  sphère 
soit  simplement  ou  doublement  tangente  à  Tellipsoïde.  Alors  l'équa- 
tion en  X  aura  une  racine  double  :  on  devra  supposer,  par  exemple, 
p,  =  p,,  et  les  formules  précédentes  deviendront 


(9)  dx'  ^  rf?»  H-  rfy-zzz  rfR»  -^  ?^  drj-h  %^  dp\ . 

Les  premières  de  ces  formules  donnent  le  centre  de  la  sphère  tan- 
gente («,  j3,  y),  la  dernière  donne  le  rayon  R,  enfin  la  formule  (9) 
définit  un  système  de  coordonnées  curvilignes  formé  des  surfaces 
parallèles  à  l'ellipsoïde,  et  des  surfaces  dévcloppables  orthogonales 
a  celles-ci. 

Si  Ton  fait  varier  p«,  en  laissant  p,  pi  constants,  on  obtient  une 
suite  de  sphoxes^  mais  comme  les  coordonnées  du  centré  et  le  rayon 
sont  des  fonctions  linéaires  de  p«^  toutes  ces  sphères  demeurent  tan- 
gentes au  même  point  de  rellipsoïde,  et  leur  centre  décrit  la  nor- 
male en  ce  point.  Si  l'on  fait,  par  exemple,  p«  =  rf,  le  rayon  devient 
nul  et  la  sphère  se  réduit  à  un  point.  Alors  les  formules  (8)  de- 
viennent les  formules  relatives  aux  coordonnées  elliptiques  ordi- 
naires du  point  de  contact;  d*où  Ion  voit  que  p,  pi,  dans  les  for- 
mules précédentes,  sont  les  coordonnées  eltipti^ues  ordinaires  dis 
point  de  contact  de  la  sphère.  ^ 
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Remarquons  encore  les  valeurs  particulières  pt  =  a,  i,  c  pour 
lesquelles,  la  sphère  ayant  son  centre  dans  l'un  des  plans  princi- 
paux, devient  doublement  tangente.  Si  Ton  fait  p,  =  a,  la  coor- 
donnée a  devient  nulle  :  on  a  les  sphères  ayant  leur  centre  dans  le 
plan  desx^.  Si  Ton  ajoute  i  cette  hypothèse  la  suivante,  p^  =  d^  on 
obtient  les  sj^ères  de  rayon  nul  doublement  tangentes  à  l'ellipsoïde, 
et  situées  dans  le  plan  des  a:y\  les  formules  deviennent 

et,  par  suite,  on  trouve 

a  =  o,     TT- 1 1  =  0; 

ce  sont  les  équations  de  la  focale  située  dans  le  plan  des  jz. 

Remarquons  que  sur  chaque  normale  on  obtient  le  pied  de  la 
normale,  les  points  de  rencontre  avec  les  plans  principaux,  et  le 
point  i  l'infini,  en  donnant  à  p,  les  valeurs  constantes 

o,    a^    b,    c,     4-  00 . 

Donc,  les  portions  de  normales  terminées  aux  trois  plans  princi- 
paux sont  dans  un  rapport  constant,  etc.  On  voit  avec  quelle  sim- 
plicité se  présentent  les  propriétés  des  surfaces  homofocales. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  trois  des  quantités  pi  deviennent 
égales.  Dans  cette  hypothèse,  la  sphère  aura  généralement  avec  Tel- 
lipsoide  un  contact  stationnaire,  son  centre  sera  sur  la  surface  des 
centres  de  courbure,  et  les  formules  fondamentales  deviendront,  en 
y  faisant 

..,,     ._,f^-p)^(^-p.)       o._(^-pW-p.)         ._(r-py{c-P') 

Ces  formules,  sauf  la  dernière,  sont  celles  qui  ont  été  données 
dans  les  Comptes  rendus,  et  qui  sont  dues  à  Joachimsthal.  La  der- 
nière donne  pour  la  surface  des  centres  de  courbure  la  distance  de 
deux  points  infiniment  voisins,  et  elle  met  en  évidence  le  système 
de  lignes  géodésiques  qu'on  peut  déterminer  pour  toute  surface 
des  centres  de  courbure. 
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Quant  aux  formules  (lo),  qui  donnent  les  coordonnées  du  centre 
de  courbure  en  fonction  des  coordonnées  elliptiques  p,  pi  du  pied 
de  la  normale,  elles  mettent  en  évidence  deux  faits  importants  dans 
la  théorie  de  cette  surface. 

D'abord  on  en  saura  déterminer  les  lignes  asymptotiqi|eS)  ta 
vertu  d'une  remarque  faite,  1. 1,  p.  355  du  Bulletin^  et  l'équation 
diflerentielle  de  ces  lignes  sera 

{a  —  p){b  —  p)[c  —  p)  "*"(«  — p.j(^~p,j(c  — p.)  ~^' 

équation  qui  s'intègre  sans  difficulté. 

En  second  lieu,  la  ligne  double  de  la  siu:face  des  centres  de  cour- 
bure (nécessairement  imaginaire)  peut  être  étudiée  et  déterminée; 
mais,  comme  on  est  ainsi  conduit  à  un  problème  intéressant  se  rap- 
portant aux  équations  du  4*  d^ré,  je  ne  développe  pas  cette  remarque 
pour  le  moment. 

Passons  maintenant  au  cas  où  les  quantités  p,-  seraient  égales  2  1  a. 
On  sait  alors  (cela  résulte  d'un  excellent  Mémoire  de  M.  Painvîn 
dans  les  NouK^elles  Annales;  voir  Bulletin,  1. 1,  p.  Sj)  que  la  sphère 
coupera  rellîpsoïde  suivant  une  droite  et  une  cubique  gauche.  Les 
formules  générales,  en  y  faisant 

Ps  ~-  P»      Pj  =  pi, 

deviennent 

(,^\    ^  _  (^-P)(«-P.)       o_f^~p)(ft~p.)      .._(g  — p)(c— p.) 

y/-f'{d)  "^       ' 

La  sphère  contient  alors  une  des  8  droites  de  l'eUipsoïde  qui  von' 
rencontrer  le  cercle  de  l'infini.  Son  centre  «,  |3,  y  décrit  un  plan 
le  plan  mené  par  cette  génératrice,  tangentiellement  au  cercle  d« 
l'infini.  Ce  plan  a  pour  équation 


et  Ton  peut  vérifier  sur  cette  équation  qu'il  est  tangent  à  la  loà 
à  l'ellipsoïde  et  au  cercle  le  l'infini.  On  voit,  comme  cela  doit  être 
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que,  dans  ce  plan,  la  distance  ds  de  deux  plans  infiniment  voisins 
est  rationnelle,  rfj*  =  rf  R*  (  *  ) . 

Le  cas  où  les  quatre  quantités  p,-  sont  égales  est  compris  dans 
celui  qui  nous  occupe.  Dans  ce  cas,  la  sphère  coupe  encore  suivant 
une  <;iibiqne  gauriehe  et  une  droite;  mais  la  cubique  gauche,  au  lieu 
de  couper  la  droite,  lui  est  tangente  en  un  point.  Les  formules  de- 
viennent 

'         >lf\a)       ^  slf\b)  ylf\c) 


^f'(d) 


alors  les  sphères  ont  leurs  centres  sur  8  coniques  situées  dans 
les  S  plans,  qu'on  déduit  de  Téquation  (i5)  en  prenant  les  signes 
de  toutes  les  manières  possibles.  Ces  coniques  sont  des  paraboles 
tangentes  aux  plans  coordonnés,  et  se  touchant  deux  à  deux  aux 
centres  de  courbure  correspondants  aux  ombilics.  Elles  appartien- 
nent à  la  surface  des  centres  de  courbure,  sur  laquelle  elles  sont 
des  lignes  de  rcbroussement,  comme  Ta  démontré  M.  Clebsch. 
rajoute  qu'on  peut  déduire  avec  la  plus  grande  facilité,  des  re- 
martjues  qui  précèdent,  la  solution  complète  du  problème  des  nor- 
males à  rellipsoïde. 

Enfin,  il  est  bien  essentiel  d'ajouter,  et  je  développerai  dans  un 
travail  ultérieur  cette  remarque,  que  la  théorie  complète  des  sur- 
faces homofocales  se  présente  avec  une  plus  grande  simplicité,  si  au 
lieu  de  prendre,  comme  nous  l'avons  fait,  des  sphères,  on  considère 
une  surface  du  second  degré  inscrite  à  l'une  des  surfaces  homofo- 
cales. et  qu'on  la  détermine  encore  par  les  quatre  racines  de  l'équa- 
tion en  X,  comme  nous  l'avons  fait  j>our  les  sphères.  En  effet,  au 
point  de  \uede  la  (jéométrie  projectîve,  le  cercle  de  l'infini  ne  se 
<lislingue  pas  des  autres  focales,  et,  par  suite,  aux  sphères,  on  pour- 
rait substituer  des  surfaces  assujetties  h  contenir  une  des  trois  fo- 
cales. On  obtiendra  tous  les  résultats  précédents  comme  cas-limites 


*    On  sait  qne,  sar  toutes  les  dcveloppables  circonscrites  au  cercle  imaginaire  de 
l'inSoi,  le  carré  de  la  distance  de  deux  points  infinimcnts  Toisins  est  de  la  forme 
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eu  considérant,  au  lieu  de  spbères,  les  surfaces 

tangentes  i  l'une  des  surfaces  homofocales,  et|||;^dëtenninant  ces 
surfaces,  non  par  m,  ti,  p,  q^  mais  par  les  racines  de  réquation  du 
4*  degré,  qui  donne  les  cônes  passant  par  leur  intersection  avec 
toute  autre  surface  homofocale  fixe.  On  rattache  ainsi  i  un  même 
point  de  vue  les  propriétés  relatives  aux  coordonnées  elliptiques» 
aux  sphères,  aux  cônes  circonscrits,  et  même  des  propriétés  plus 
générales  relativeS|  soit  aux  surfaces  inscrites,  soit  aux  sor&ces 
doublement  tangentes  à  un  des  ellipsoïdes  homofocaux. 
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Roscoe  (H.-E.)  deutsch  bearbeitet  von  Schorlemmer.  —  Die  Spec- 
tral-Analyse in  einer  Reihe  von  sechs  Yorlesungen  mit  wis- 
senschafUichen  Nachtragen.  Braunschweig,  Yiew^  &  Sohii; 
1870.  3Thlr. 

ERRATA. 


KCMÉRO    DB    JÀNVIBR    1873. 

Page  3o,  première  ligne,  en  remontant;  au  liea  de: 

—  4-^sin(Af  -+-(«  -i-«**  =  0, 
liscx  : 

^=^§in(nf-h«)H-«»i. 

Page  3i,  deuxième  ligne;  au  lieu  de  : 

x  =  —  -^  8in(«f-*-c)-+-Mco§iir-i-N§in*if, 
lises  : 


n* 


Même  page,  septième  ligne;  au  lieu  de  : 


~  -^  cos (  nf  -+-  c )  —  M  sin  «f  -+-  N  cosnf  =  o, 


lisez  : 

•^  8În(iff  -H  c)-+-  M««'—  N<r-«»=  o. 


«' 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

JAIIRBUCH  UBEE  DIE  GESAMMTEIf  FoRTSCHRITTE  DER  MatHEMATTK, 

imVereinmitandemMathematikem  herausgegeben  von  Dr.  Cari 
QHRTXAifif  und  Dr.  Fclix  Mûller.  —  Berlin,  Druck  und  Verlag 
Ton  Geoi^  Reimer  (*). 

T.  I^  année  1868.  Publié  en  1871,  en  3  fascicules.  (426  p.) 

Cette  publication,  rédigée  sur  le  modèle  des  Recueils  analogues 
relatifs  aux  Sciences  physiques  que  rAllemagne  possède  depuis  long- 
temps, est  appelée  à  rendre  de  grands  services  à  tous  ceux  qui  s'oc- 
cupent de  recherches  mathématiques.  Le  talent  des  rédacteurs, 
Tabondance  des  ressources  bibliographiques  dont  ils  disposent,  les 
nombreux  correspondants  qu'ils  ont  dans  toute  l'Europe  assurent 
VOL  lecteurs  du  JaJu'buch  le  double  avantage  d'y  rencontrer  des 
renseignements  exacts  et  complets. 

La  forme  adoptée  par  ce  Recueil  présente,  il  est  vrai,  Tinconvé- 
nient  de  ne  pouvoir  signaler  les  travaux  au  moment  de  leur  apparî- 
ûoD  ]  mais  cet  inconvénient  est  compensé  par  la  possibilité  de  clas- 
ser les  matières  dans  un  ordre  méthodique  et  d'offrir  un  tableau 
plus  complet  et  plus  clair  des  progrès  de  la  Science. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  douze  Sections,  dont  voici  les  titres  géné- 
raux: 

1.  Histoire  et  Philosophie.  —  2.  Algèbre.  —  3.  Théorie  des 
nombres.  —  4.  Calcul  des  probabilités.  —  5.  Séries.  —  6.  Calcul 
différentiel  et  intégral.  —  7.  Théorie  des  fonctions.  —  8.  Géo- 
niétrie  analytique.  —  9.  Géométrie  synthétique.  —  10.  Méca- 
nique. —  H.  Physique  mathématique.  —  12.  Géodésie  et  Astro- 
nomie. 

Chaque  Section  se  subdivise  en  plusieurs  Chapitres.  Les  Articles 
<^nsacrës  k  chaque  Ouvrage  ou  Mémoire  sont  de  longueiu*  variable, 
suivant  l'importance  que  leur  attribuent  les  rédacteurs.  Souvent  les 
ûtres  sont  seuls  indiqués  \  d'autres  fois  ils  sont  suivis  d'analyses  ou 


(')  Annuaire  de$  progrès  généraux  des  Mtuhimatiques,  publié  en  colIaboraUon 
"^  d'antres  Mathématicient,  par  MM.  C.  OBaTMANK  et  F.  MGllbr.  Berlin,  G.  Reimer. 
^  pvtlt  an  Tolone  chaque  année  en  un  on  plusieurs  fascicules  in-8®. 

^«ff.  des  Sdenees  mathém,  et  asiron,,  t.  111.  (Mai  1873.)  n 
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d'extraits  de  plusieurs  pages.  Ces  titres  sont  transcrits  dans  la  lan- 
gue originale,  avec  l'indication  exacte  du  Recueil  où  se  trouve  le 
travail,  et  les  numéros  de  la  première  et  de  la  dernière  page. 

Le  Volume  est  accompagné  de  deux  Tables  détaillées,  l'onc  pir 
ordre  de  matières,  l'autre  par  noms  d'auteurs. 

Ce  court  aperçu  suffira  pour  faire  apprécier  la  haute  utilité  de 
cette  publication,  qui  poursuit  par  une  voie  diiTérente  le  même  bot 
que  le  Bulletin,  et  à  laquelle  nous  souhaitons  vivement,  dans  l'in- 
térêt de  la  Science,  le  succès  que  méritent  les  consciencieux  efforts 
des  rédacteurs.  J.  H. 

Nous  avons  reçu  de  M.  C.  Ohrtmann  un  travafl  historique  inté- 
ressant, intitulé  :  Dos  Problem  der  Tautochronen,  Einhistoiischer 
Versuch  (Essai  historique  sur  le  problème  des  tautochrones.).  L'Au- 
teur y  analyse  les  travaux  des  géomètres  suivants  : 

Abel  (N).  —  Âuflosung  cincs  mechanischen  Problems.  (Crelle,  Journal  fir 
die  reine  und  angewandte  Mathematil:^  T.  !,  p.  157  ;  et  Abel,  Œuvres  compiêies, 
T.  I,  p.  27.) 

D*Alembert.  —  Sur  les  tautochrones.  (  Mémoires  de  VAcndémîe  de  BerËm, 
176.5,  p.  35i-4i3.)  —  Extrait  d'une  Lettre  à  H.  de  Lagrange.  (Mémoires  de 
V Académie  de  Berlin ^  17^3,  p.  26o<iG6.) 

Bernoulli  (J.).  — '  Méthode  pour  trouver  les  tautochrones  dans  des  milieux 
résistants  comme  lo  carré  des  vitesses.  [Mémoires  de  l'Académie  de  Paris, 
1780,  p.  78-101.) 

Bertrand  (!.)•  —  ^^ote  sur  le  problème  des  tautochrones.  (Liouvillb,  Jourad 
de  Mathématiques  pures  et  apjMfjuées,  \^  Série,  T.  XII,  1847.) 

Baioscni.  ~  Sullelineo  tautocrone.  (Tortouni,  Annali  lU  Seienze  maienuui- 
che  efsiche,  T.  HI  0  IV,  i852  e  i853.) 

DuHAUEL.  —  Cours  de  Mécanique.  3*  édit.  T.  I,  p.  43o. 

Euler  (L.).  —  De  innumerdbilibus  curvis  tautochronis  in  vacuo.  [Commen- 
tarii  Acad.  Petmpolitanae.  T.  IV,  4lH>^»  '7^9*) 

—  Curva  tautochrona  in  fluido  résistent iam  faciente  secundum  quadrata  celé- 
ritatum.  (  Ibidem f  p.  67-89.  Mechanik,  Prop.  40.) 

—  Constnictio  lineamro  isochronarum  in  medio  quocnnqne  resistente.  (  Acts 
Erudit.  Lipsiao,  1726,  p.  36i-363.) 

FoNTAiNB.  —  Sur  les  courbes  tautochrones.  (Mémoires  de  l'Académie ds 
Paris,  1734.) 

—  Addition  au  Mémoire  imprimé  en  1734  sur  les  courbes  tautochrones.  (Mé' 
moires  de  l* Académie  de  Paris,  1768,  p.  460-470.) 

Haton  db  la  GoupuiokaE.  —  Sur  le  tautochronisme  des  épicydoïdeSi  quaoi 
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00  a  égard  «u  frottoneni.  (Uouvillbj  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées, a-  Série,  T.  Xffl.) 

Hinmià?CT  (J.).  —  Acta  Enidit.  Lipsiae,  1737,  p.  aaa;  1788,  p.  272. 

Hom  (  R.). — Taotochronische  Gurvcn  bei  Reibungswiderstand.  (  Schlomilch, 
Zeitschrifi  fur  Mathematik  undPhysik.  T.  XIV,  p.  38a-387,  1869.) 

HcTGBSSfS  (C).  —  De  horologio  oscillatono.  T.  II,  Prop.  aS. 

JoxuLx  (M.).  —  Problèmes  de  Mécanique  rationnelle.  T.  I,  p.  39a,  i855. 

f  jgaifOT.  —  Sur  les  eourbee  tautochrones.  (Mémoires  de  l'Académie  de 
BeriiM,  ijeS,  p.  364-380.) 

^  Nouvelles  réflexions  sur  les  courbes  tautochrones.  [Mémoires  de  l'Acadé- 
mie de  Berlin,  1770,  p.  97-1  aa.) 

LiPLACE.  —  Mécanique  céleste.  T.  I,  Livre  I,  Chap.  U,  §  la,  179a. 

l(E.).  —  Zur  Théorie  der  Tautochronen.  (Ceellb,  Journal  fUr  die 


rmte  und  angetvandte  Mathematik,  T.  48,  3i7-3a4.) 

Neolba  (L.).  —  Solutions  de  quelques  problèmes  do  Mécanique.  {Mémoires 
de  Mathématiques  et  de  Physique  présentés  à  l'Académie  de  Paris  par  divers 
sirants  étrangers.  T.  IV,  p.  96,  1743.) 

Newto?!  (!.).  —  Philosophiaî  naluralis  principia  mathematica.  Lib.  I,  Prop.  LI  ; 
lib.  n,  Prop.  XXVI.  1714. 

P6isso?f.  —  Traité  de  Mécanique.  T.  I,  p.  368  (a*  édit.),  i833. 

PciSEUX  (V.).  —Sur  les  courbes  tautochrones.  (Liouvillb,  Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  i"  Série,  T.  IX,  p.  409-4^^1  id44*  ) 

ScHKLL  (W.).  —  Théorie  der  Bewegung  und  Krafto,  p.  33o,  1870. 

SoaoFF  (J.)-  —  Note  sur  la  solution,  donnée  par  Abel,  d'un  problème  de  Mé- 
canique. (Bulletin  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg.  T.  XIII,  p.  4691  1869.) 

G.  D. 


FLTE  SAINTE-MARIE  (C),  capitaine  d'artillerie,  ancien  élève  de 
rÉcole  Polytechnique,  chevalier  de  la  Légion  d'honneur.  — 
Études  àhaxytiques  sur  la  théorie  des  parallèles.  —  Paris, 
Gaulhier-VîUars ,  1871^  i  vol.  grand  în-8®,  i54  p.,  8  pi. 
Prix  :  5  fr. 

L'Auteur  de  ce  Livre  remarquable  a  repris,  sous  un  point  de  vue 
nouveau,  une  question  déjà  traitée  par  plusieurs  géomètres.  Loba- 
tchefsky,  Boijai  et  d'autres  ont  examiné  ce  que  deviendrait  la 
Géométrie  si  Ton  écartait  l'axiome  XI  ou  postulatum  d'Euclide. 
M.  Flye  Sainte-Marie  recherche,  dans  cette  hypothèse,  les  for- 
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Pour  faire  disparaître  ce  doute,  il  nous  semble  qu'au  lieu  de 
transformer  les  opérations  géométriques  en  simples  opérations  de 
calcul,  ce  qui  parait  être  Tidéal  de  rAuteur,  il  faut,  au  contraire, 
chercher  une  interprétation  réelle  et  concrète  de  tous  les  résultats 
trouvés  dans  la  Géométrie  imaginaire,  afin  qu*à  toute  contradiction 
dans  cette  dernière  corresponde  une  contradiction  dans  la  Géomé- 
trie euclidienne  elle-même. 

C'est  en  vertu  d'une  interprétation  semblable  que  nous  ne  con* 
servons  aucun  doute  sur  l'impossibilité  de  démontrer  le  postutatum 
par  la  Géométrie  plane,  MM.  Bcltrami  et  Hoûel  ayant  fait'Yoir  qn'i 
toute  contradiction  dans  la  Géométrie  imaginaire  du  plan  en  corres- 
pondrait une  autre  dans  la  Géométrie  réelle  des  pseudo-sphères. 

Voici  comment  nous  pensons  pouvoir  présenter  l'interprétaticm 
réelle  de  tous  les  résultats  de  la  Géométrie  abstraite,  en  nous  ser- 
vant des  calculs  de  M.  Flye  Sainte-Marie  : 

Plaçons-nous  dans  la  Géométrie  ordinaire,  et  rapportons  tous  les 
points  de  l'espace  à  un  système  de  trois  axes  rectangulaires  Ox, 
O^,  Oz.  La  distance  de  deux  points  infiniment  voisins 

(jT,  X,  z),    (j?  -4-  dx,  y-^dy^z-h  dz) 
étant  alors 


ds  =  ^dx^-f-  dy^-hdz', 
appelons  pseudo-distance  de  ces  deux  mêmes  points  la  quantité 


=  y{dx^ 


%  s 


d(T  =  \  [dx^ -f-  rf/»)e  *  4-  dz\ 

k  étant  un  paramètre  arbitraire.  De  même  que  la  longueur  d'une 
ligne  entre  deux  points  est  l'intégrale  de  ds  entre  des  limites  déter- 
minées par  les  coordonnées  de  ces  points,  la  pseudo-longueur  d& 
cette  même  ligne  sera  l'intégrale  de  dfj  entre  les  mêmes  limites. 
Appelons  encore  pseudo-droites  les  lignes  ayant  pour  équatioiuB 

y  =  mx  -h  », 
(m>-h  i)(x--P)(x-Q)  =  -.**«""*■; 

pseudo-plans  les  stufaces  ayant  pour  équation 


Ji 
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De  ces  définitions  nous  déduisons  immédiatement  par  l'analyse 
les  conséquences  suivantes  : 

Par  deux  points  quelconques  de  l'espace,  on  peut  faire  passer 
une,  et  une  seule,  pseudo-droite. 

Par  trois  points  quelconques  de  l'espace  non  situés  sur  une  même 
paendo-drcnte,  on  peut  faire  passer  un,  et  un  seul,  pseudo-plan. 

Toute  pseudo-droite  qui  a  deux  points  dans  un  pseudo-plan  s'y 
troave  tout  entière. 

Ainsi  que  les  théorèmes  qui  résultent  de  ces  trois  énoncés,  consi- 
dérons deux  pseudo-droites  partant  du  point  A,  et  sur  ces  deux 
pseodo-droites  deux  points  B  et  C.  Menons  la  pseudo-droite  BC  et 
soient  Ara,  kb^  kc  les  pseudo-longueurs  des  trois  côtés  du  triangle 
cnnriligne  ABC. 

Posons 

ChbChc  —  Cha 

(i)  cosa  = iïirrcû ' 

Sh6Shc 

et  appelons  a  le  pseudo-angle  des  deux  pseudo-droites  données.  On 
peut  s'assurer  par  l'analyse  que  ce  pscudo-angle  ne  change  pas 
lorsqu'on  change  la  position  des  points  B  et  C  sur  les  pseudo- 
droites  AB  et  AC.  Or,  la  formule  (i)  donne,  par  l'échange  progres- 
sif des  lettres,  toutes  les  relations  nécessaires  pour  calculer  trois 
des  six  éléments  (pseudo-côtés  et  pseudo-angles)  d'un  triangle  en 
fonction  des  trois  autres,  et  la  question  est  déterminée  dans  le 
même  cas  que  pour  les  triangles  rcctilignes,  de  sorte  que  les  cas 
d*4^alité  des  triangles  pscudo-rectilignes  sont  les  mêmes  que  ceux 
des  triangles  rcctilignes  ordinaires^  mais  cette  égalité  n'implique 
jusqu'ici  que  l'égalité  respective  des  six  éléments  en  question . 

Lorsque,  dans  un  pseudo-plan,  l'angle  de  deux  pseudo-droites 
est  composé  de  deux  angles,  le  pseudo-angle  total  vaut  aussi  les 
sommes  des  deux  pseudo-angles  partiels. — Le  pseudo-angle  de  zéro 
est  zéro.  —  Le  pseudo-angle  d'un  angle  égal  à  deux  angles  droits  vaut 
deux  angles  droits. 

Les  considérations  qui  précèdenl  suffiraient  au  besoin  pour  établir 
toute  la  Géométrie  dans  ce  nouvel  ordre  d'idées,  en  remplaçant  les 
droites,  plans,  angles,  aires,  volumes  parles  pseudo-droites, ..., pseu- 
do-volumes (*). 

C)  La  pfcado-aire  d'un  recUDgle  infiniment  petit  serait  le  produit  det  pteado- 
loofMvrt  de  Mt  côtés;  de  même  pour  les  pseudo-Tolumee. 
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Eji  particulier,  on  démontrerait,  d'après  Euclide,  que  la  pseud 
droite  est  la  plus  courte  pseudo-longueur  entre  deux  points,  ce  qi 
l'on  pourrait  faire  aussi  par  le  calcul  intégral,  d'après  M.  FI] 
Sainte-Marie. 

Mais  il  importe  d'examiner  ce  que  deviendrait  la  considératû 
du  mouvement  d*un  système,  rigide  ou  solide,  que  l'on  peut  intr 
duire  dans  les  démonstrations  géométriques. 

La  possibilité  du  mouvement  d'un  système  solide  consiste  en 
que  l'on  peut,  sans  changer  aucun  élément  linéaire  et  par  conséque 
sans  qu'aucune  ligne  ni  aucune  surface  change  de  forme,  i®  fai 
décrire  à  un  point  A  de  ce  système  une  trajectoire  déterminé 
2®  fixer  d'avance  pour  tous  les  points  de  cette  trajectoire  la  poi 
tion  d'une  droite  B  passant  par  le  point  A  ^  3^  fixer  d'avance  po 
tous  ces  mêmes  points  la  position  d'un  plan  C  contenant  la  droite 

Or,  on  peut  aussi,  sans  changer  aucun  élément  pseudo-linéai 
(  et  par  conséquent  en  changeant  la  forme  des  lignes  et  des  surfac 
de  manière  que  les  pseudo-droites  et  pseudo-plans  restent  teL 
1®  faire  décrire  à  un  point  A  du  système  une  trajectoire  détermina 
2®  fixer  d'avance  pour  tous  les  points  de  cette  trajectoire  la  positi 
d'une  pseudo-droite  B  passant  par  le  point  A^  3®  fixer  d'avai 
pour  tous  ces  mêmes  points  la  position  d'un  pseudo-plan  C  con 
nant  la  pseudo-droite  B. 

Pour  le  démontrer,  on  appellera  m,  ti,  p  les  coordonnées  du  poi 
A  dans  sa  première  position^  m',  n'^p'  ses  nouvelles  coordonna 
dans  une  position  quelconque  sur  la  trajectoire  qu'il  doit  décrit 
on  écrira  les  équations  des  pseudo-droites  B  et  B',  des  pseudo-pli 
C  et  C,  les  accents  indiquant  les  positions  nouvelles.  Considén 
ensuite  un  point  quelconque  XYZ  dans  la  première  position, 
pourra  calculer  en  fonction  de  m,  ti,  p,  et  des  constantes  conteni 
dans  B  et  C  :  i®  le  pseudo-angle  du  pseudo-plan  BXYZ  avec 
pseudo-plan  C  ^  2®  le  pseudo-angle  de  B  avec  (  AXYZ)  \  3®  la  pscw 
longueur  (A  —  XYZ).  On  pourra,  dans  la  position  A',  chercher 
point  X'Y'Z',  tel  que  ces  mêmes  éléments  (B'X'Y'Z'  — C 
[\V  —  M\'\'7J),  (A'  — X'Y'Z')  soient  respectivement  égaux  J 
précédcMils.  Alors  on  eiroctucra  le  mouvement  de  telle  manière  q 
tous  1rs  points,  tels  que  XYZ,  se  transportent  aux  points  corp 
pondants  X'Y'Z'. 

Cherchant,  dans  la  première  position,  la  pseudo-distance  a  de  de 
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pnt3  XTZ,  Xi  Yf  Zt,  et  dans  la  seconde  la  pseudo-distance  a'  des 
deux  points  correspondants  X' Y'Z',  X',  Y',  Zf, ,  on  trouvera  a  =  «', 
cequi  prouve  que  le  mouvement  peut  se  faire  ainsi  qu'onTa  annoncé. 
On  se  trouve  maintenant  en  possession,  pour  les  pseudo-droites,..., 
des  mêmes  principes  que  l'on  admettait  pour  les  droites, .  • . ,  antérieu- 
rement  au  pastulatum  d*Euclide.  S'il  existait  donc  une  démonstra- 
tkm  de  ce  pastulatum  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  sonmie  des 
angles  d'un  triangle  rectiligne)  basée  uniquement  sur  lesdits  prin- 
cipes, on  pourrait  la  répéter  pour  un  triangle  pseudo-rectiligne  et 
Ton  démontrerait  que  dans  un  tel  triangle  la  sonmie  des  trois  pseu- 
do-an^es  vaut  deux  angles  droits,  ce  qui  n'est  pas  exact. 

Nous  avons  cru  inutile  d'allonger  cette  Note  en  développant  les 
calculs,  identiques  à  ceux  que  l'on  serait  obligé  de  faire  dans  la 
Géométrie  abstraite  pour  vérifier  les  propriétés  correspondantes  des 
lignes  droites  et  des  plans.  Cette  interprétation  toute  géométrique  et 
mile  des  formules  non-euclidiennes  se  distingue  surtout  de  celles 
qui  l'ont  précédée  par  cette  circonstance  :  que  l'impossibilité  de 
trouver  une  contradiction  dans  le  système  non-euclidien  doit   se 
manifester,  si  elle  existe,  après  un  nombre  limité  de  calculs  déter- 
minés. En  effet,  si  ceux  que  nous  avons  indiqués  plus  haut  réus- 
rissent  (et  l'on  n'en  saurait  douter  après  avoir  lu  le  livre  de  M.  Flyc 
Sainte-Marie) ,  à  toute  contradiction  ultérieure  dans  la  Géométrie 
imaginaire  correspondrait  une  contradiction  dans   la  Géométrie 
itcUc. 

On  peut  donc  dire  maintenant  avec  certitude  que  l'axiome  XI 
dïnclide  n'est  pas  une  conséquence  des  principes  antérieurs  de  la 
(iéométrie  et  ne  peut  être  introduit  que  comme  principe  expérimental 
«épare. 

Nous  sommes  loin  de  prétendre  cependant  que  cette  certitude  ré- 
sulte uniquement  des  explications  que  nous  venons  de  donner  et  qui 
ne  sont  que  le  développement  ou,  si  l'on  veut,  la  matérialisation  des 
ïdées  de  nos  devanciers.  Ces  explications,  qui  étaient  nécessaires 
pour  nous,  ne  le  sont  peut-être  pas  pour  d'autres,  et  nous  ne  les 
considérerions  comme  formant  une  méthode  nouvelle  que  si  nos 
deranciers,  et  en  particulier  M.  Flye  Sainte-Marie,  refusaient  d'y 
voirie  complément  naturel  de  leurs  propres  idées. 

Dans  toute  la  théorie  de  l'axiome  XI  d'Euclide  qui  précède,  on 
^dioet  sans  discussion  les  principes  antérieurs,  mais  une  autre  partie 
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de  la  Gëomëtrie  philosophique  consiste  dans  l'examen  de  ces  pi 
cipes,  l'étude  de  leur  origine,  et  leur  réduction  au  moindre  non 
possible.  Cette  partie,  malgré  de  nombreux  et  remarquables  travi 
est  moins  avancée  que  celle  qui  se  rapporte  au  postulatum.  M.  I 
Sainte-Marie  s'en  occupe  aussi  dans  un  Chapitre  complément! 
mais  il  n'entre  pas  véritablement  dans  le  fond  de  la  question.  I 
cherche  point  à  réduire  le  nombre  des  principes  fondamentaos 
minimum;  car  ceux  qu'il  admet  et  auxquels  il  ramène  les  an 
sont  évidemment  trop  nombreux. 

Nous  signalerons  cependant  : 

i^  Son  premier  principe  :  l'admission  a  priori  de  la  notion 
plus  et  du  moins  dans  les  longueurs  comptées  sur  des  lignes  q 
conques,  principe  qui  nous  parait  effectivement  indispensable  i 
l'état  actuel  de  cette  partie  de  la  Science  et  qui  d'ordinaire  n'est 
mentionné  explicitement.  Notons  d'ailleurs  que,  eu  égard  i  l'ui 
qu'on  doit  en  faire,  cette  notion  peut  être  remplacée  par  celle 
plus  et  du  moins  dans  la  distance  absolue  de  deux  points  nu 
matiqucs(  abstraction  faite  de  tout  moyen  de  mesure). 

2^  Sa  démonstration  de  l'existence  du  plan,  qui  est  exacte,  1 
qu'elle  ne  soit  peut-être  pas  complètement  nouvelle. 

Eu  somme,  il  nous  parait  incontestable  que  l'Ouvrage  de  M.  1 
Sainte-Marie  contribuera  efficacement  aux  progrès  ultérieurs  d 
Géométrie  philosophique,  et  nous  pensons  que  l'Auteur  obtiei 
des  résultats  importants  s'il  veut  bien  appliquer  les  facultés  d 
str action  dont  il  est  si  remarquablement  doué  à  l'étude  plus  ap| 
fondic  des  matières  qu'il  a  efilcurées  dans  son  Chapitre  complén 
taire.  De  Tilly. 
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geben  von  C.-W.  Borchardt  (*). 
T.  71  (Suite)  5  1870. 

Thomas  (J.).  —  Alémoiresur  la  détermination  de  fl(o,  o, . . . 
par  les  modules  des  fonctions  algébriques,  (aa  p.) 


(>)  Voir  ^af//eriit,  1. 1,  p.  a4. 
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Consulter  le  trayail  du  même  Auteur,  t.  66  du  Journal  et 
t.TO,  p.  4^7 î  du  Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Phjsik. 

PiTM  (F.-E.).  —  Démonstration  de  deux  théorèmes  de  la 
théorie  des  fonctions.  (i4  p.) 

KuiCHHOFF  (G.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  solide  de  réi^olution 
dans  un  fluide.  (  26  p.) 

Dans  leur  Traité  de  Philosophie  naturelle,  MM.  Thomson  et 
Tiit  ont  étudié  le  mouvement  d'un  solide  de  révolution  dans  un 
fluide  et  l'ont  résolu  sous  la  condition  que  le  corps  solide  ne  tourne 
pas  autour  de  son  axe  et  que  cet  axe  demeure  dans  un  plan  fixe . 
M.  Kirchhoffa  reconnu  que  le  problème  pouvait  être  traité,  même 
sans  cette  restriction,  par  le  seul  emploi  des  fonctions  elliptiques. 

L'Auteur  donne  les  équations  difTérentiell^s  du  mouvement  en 
faisant  les  suppositions  suivantes  :  un  corps  solide,  de  forme  quel- 
conque, ayant  sa  masse  distribuée  d'une  manière  quelconque,  se 
meut  dans  un  fluide  incompressible,  homogène,  limité  par  une  sur- 
face fixe,  fermée,  située  à  l'infini.  Le  fluide  est  dénué  de  frotte- 
ment. Les  forces  qui  agissent  sur  le  corps  ont  un  potentiel  qui  ne 
dépend  que  de  la  position  du  corps.  On  ne  suppose  pas  dans  le 
fluide  de  mouvement  tourbillonnaire.  Les  vitesses  varient  partout 
dans  le  fluide  d'une  manière  continue  avec  la  position  du  lieu  con- 
sidéré j  cette  supposition  exclut  le  cas  où,  de  la  surface  du  corps, 
partirait  une  surface  qui,  sembl^le  à  celle  d'un  rayon  qui  se  meut 
dans  on  fluide  homogène,  entraînerait  des  portions  de  ce  fluide  ayant 
des  vitesses  difierentes.  Enfin,  le  système  a  été  tiré  de  l'état  de 
repos  par  l'action  des  forces  qui  ont  agi  sur  le  corps.  Cette  suppo- 
lition  constitue  une  limitation  du  problème  dans  le  cas  où  l'espace 
fcmpli  par  le  fluide  est  à  connexion  multiple,  où  le  corps  a,  par 
exemple,  la  forme  d'un  anneau. 

Enfin,  pour  rendre  possible  l'intégration  du  problème,  on  sup- 
pose plus  tard  que  les  forces  qui  agissent  sur  le  corps  s'évanouissent, 
que  la  surface  du  corps  est  de  révolution,  la  distribution  de  la 
^i^^sse  étant  symétrique  autour  de  l'axe. 

Quant  à  la  partie  analytique  très-élégante  du  Mémoire,  nous  en 
ivons  dit  quelques  mots  dans  le  compte  rendu  d'un  Mémoire  pos- 
térieur de  M.  Qebsch  sur  le  même  sujet  (  *  ) . 


Il 


)  Tob  BmlUeim^  t.  II,  p.  358. 
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•  KiRCHHOFF  (G.).  —  Sur  les  forces  que  deux  anneaux  solides  infi- 
niment minces  placés  dans  un  fluide  paraissent  exercer  l'un  sur 
l'autre,  (ii  p.) 

Si  un  corps  solide  est  placé  dans  un  fluide  en  mouvement,  il  est 
soumis  à  Taction  de  pressions  qui,  en  général,  ne  se  font  pas  équi- 
libre. Si  dans  le  voisinage  du  premier  corps  on  place  un  deuxième 
solide,  il  exercera  une  influence  sur  le  mouvement  du  fluide  et,  par 
conséquent,  sur  les  pressions  qui  sollicitaient  le  premier  corps.  Si 
ces  pressions  se  font  équilibre  sur  le  premier  corps  quand  le 
deuxième  est  à  l'infini,  et  qu'elles  cessent  de  se  détruire  quaud  ce 
deuxième  corps  est  rapproché  à  une  distance  finie,  on  peut  dire 
qu'il  exerce  une  action  apparente  sur  le  premier.  C'est  un  cas  qui 
se  réalise  si  les  deux  corps  sont  des  anneaux  infiniment  minces  et  si 
le  fluide  a  le  mouvement  le  plus  général  qu'il  puisse  avoir  quand  il 
est  supposé  à  l'état  de  repos  à  l'infini.  Les  hypothèses  faites  sur 
les  fluides  sont,  d'ailleurs,  les  mêmes  que  dans  le  Mémoire  pré- 
cédent. Quant  à  la  forme  des  anneaux,  on  suppose  que  chacun 
d'eux  a  une  ligne  médiane,  de  forme  quelconque,  et  que  les  sections 
normales  en  chaque  point  sont  des  cercles  de  rayon  infiniment 
petit  et  constant,  ayant  leur  centre  sur  la  médiane. 

En  tenant  compte  des  précédentes  suppositions,  l'auteur  dé- 
montre que  les  forces  apparentes  qui  agissent  sur  les  deux  anneaux 
sont  les  mêmes  que  les  actions  qui  se  produiraient  si  les  deux  an- 
neaux étaient  parcourus  par  deux  courants  électriques. 

LiPSCHiTZ  (R.)«  —  Dés^eloppement  de  quelques  propriétés  des 
formes  quadratiques  de  n  différentielles,  (2  art.  ^  22  p.) 

Ces  recherches  considérables  ont  leur  origine  dans  des  travaux  an- 
térieurs, publiés  au  T.  70,  par  MM.  Christoflcl  etLipschitz,  sur  les 
formes  homogènes  à  n  diflerentielles.  Si  l'on  considère  l'expression 

f{dxif  dxi, ...  y  dxn  ) 

fonction  homogène  des  n  difTérentielles  dxi ,  rfa:,,  • . . ,  dx^  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  quelconques  des  variables  Xi,  Xs, 
OTj,. . .,  x„^  on  a  ce  que  MM.  Lipschitz  et  ChristoflTel  appellent,  . 
avec  raison,  des  formes  homogènes  de  difTérentielles.  De  telles 
expressions,  quand  elles  sont  quadratiques,  jouent  un  r6le  des  plus 
importants  en  Mécanique  et  en  Géométrie,  et  l'on  peut  dire  que  le 
problème  général  de  la  Mécanique  n'est  qu'une  extension  du  pro- 
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bième  des  lignes  gëodiSsiques.  D'autre  part,  dans  ces  derniers  temps, 
les  conceptions  nouvelles  sur  le  postulatum  d*Euclide,  les  travaux 
de  Riemann  ont  conduit  à  la  considération  des  espaces  à  un  nombre 
quelconque  de  dimensions.  On  voit  donc  tout  l'intérêt  que  peuvent 
airoir  des  recherches  telles  que  celles  dont  nous  parlons,  intérêt 
qa^avait  reconnu  et  signalé,  il  y  a  bien  longtemps,  M.  Liouville 
dans  une  Note  de  son  Journal  [^),  Les  recherches  actuelles  de 
M.  Lipschitz  ayant  été  suivies  de  plusieurs  autres  Conmiunications, 
BOUS  en  ferons  l'objet  d'une  étude  d'ensemble,  quand  elles  seront 
terminées.  Nous  regrettons  seulement  que  l'Auteur  n'ait  pas  jugé 
a  propos  d'exposer  les  résultats  obtenus  avec  le  développement 
qu'ils  méritent  et  de  manière  à  les  rendre  facilement  accessibles. 

Bachmahk  (P.)-  —  Sur  la  transformation  des  formes  guadra- 
tiques  ternaires.  (8  p.) 

M.  Hermitc  a  donné,  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  47,  p.  41 5, 
des  formules  qui  contiennent  toutes  les  transformations  d'une 
ferme  quadratique  en  ellc-môme.  L'Auteur  se  propose  de  recher- 
cher sous  quelles  conditions  les  formules  donnent  les  transforma- 
tions à  coefficients  entiers  et  il  se  borne,  d'ailleurs,  à  l'examen  d'un 
cas  da  problème. 

Pet  M  (F.-E.).  —  Sur  une  intégrale  prise  sur  un  contour, 
^10  p.) 

PocHHAMXER  (L.).  —  Sur  les  fonctions  lijper géométriques  du 
n*^  ordre.  (87  p.) 

L'Auteur  remarque  que  la  méthode  appliquée  par  Riemann  à  la 
série  hypergéométrique,  et  dans  laquelle  on  déGnit  une  fonction 
par  ses  seules  discontinuités,  peut  être  étendue  à  une  suite  de  fonc- 
tions analogues  satisfaisant  à  des  équations  diilërentielles  du  n^^^* 
ordre,  et  qui  conservent  la  plupart  des  propriétés  de  la  série  hyper- 
^métrique.  Cet  article  a  donné  lieu  à  des  remarques  de  M.  Fuchs, 
dont  l'indication  se  trouve  plus  loin. 

Heixe  (E.)'  —  Sur  les  séries  trigonométriques.  (i3  p.) 

Schubert.  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques.  (21  p.) 
L'Auteur  se  propose  dans  ce  Mémoire  de  donner  des  démonstra- 

(';  Jomrnal  de  Mathiwuuiqtut  pures  et  appliquées,  t.  XV H,  p.  478* 
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lions  des  nombreuses  propositions  dues  principalement  a  M.  Ch^slft 
et  relatives  à  la  théorie  des  caractéristiques  des  surfaces.  Les  résul- 
tats trouvés  sont  en  pleine  concordance  avec  les  nombres  de 
M.  Chasles,  comme  Tindique  l'Auteur  dans  un  tableau  plaoë 
presque  à  la  fin  du  Mémoire.  M.  Schubert  a  calculé  le  nombre  des 
surfaces  qui  en  touchent  neuf  autres,  et  il  trouve  666  84 1  o88. 

Lappe  (J.).  —  Sur  le  théorème  de  Feuerbach  relatif  au  triangle 
plan.  (4  P-) 

Ou  sait  que  c'est  le  théorème  relatif  aux  contacts  entre  le  cercle 
des  9  points  et  les  cercles  tangents  aux  3  côtés  d'un  triangle. 

T.  72  5  1870. 

LiPscHiTz  (R.)  —  Suite  des  recherches  sur  les  fonctions  homo- 
gènes  de  n  différentielles.  (56  p.) 

Helmuoltz.  —  Sur  les  équations  du  mouvement  de  l' électricité 
pour  les  corps  conducteurs  au  repos.  (  j3  p.) 

Voici  comment  Tillustre  physicien  caractérise  ses  recherches: 
«  J'ai  été  amené,  à  Toccasion  de  certaines  expériences,  à  étudier 
de  quelle  manière  les  courants  électriques  commencent  à  se  produire 
à  Tintérieur  d'un  corps  conducteur.  Les  équations  du  mouvement 
des  courants  électriques  d*intensîté  variable  pour  les  -conducteurs  à 
trois  dimensions,  qui  se  déduisent  de  l'hypothèse  remarquable  de 
M.  H.  Webcr  sur  le  mode  des  actions  électriques  à  distance,  ontété 
développées  par  M.  KîrchhofT  (  *  )  et  employées  avec  succès,  en  par- 
tie par  lui,  en  partie  par  d'autres  géomètres,  pour  rexplication  de 
quelques  phénomènes.  Dans  mon  essai  pour  les  appliquer  à  une  nou- 
velle question,  apparurent  des  conséquences  physiquement  inaccep- 
tables, et  un  examen  plus  rigoureux  me  convainquit  bientôt  queU 
cause  en  était  dans  les  principes  de  la  théorie  et  que,  daprès les 
conséiiuences  de  la  théorie  de  Weber,  l'équilibre  de  l'élasticité  au 
repus  dans  un  corps  conducteur  devrait  être  instable,  et  que,  par 
suite,  cette  théorie  conduit  à  admettre  la  possibilité  de  courants 
électriques  dont  rintensité  deviendrait  de  plus  en  plus  grande. 

»  Au  contraire,  quand  j'essayai  de  former  les  nouvelles  équations 
du  mouvement  dans  lesquelles  j'utilisais,  au  lieu  delà  loi  de  Weber, 

(*)  Annales  de  Poggendorff,  t.  Cil»  p.  ôa^. 
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U  lormule  qui  a  senri  de  base  à  la  théorie  de  rindoction  de  M.  F.» 
E.  Neumann  (le père),  j'obtins  des  équations  qui  pouvaient  être  em- 
plojces  et  qui  conduisaient  i  un  équilibre  stable  pour  Télcctricité 
an  repos.  » 

D'après  cela,  la  marche  suivie  par  M.  Helmholtz  a  été  la  sui- 
vante. Il  a  laissé  indéterminée  la  loi  d'après  laquelle  agissent  deux 
âéments  de  courant,  en  n'acceptant,  bien  entendu,  que  les  lois  théo- 
riques compatibles  avec  la  formule  découverte  par  Ampère,  mais  en 
rejetant  de  plus  celles  de  ces  lois  qui  ne  conduisent  pas  i  un  équi* 
libre  stable  pour  rélcctricité  au  repos. 

L'Auteur  cite  les  auteurs  suivants  de  recherches  sur  le  sujet  dont 
il  s'occupe  : 

GiAS!iiiA?r<c.  -—  Neae  Théorie  der  Electrodynamîk.  [Annales  de  Poggendnrff, 
T.  LXIV,  1845.) 

KimcHiioFF.—  Die  mathematischen  Gresetze  der  inducirten  elektrischen  Sirbme 
[Schriù*'n  der  Bcrlincr  Akad.  d,  ff^issensch,^  i845.)  —  Ueber  ein  allgemeines 
Princip  der  mathematischen  Théorie  inducirter  elektrischer  Slrome.  Beriin, 
Reimer,  1848. 

NcuMAXTf  (  C).  —  Nachrichten  von  der  Kôn/'gl.  GesellscJutft  d.  fFiss.  zii  Gôt- 
ttMf^rn,  16  juin  1868. 

Maxwell  (Cl.)*  ~~  Phiiosophical  Transactions.  P.  I,  p.  4^9.  Londres. 

JocHMAXN.  —  Journal  de  Borchanit,  T.  LXIII,  p.  158-178,  3a9>33i. 

LoaiEBG.  —  Môme  Recueil,  T.  LXXI,  p.  53. 

WsBEB  ^11.).  —  Elcclrodynamische  Maashestimmungcn. 

Caxtoe  (G.).  —  Sur  un  tJiéorème  concernant  les  séries  trigono^ 
mtrtriifues.  (9p.) 

Ci3TOE  (G.). -—  Démonstration  qu'une  fonction  donnée  pour 
chatfue  valeur  réelle  de  x  par  une  série  trigonométrique  peut 
être  développée  d'une  seule  manière  en  une  série  de  cette  forme. 

4p) 

EisESTLona  (F.).  —  Sur  la  représentation  conforme  des  surfaces. 

v9p! 
Depuis  les  recherches  de  Lambert,  de  Lagrangc  et  de  Gauss,  on 

s'est  proposé,  dans  toutes  les  représentations  de  la  surface  de  la 

TiTre  sur  un  plan,  que  ces  représentations  soient  conformes,  c'est 

à-dirc  qu'elles  aient  lieu  avec  similitude  des  éléments  inûniment 

petits.  Mais,  parmi  les  représentations  d*une  surface  sur  une  autre, 


i44  BULLETIN  DES  SCIENCES 

il  y  en  a  un  nombre  infini  qui  remplissent  cette  première  condi* 
tîon.  Nous  croyons  que  c'est  M.  Tchebychef  qui  s'est  le  premier  pro- 
posé de  choisir,  parmi  toutes  ces  représentations,  celle  qui  convient 
le  mieux  à  la  surface  d'un  pays.  M.  H.  Weber,  dans  un  remar- 
quable Mémoire,  inséré  au  tome  67  du  Journal  de  Borchardt, 
a  cherché  à  définir  le  défaut  d'un  point  de  la  carte  en  le  mesurant 
par  le  logarithme  du  rapport  de  l'amplification  en  ce  point  i  la 
même  amplification  prise  comme  unité  dans  un  point  fixe  de  la 
carte,  et  alors,  d'après  les  principes  de  la  méthode  des  moindres  car- 
rés, il  a  cherché  le  minimum  d'une  intégrale  dont  l'élément  est  le 
carré  du  logarithme  précédent  multiplié  par  l'élément  de  la  surface 
h  représenter.  Ce  géomètre  a  été  ainsi  conduit  à  T intégration  d'une 
équation  différentielle  très-compliquée  du  4**  ordre.  M.  Eiscnlohr 
traite  la  même  question,  mais  en  employant  un  autre  élément  que 
M.  Weber  pour  la  mesure  du  défaut  de  la  carte  en  chaque  point. 

Kronecker  (L.)'  —  Remarques  sur  la  théorie  des  déterminants. 

(24  p.) 

Ces  remarques,  faites  sous  forme  de  lettres  à  M.  Baltzer,  sont 
très-intéressantes  et  se  rapportent  à  différents  sujets.  Nous  saisirons 
cette  occasion  pour  recommander  la  notation  de  M.  Kronecker  pour 
les  déterminants. 

rcpiH^sente  le  déterminant  Zii=  a,,  at|. .  .ani,  des  éléments  an.  On 
pourrait,  de  même,  quand  les  différentes  lignes  ne  diflèrent  que  par 
les  indices,  écrire 

I  ai,  biy  Ci,  di,.. .  I  . 

KoENiGSBERGER.  —  Reckerchcs  algébriques  sur  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  (79  p.) 

La  théorie  de  la  transformation  fournit,  en  dehors  des  équations 
modulaires,  une  suite  d'autres  équations  algébriques  tout  aussi 
importantes  :  ce  sont  celles  qui  donnent  le  multiplicateur  de  la 
transformation  et  le  produit  du  module  transformé  par  son  com- 
plémentaire. Le  P.  Joubcrt  et  M.  Hermite  ont  déjà  indiqué 
quelques  propriétés  importantes  de  ces  équations.  M.  Koenigsbcr- 
ger  développe  leur  théorie  générale,  analogue  à  celle  qu'il  a  déjà 
donnée  pour  les  équations  modulaires  dans  son  Livre  Sur  la  trans- 
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Jormation  des  fonctions  elliptiques.  Le  travail  actuel  est  une  suite 
tris-remarçpiable  de  l'Ouvrage  que  nous  venons  de  citer. 

FrcHS  (L.).  —  Remarques  sur  le  Mémoire  de  M.  Pochham^ 
Kur.  (8  p.) 

ScBLAEFLi   (L.).  —  Sur  Véquation  aux   dérivées   partielles 

L'équation  dont  s'occupe  M.  Schlâfli  est,  comme  on  sait,  celle 
qu'on  rencontre  dans  la  théorie  de  la  chaleur,  et  qui  convient  au 
mouvement  de  la  chaleur  dans  les  corps  à  une  dimension.  L'Auteur 
Ilntegrc  par  un  procédé  simple,  et  il  montre  que  les  résultats 
obtenus  par  lui  permettent  d'exprimer  avec  facilité  les  conditions 
aux  limites  dans  les  problèmes  les  plus  simples.  Ces  problèmes  sont 
ceux  qui  ont  été  traités  par  Riemann  dans  ses  Leçons,  publiées  par 
M.  K.  HattendorfT. 

Wetr  (Em.).  —  Sur  les  involutions  de  degré  supérieur.  (8p.) 

Ce  travail  considère  surtout  les  involutions  rapportées  aux 
points  et  aux  tangentes  d*une  conique.  Il  est,  en  elFet,  très-avan- 
tageux, comme  l'ont  fait  d'ailleurs  implicitement  ou  explicitement 
plusieurs  géomètres,  de  considérer  les  involutions  sur  une  conique  : 
cette  considération  permet  de  substituer  à  la  théorie  des  courbes 
ccUe  des  involutions  de  degré  supérieur,  et  réciproquement. 
M.  Weyr  démontre  quelques  propositions  élégantes,  le5  suivantes, 
par  exemple  : 

Si  deux  polygones  à  n  sommets  sont  inscrits  dans  une  conique, 
leurs  n(n  —  i)  côtés  touchent  une  courbe  de  (n  —  ijième  classe.  Il  y 
a  alors  une  infinité  de  polygones  semblables  Inscrits  dans  la  conique 
et  circonscrits  à  la  courbe  de  (ti  —  iy*">«  classe. 

Si  un  polygone  à  n  sommets  inscrit  dans  une  conique  est  circon- 
scrit à  une  courbe  C,.i  de  la  (n  — 1)»*»«  classe,  il  y  a  une  InGnité 
de  polygones  jouissant  de  la  même  propriété  par  rapport  aux  deux 
courbes. 

Rete  (Th.).  —  Moments  d'inertie  et  de  degré  supérieur  d'un 
système  de  masses  par  rapport  à  un  plan.  (33  p.) 
L'Auteur  appelle  «'•"•  moment,  par  rapport  à  un  plan  P,  d*un 

corps  quelconque  l'intégrale  1  r^dm  étendue  à  toute  la  masse  du 

Bail,  dei  Sciences  muuhém,  et  astron,^  t.  III.  (Mai  1873.)  iq 
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COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  de  l'Académie  des  Sci^xces, 
publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels, 

T.  LXXIV. 

K<>  8.  Séance  di  19  féTrier  1872. 

Delaunay.  —  Remarques  au  sujet  des  expériences  de  M.  Wolj 
sur  le  pouvoir  réflecteur  des  miroirs  en  verre  argenté. 

Vaillant   (le  maréchal).  —  Sur  les  phénomènes  qui  donnent 
naissance  aux  aurores  boréales. 

CiOTTi.  —  Sur  l'emploi  des  lames  élastiques  vibrantes  comme 
moyen  de  propulsion. 

Respighi.  —  Sur  l'analyse  spectrale  de  la  lumière  zodiacale. 

Lœwy  et  Tisserand.  —  Sur  la  recherche  de  la  planète  perdue 
@  Djke. 

Zevthen.  —  Détermination  des  caractéristiques  des  systèmes 
élémentaires  de  cubiques. 

M.  Chasles,  en  présentant  ce  travail  de  M.  Zeuthcn,  ajoute  les 
remarques  suivantes  : 

«  La  méthode  de  M.  Zeuthen  (  pour  déterminer  les  caractérisa 
tiques  des  systèmes  de  coniques)  repose  sur  la  détermination  de 
y  ordre  de  multiplicité  àQS  coniques  exceptionnelles  on  quasi-co^ 
niques,  qui  existent  dans  presque  tous  les  systèmes  de  coniques 
satisfaisant  à  quatre  conditions  données,  et  dont  il  faut  tenir 
compte  ]  recherches  souvent  très-épineuses,  surtout  dans  les  ques- 
tions de  contact  d'ordre  supérieur,  et  dont  l'Auteur  a  surmonté  les 
ditEcultés  avec  autant  de  rigueur  que  de  talent  et  de  sûreté  de  juge- 
ment. 

)>  Le  travail  actuel,  qui  présentait  aussi  des  difficultés  multiples 
du  même  genre,  marque  un  pas  considérable  dans  la  théorie  gêné-' 
raie  des  courbes,  puisque  maintenant  la  méthode  propre  à  la  théo- 
rie des  coniques,  par  laquelle  on  remplace,  à  l'aide  du  principe  de 
correspondance,  les  équations  de  condition  et  les  éliminations  de 
l'analyse,  par  de  simples  substitutions  de  conditions  quelconques  k 
des  conditions  élémentaires,  s'appliquera  aux  cubiques. 
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»  J'ëprouYe  une  double  satisfaction,  dans  ce  moment,  en  pouvant 
ajouter  que  déjà  M.  Maillard,  jeune  professeur  attaché  à  la  Section 
mathànatiq[ue  des  Hautes  Etudes,  a  fait  de  cette  question  si  impor- 
tante le  sujet  d'une  excellente  thèse  pour  le  doctorat,  thèse  soumise 
k  la  Faculté  des  Sciences,  en  juillet  1870,  et  qui,  le  16  décembre 
1871,  a  obtenu  les  éloges  les  plus  mérités  et  les  plus  flatteurs  du 
jury  d'examen  (MM.  SeriSct,  Briot,  Ossian  Bonnet). 

»  Le  travail  de  M.  Zeuthen  n'en  conserve  pas  moins  un  mérite 
propre  et  une  utilité  réelle,  car  la  marche  n'y  est  pas  la  même, 
ratant  que  l'on  peut  en  juger  par  la  première  partie,  où  les  résul- 
tats numériques  toutefois  sont  concordants.  Les  difficultés  que  pré- 
sentaient les  cas  si  variés  du  sujet  auront  exigé,  de  part  et  d'autre, 
des  vues,  des  expédients,  des  relations  différentes  entre  tous  les 
éléments  de  chaque  cas,  qui  seront  autant  d'acquisitions  actuelles 
et  d'indications  précieuses,  quand  on  étendra  ces  recherches  aux 
courbes  du  4*  ordre,  et  bientôt  après,  sans  doute,  aux  courbes 
d'ordre  quelconque.  Car,  ainsi  que  j'ai  déjà  eu  l'honneur  de  le  dire 
i  TAcadémie,  dans  le  cours  de  mes  Communications  concernant 
cette  théorie  des  deux  caractéristiques  :  <c  Ce  qui  manque  principa- 
»  lement,  pour  que  la  théorie  des  courbes  d'ordre  supérieur  soit 
>  aussi  complète,  ou  du  moins  aussi  avancée  que  celle  des  coniques, 
»  c'est  de  connaître  les  caractéristiques  rfe^ systèmes  élémentaires 
•  de  chaque  ordre  de  courbes.  »  (Comptes  rendus,  T.  LXII, 
p.  326.)  Et  tel  a  été  le  sujet  des  recherches  de  IVDL  Maillard  et 
Zeuthen.  » 

Nouvelles  Communications  sur  l'aurore  boréale  du  4  février  : 

Taeht  .  —  Sur  l'origine  des  aurores  polaires, 

SiLBEEMÀKir.  —  Alémoire  sur  des  faits  dont  on  peut  déduire  : 
I*  une  théorie  des  aurores  boréales  et  australes^  fondée  sur  l'exis- 
tence des  marées  atmosphériques;  2®  l'indication,  à  l'aide  des 
aurores,  de  l'existence  d'essaims  d'étoiles  filantes  à  proximité 
du  globe  terrestre. 

N<>  9.  Séiice  11  26  réfrier  1872. 

Saikt-Vehaivt  (de).  —  Mémoire  sur  l'hjdrodjnamique  des 
cours  d'eau. 
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M.  de  Saint- Venant  se  propose  d'abord  de  déterminer  dans  quels 
cas  et  entre  quelles  limites  les  équations  de  Naider  {Leçons  à 
l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  2*  Partie,  p.  89)  sont  justes  et 
applicables.  Navicr  a  établi  ses  formules  en  supposant,  dans  le 
fluide,  des  mouvements  moléculaires  réguliers,  c'est-à-dire  ne 
yariant  que  d'une  manière  bien  continue,  ou  ni  brusque  ni  rapide 
d'un  point  à  un  autre,  ou  d'un  instant  au  suivant.  M.  de  Saint- 
Venant  montre  que,  dans  cette  supposition,  la  théorie  de  Navier  est 
pleinement  rationnelle  \  que  les  formules  de  Navier  peuvent  s'ob- 
tenir par  des  considérations  théoriques  de  formes  différentes  et 
qu'elles  doivent  considérer  comme  pleinement  confirmées  par  les 
faits,  toujours  pour  les  mouvements  réguliers,  ou  affectés  seule- 
ment, comme  il  a  dit,  de  stries  au-dessous  de  toute  grandeur  per- 
ceptible. 

Phillips.  —  Théorème  sur  le  spiral  réglant  des  chronomètres. 

Au  théorème  démontré  dans  la  séance  du  i3  novembre  187I9 
savoir  : 

<(  Toutes  les  fois  que  la  forme  d'un  spiral  est  telle  qu'il  n'existe, 
pendant  le  mouvement,  aucune  pression  contre  l'axe  du  balancier, 
il  arrive  que,  pendant  le  mouvement,  le  centre  de  gravité  de  ce  spi- 
ral est  constamment  sur  l'axe  du  balancier  », 

M.  Philipps  ajoute  aujourd'hui  la  proposition  réciproque  sui- 
vante : 

«  Toutes  les  fois  que  la  forme  d'un  spiral  est  telle  que,  pendant 
son  mouvement,  son  centre  de  gravité  soit  constamment  sur  l'axe 
du  balancier,  il  arrive  que  celui-ci  n'éprouve,  pendant  le  mouve- 
ment, aucune  pression  de  la  part  du  spiral.   » 

Secchi  (Le  p.).  —  Sur  V aurore  boréale  du  J^fés^rier,  observée  à 
Rome,  et  sur  quelques  nouv^eaux  résultats  d' analyse  spectrale. 

Maket.  —  Détermination  des  inclinaisons  du  plan  de  l'aile  aux 
différents  instants  de  sa  rév»olution. 

Ma^nheim.  —  Exposition  sommaire  d'une  théorie  géométrique 
de  la  courbure  des  surfaces, 

M.  Mannhcim  aborde  par  une  méthode  tout  à  fait  nouvelle  l'étude 
géométrique  de  la  courbure  des  surfaces.  Dans  son  Mémoire  in- 
titidé  :  Etude  sur  le  déplacement  d'une  figure  de  forme  inva» 
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riable  (Mémoires  des  Savants  étrangers,  T.  XX,  ou  Journal  de 
V École  Polytechnique^  XLIIP  cahier),  M.  Mannheim  avait  dt'jà 
£ut  connaître  cette  proposition  : 

«  Si,  â  partir  d'un  point  a  sur  une  surface  (A),  on  trace  des 
courbes  quelconques,  les  normalies  à  cette  surface,  qui  ont  ces 
courbes  pour  directrices,  sont  tangentes  entre  elles  en  deux  points 
&  et  c  situés  sur  la  normale  A  menée  de  a  à  (A).  Les  plans  tangents 
communs  à  ces  normalies  sont  rectangulaires.  Soient  B  et  C  les  nor- 
males communes.  » 

Cette  propriété  est  le  point  de  départ  et  le  principe  de  la  non- 
Telle  méthode  exposée  par  M.  Mannheim.  Les  droites  B  et  C  se 
trouvent  substituées  à  Tindicatrice  de  M.  Dupin;  il  retrouve 
aiusi  les  propriétés  connues  sur  les  courbures  des  surfaces  et  d'autres 
propriétés  nouvelles. 

Lalakne.  —  Note  sur  quelques  relations  entre  les  quantités 
angulaires  des  polyèdres  convexes. 

M.  Lalanne  énonce  les  trois  propositions  suivantes  (le  trièdre 
trirectangle  est  Tunité  pour  les  angles  trièdres,  et  poiu*  les  dièdres 
Tunité  est  la  moitié  du  dièdre  rectangle  )  : 

«  I®  Dans  tout  polyèdre  convexe,  Texcès  de  la  somme  des  dièdres 
sur  la  somme  des  angles  solides  est  égal  à  l'excès  du  quadruple  du 
nombre  des  faces  sur  8  \ 

»  a^  La  somme  des  angles  solides  et  des  suppléments  des  dièdres 
est  égale  au  quadruple  du  nombre  des  sommets^ 

»  3^  La  somme  des  angles  solides  et  des  suppléments  des  dièdres 
est  égale  à  la  somme  des  angles  plans  des  faces  (rapportés  à  l'angle 
droit)  augmentée  de  8.  » 

Zeuthen.  —  Détermination  des  caractéristiques  des  systèmes 
élémentaires  de  cubiques, 

La  ^lote  précédente  de  M.  Chasles  indique  parfaitement  l'état 
actuel  de  la  science  sur  cette  question  des  caractéristiques*,  nous 
Dous  contenterons  de  signaler  les  principaux  résultats  donnés  par 
M.  Zeuthcn. 

1®  Cubiques  douées  d' un  point  cuspidal. 

Notations  : 

fx  nombre  des  courbes  du  système  passant  par  un  point  quel- 
conque \ 
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II'  nombre  des  courbes  du  système  touchant  une  droite  quel- 
conque \ 

c  ordre  du  Heu  des  points  cuspidaux  des  courbes  du  système  ; 

r  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  aux  points  cuspidaux  ^ 

c'  classe  de  Tenveloppe  des  tangentes  d'inflexion  ; 

r'  ordre  du  lieu  des  points  d'inflexion  ; 

G  nombre  des  cubiques  singulières  composées  d'une  conique 
et  d'une  de  ses  tangentes. 

M.  Zeuthen  ne  donne  les  formules  qui  suivent  que  pour  le  cas  où 
les  systèmes  n'admettent  que  les  courbes  singulières  indiquées  ci- 
dessus;  sans  cette  restriction,  dit-il,  il  serait,  en  général,  impos- 
sible d'exprimer  le.  nombre  des  courbes  satisfaisant  à  une  septième 
condition  par  les  seules  caractéristiques  [i  et  fx'.  Ceci  posé,  on  a  les 
formules  suivantes  : 

(i)  ^ix  =  ix[-i'3c,     4f'=P-^-3c', 

(2)  2r=/x-4-c,        ar'  =  [jl'-^  c', 

(3)  1(T  =  fJL-^-  fJL\ 

Système  (  3p,  2/)  :  o-  =  168,  ix=iiM'  =  168,  c  =  c'  =  168. 

Système  {J^p,  ni)  :  (7=:  i^i,  p=ii4,  0  =  96,  c' =  186,  fx'  =  i68. 
Système  {^p,  l)\  o-=i:87,  ^:=6o,  0  =  42,  C'=:l32,  |x'=:il4. 
Système[&p)i        (t  =  ^'2,     ix  =  7/^,     c==:  12,  c' =  72,     ^'=60. 

application:  ^[ap,  [3/,  {cp)]  =  2,  8,  20,  38,  44»  3a, 

a  étant  5,  4?  3,  2,  i,  o  respectivement  et  |3  =  5 — a\  (cp)  est  la 
condition  d'avoir  pour  point  cuspidal  un  point  donné. 

2®  Cubiques  douées  d'un  point  double. 

Notations  : 

p.  nombre  des  courbes  du  système  passant  par  un  point  quel- 
conque ; 

(x'  non^re  des  courbes  du  système  touchant  une  droite  quel- 
conque; 

b  ordre  du  Heu  des  points  doubles  ; 

i^  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  aux  points  doubles; 

c'  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  d'inflexion  ; 

r'  ordre  du  lieu  des  points  d'inflexion  ; 
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1  nombre  des  courbes  du  système  ayant  un  point  cuspidal  \ 
cr  nombre  des  cubiques  singulières  composées  d'une  conique  et 
d'une  droite. 

On  a  les  formules  suivantes  (les  systèmes  sont  supposés  ne  ren- 
fermer que  les  singularités  dont  on  a  désigné  les  nombres  par  y 

eto)  : 


(•) 

4/X  =  fJl'-f-2  6, 

(») 

6/x'==  a  +  cjH-  3c', 

(3) 

ir  =  6  -f.  ^, 

(4) 

f -+-  c'  — |ji'4-  3a, 

(5) 

y  =:2i'  —  a  6, 

doû 

(6)  ^=iy»    fi'=^(2Gj-+-y). 

^ilme{Zpy  ^l)\      y  =  96o,     o  =  588,     /x  =  48o,    /!z'  =  712,. . .. 

Pàxbour  (de). —  Sur  la  théorie  des  roues  hydrauliques  :  théo- 
rie de  la  roue  à  réaction. 

Lausscdit.  —  Sur  l'aurore  boréale  du  4  fét^rier  1872. 

L  objet  du  Mémoire  de  M.  Laussedat  se  trouve  indiqué,  en  ces 
termes,  par  l'Auteur  :  «  Nous  avons  voulu  profiter  de  l'occasion,  si 
rat  à  nos  latitudes,  qui  s'est  présentée  le  4  février,  pour  mettre 
kors  de  doute  la  loi  formulée  par  Wilke  et  dont  l'énoncé  ne  diflêre 
pas  géométriquement  de  celui  d'Arago,  savoir  :  que  les  rayons  de 
l  aurore  sont,  en  chaque  station,  parallèles  à  la  direction  de  l'ai- 
guille aimantée  librement  suspendue  par  son  centre  de  grav^ité, 

SiLBERMiifN.  —  Mémoire  sur  des  faits  dont  on  peut  déduire  : 
ï'  une  théorie  des  aurores  boréales  et  australes,  fondée  sur 
^ existence  des  marées  atmosphériques;  2°  l'indication,  à  l'aide 
des  aurores,  de  l'existence  d'essaims  d'astéroïdes  à  proximité  du 
§lobe terrestre.  (Suite.)  L.  P. 
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PROCEEDINGS  of  the  AMEmcÀif  Association  for  the  advancement 
of  Science.  Seventeenth  Meeting  heldat  Chicago,  Illinois,  Âugust 
1868.  Cambridge,  Joseph  Lovering,  1869.  Prix,  1 1 5o  (*). 

LoYERiifo  (J.).  —  Sur  l'application  de  l'électricité  à  la  corner^ 
{^ation  permanente  des  vibrations  du  diapason  et  du  diapason  k 
l' augmentation  des  vibrations  dans  les  cordes  et  les  fils,  (3  p.) 

Grimes  (J.-S.).  — Loi  des  courants  de  V Océan,  (7  p.) 

StoddArd  (O.-N.).  —  La  nature  de  la  décharge  électrique, 

(5  p.) 

LooMis  (Elias).  —  Influence  de  la  Lune  sur  le  temps,  (4  p.) 

Elliot  (B.).  —  Sur  la  valeur  relative  de  l'or  et  de  l'arg&à 
dans  la  série  des  siècles,  (i  p.) 

RoGERs  (W.-A.).  — Sur  une  formule  nouvelle  pour  la  réduc* 
tion  des  observations  dans  le  prime  vertical  analogue  à  la  for* 
mule  de  Majer  pour  la  réduction  des  observations  méridiennes, 
(2  p.) 

Vanderweybe  (P. -H.).  —  Sur  la  relation  entre  le  volume  at(h 
mique  des  différents  métaux  et  leurs  propriétés  magnétiques  <C 
diamagnétiques,  (4  P«) 

Mac  Dermott  (M.).  —  Sur  Vhéliostat,  (6  p.) 

HouGH  (Fr.-B.).  — Sur  les  principes  de  statistique  et  leur  afh 
plication  au  cens,  (5p.) 

Stokwell  (J.-N.).  —  Remarques  sur  la  variation  séculaire  dei 
orbites  planétaires,  (4  P*) 

Newcomb  (S.).  —  Sur  la  théorie  de  Hansen  relative  à  la  constir 
tution  physique  de  la  Lune,  (8p.) 

Abbe  (Cl.).  —  Sur  la  résurrection  de  l'Observatoire  de  Cind^ 
nati.  (2p.) 

(*)  Nous  ne  donnons  que  les  titres  des  Mémoires  de  Physique  et  de  MathémstiqiMI* 
L'Association  se  subdivise  en  plusieurs  sections  :  Tune  d'elles  comprend  les  MslM* 
niatiques,  la  Physique  et  la  Chimie. 


■1 
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MÉLANGES. 

SU  LA  THÉORIE  DES  CARACIÉRISTIIIIIES; 

Par  m.  L.  PAINVIN. 

I .  Une  CQurbe  d'ordre  m  est  déterminée  par  1 1  1 

conditions  ^  il  y  aura  donc  un  nombre  infini  de  courbes  d'ordre  m 

satisfaisant  à  | — —  a  j   conditions  distinctes-,  Ten- 

semble  de  ces  dernières  courbes  forme  un  faisceau.  Parmi  toutes 
les  courbes  du  faisceau,  il  y  en  a  un  certain  nombre,  fx,  qui  passent 
par  on  point  arbitrairement  choisi  ;  il  y  en  a  un  autre  nombre,  v, 
qui  touchent  une  droite  arbitrairement  choisie  ^  les  deux  nombres 
ft  et  y  ont  été  appelés  les  caractéristiques  du  faisceau. 
Une  surface  d'ordre  m  est  déterminée  par 


t(m4-i)(/n-f-  2)(m-4-3)  __  "l 
1.2.3  'J 


conditions  ;  il  y  aura  un  nombre  infini  de  surfaces  d'ordre  m  satis- 
faisant à  I — — « — 5-^^ 2  conditions  distinctes  \  l'en- 
semble de  ces  dernières  surfaces  forme  un  faisceau.  Parmi  les  sur- 
faces du  faisceau,  il  y  en  a  |x  passant  par  un  point  arbitrairement 
choisi,  V  touchant  un  plan  et  p  touchant  une  droite;  les  trois 
nombres  a,  v,  p  sont  dits  les  caractéristiques  du  faisceau. 

2.  La  théorie  des  caractéristiques,  créée  par  M.  Chasles,  n'a 
que  quelques  années  d'existence,  et  déjà  elle  a  donné  à  la  Science 
des  faits  nombreux,  des  résultats  importants  •,  elle  a  rendu  à  la  Géo- 
métrie de  grands  services  et  apporté  a  l'Algèbre  un  concours  in- 
espéré. Mais  il  y  a  encore  beaucoup  à  faire,  un  grand  nombi-e  de 
questions  délicates  restent  à  élucider  \  l'application  aux  courbes  et 
*ux  surfaces  d'ordre  supérieur  commence  à  peine. 

Ajoutons  une  remarque  importante.  Les  caractéristiques  des 
Rentes  élémentaires  pour  les  courbes  et  les  surfaces  du  2*  ordre 
ont  été  déterminées  en  s 'appuyant  sur  des  considérations  géomé- 
^ques.  Or,  lorsqu'on  veut  les  déduire  d'un  calcul  direct,  il  arrive 
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dans  beaucoup  de  cas,  principalement  pour  les  surfaces,  qu'on  se 
trouve  en  présence  de  difficultés  considérables.  Nous  pensons  qaHl 
y  aurait  un  très-grand  intérêt  à  surmonter  ces  difficultés,  car  on 
serait  inévitablement  conduit,  soit  à  des  propriétés  nouvelles  rela- 
tives à  rélimination,  soit  à  des  représentations  analytiques  nouvelles. 
Nous  croyons  que  la  théorie  des  caractéristiques  est  appelée  i 
jouer  un  rôle  important  et  qu'elle  devra  exercer  la  plus  heoreoie 
influence  sur  l'Algèbre  et  la  Géométrie.  Par  conséquent,  nous 
ferons  une  chose  utile  en  donnant  ici  l'indication  des  divers  travaia 
qui  se  sont  produits  dans  ce  sens  et  qui  se  rattachent,  par  des  lient 
plus  ou  moins  étroits,  à  ce  genre  de  questions.  Nous  adopterons 
Tordre  chronologique,  et  nous  rangerons  parmi  ces  travaux  cenx 
qui  ont  précédé  la  création  de  la  théorie  des  caractéristiques  et  ont, 
pour  ainsi  dire,  déposé  le  germe  qui  a  été  si  heureusement  fécondé. 

1861. 

JoNQuiÈRES  (de).  —  Solutions  de  quelques  questions  générales 
concernant  les  courbes  planes  algébriques, 

(Journal  de  Crellcy  T.  59,  p,  3i3.  Journal  de  Liouville^  T.  VI,  a' Série, p.  ii3.) 

1864. 

Chasles.  —  Caractéristiques  dans  les  coniques, 

(Comptes  rendus,  T.  LVIII,  i""  semeslre,  1864,  p.  aaa,  297,  4^5,  1167.) 

JoNQuiÈRES  (de).  —  Propriétés  div^erses  des  systèmes  de  courbes 
d'ordre  quelconque  et  de  surfaces  d'ordre  quelconque. 

(Comptes rendus,  T.  LVIII,  i*' semestre,  1864,  p.  535,  567.) 

Chasles.  —  Caractéristiques  dans  les  coniques, 

(Comptes  rendus,  T.  LIX,  a*  semestre,  1864,  p.  7,  93,  209,  345.) 

Cayley.  —  Sur  les  coniques  qui  touchent  des  courbes  d'ordre 
quelconque, 

(Comptes  rendus,  T.  LIX,  a'  semestre,  1864,  p.  aa4.) 

Cremona.  —  Sur  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  de^ 
conditions  doubles, 

(Comptes  rendus,  T.  LIX,  a'  semestre,  1864,  p.  776.) 
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1865. 

Cbasles.  —  Système  de  coniques  qui  satisjont  à  sept  conditions 
dans  l'espace. 

(Comptes  rendus  y  T.  LXI,  2*  semestre,  i865,  p.  38g.) 

JovQ€ikiiES  (de).  —  Propriétés  des  systèmes  de  surfaces  d'ordre 
quelconque. 

(Comptes rendus,  T.  LXI,  2*  semestre,  i865,  p.  440.] 

JoHQriEEES  (de).  —  Notc  sur  les  systèmes  de  courbes  de  sur- 
faces et  stir  certaines  formules  qui  s'y  rattachent, 

(Journal de  Liouçillc,  T.  X,  2'  série,  i865,  p.  412.) 

Zeittben.  —  Nouv^elles  contributions  à  la  théorie  des  systèmes 

àt coniques  (*). 

(Thèse  en  danois,  i865.) 

1866. 

CniSLEs.  —  Relations  entre  les  deux  caractéristiques  d'un  sys- 
terne  de  courbes  d'ordre  quelconque. 

(Comptes rendus,  T.  LXII,  i"  semestre,  1866,  p.  325.) 

CfliSLEs.  —  Caractéristiques  des  systèmes  élémentaires  des  sur- 
faces du  2*  ordre. 

(Comptes  rendus,  T.  LXII,  i"  semestre  1866,  p.  4o5.) 

Chàsles.  —  Propriétés  des  courbes  unicursales. 

(Comptes  rendus,! .  LXII,  1"  semestre,  1866,  p.  679,  i354.) 

ZEriHEif.  —  addition  à  la  théorie  des  systèmes  de  coniques, 
(Comptes rendus,  T.  LXII,  i"  semestre  1866,  p.  177.) 

JoTTQciÈRES  (de).  —  Essai  d'unc  théorie  des  séries  et  des  ré- 
^ux  de  courbes  et  de  surfaces. 

{Comptes  rendus,  T.  LXII,  i'' semestre,  1866,  p.  agS,  349.) 

CiYLET.  —  Sur  les  coniques  déterminées  par  cinq  conditions 
't  iniersection  avec  une  surface  donnée. 

(Comptes  rendus,  T.  LXIII,  2*  semestre,  1866,  p.  9.) 


^Jt  Bidrag  til  Lœren  om  Sjstemer  af  KegUsnit^  der  ère  underkastede  4  Betingelser, 
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JoNQuiÈREs  (de).  —  Sui'  uTie  théorîe  générale  des  séries  t 
courbes  et  de  surfaces  algébriques. 

(Comptes rendus,  T.  LXIII,  là*  semestre,  1866,  p.  214,  386,  55 1,  600.) 

JowQuiÈRES  (de).  —  Détermination  du  nombre  des  courbes  fi 
ont  un  contact  d'ordre  donné  auec  une  courbe  d'ordre  m,  etc. 

[Comptes  rendus,  T.  LXUI,  2*  semestre,  1866,  p.  4^3,  4B5,  5iàa.) 

Caylet.  —  Notes  sur  quelques-unes  des  formules  de  M.  deJiOi 
quières. 

(Comptes  rendus,  T.  LXm,  a*  semestre,  1866,  p.  666,  670.) 

Chasles  et  Jaif QUIÈRES  (de).  — Discussion  relative  à  la  questim 
de  priorité. 

(  Comptes  rendus,  T.  LXm,  a*  semestre,  1866,  p.  793,  816,  870,  874, 907,  gSf. 

JoNQuiÈRES  (de).  —  Mémoire sur  les  courbes  multiples,  etc. 

(Journal  de  Crellc,  T.  66,  1866,  p.  289.) 

Zeuthen.  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  les  caractérisa 
tiques  des  systèmes  de  coniques. 

(Nouvelles  Annales,  18G6,  T.  VI,  a*  Série,  p.  a4i,  289,  385,  433,  481,  S19J 

1867. 

CiiASLES.  —  Sur  les  systèmes  de  courbes  d'ordre  quelconque. 
(Comptes rendus,  T.  LXIV,  i"  semestre,  1867,  p.  799,  1079.) 

Caylet.  —  Sur  les  courbes  qui  satisfont  à  des  conditions  (fou- 
nées.  Deux  Mémoires.  (69  et  18  p.) 

(Philosophical  transactions  of  the  Royal  Society  of  London,  T.  CLVU,  1867.) 

1868. 

Darboux.  — Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques,  M 
(Comptes  rendus,  T.  LXVII,  1*  semestre,  1868,  p.  î333.) 

JoifQuiÈRCs  (de).  —  Propriétés  des  réseaux  de  courbes  et  A 
surfaces  algébriques. 

(Comptes rendus,  T.  XLVII,  a'  semestre,  1868,  p.  i338.) 
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Zeithe5.  —  Sur  la  déternUnaUon  des   caractéristiques   des 
surfaces  du  a*  ordre. 

\^NouueUes  Annales,  T.  Vil,  a*  série,  1868,  p.  385,) 

1869. 

ScHuniT.  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques. 
{Journal  de  CreUe,  T.  71,  1869,  p.  366.) 

1871. 

Chasles.  —  Propriétés  des  séries  de  coniques  r étatisées  à  cer^ 
taines  séries  de  normales. 

(Comptes  rendus,  T.  LXXII,  i*'  semestre,  1871,  p.  4i9«) 

CfliSLES.  —  Propriétés  des  systèmes   de  coniques,  dans  les- 
quelles  se  trouvent  des  conditions  de  perpendicularité , 

(Comptes  rendus,  T.  LXXII,  i**  semestre,  1871,  p.  487.) 

Crasles.  —  Tliéorèmes  divers  concernant  les  systèmes  de  co- 
niffues  représentées  par  deux  caractéristiques , 

(Comptes rendus,  T.  LXXII,  1*  semestre,  1871,  p.  5ii.) 

ZExrrnEis .  — ^  Note  sur  les  quadriques  polaires . 

(Annali  di  Matematica,  T.  IV,  1871,  p.  33i.) 

Schubert.  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques. 

(Journal de  Crelle,  T.  73,  1871,  p.  96.) 

Maillard.  —  Recherches  des  caractéristiques  des  systèmes  e/e- 
mentaires  des  courbes  planes  de  3*  ordre, . 

(Thèse  pour  le  doctorat;  juillet  1870.) 

1872. 

ZsuTBEif.  —  Détermination  des  caractéristiques  des  systèmes 
élémentaires  de  cubiques. 

(Comptes  rendus,  T.  LXIV,  i* semestre,  1872,  p.  604.) 
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Anleilung  zur  Ausfûlirung  einzelner  Theîle  der  bei  Grundsteuer- 
vcrmcssungsarbeiten  vorkommenden  trigonometrischen  und  po- 
lygonomctrischen  Reclinungen.  Berlin,  geh.  Oberhof  buchdrucke- 
rci.  I  TTdr. 

Bêcher  (J.-C).  —  Abhandlungen  aus  dem  Grenzgeblete  der  Mi- 
tliematik  und  Philosophie.  Zurich,  Fr.  Schulthess;  1870. 

Clebsch  (A.).  —  Ueber  die  Abbildung  einer  Classe  von  Flâchcn 
fiinfter  Ordnung.  Gôttingen,  Dieterich.  a4  Ngr. 

Eckardt  (P.).  —  Ncuc  Sternkarte.  5.  Aufl.  Giessen,  Notb.  i  TUr. 

Gandtner  (G.)  und  Junghans  (F.).  —  Sammlung  von  Lehrsâtzeii 
und  Aufgaben  aus  der  Planimctrie.  Fur  den  Scbulgebraudi. 
2.  Th.  2.  Aufl.  Berlin,  Weidmann.  a4  Ngr. 

Gauss  (C.-F.)  Werke.  i.  Bd.  (Disquisitiones  aritbmetics).  2. 
Abdruck.  Gôttingen,  Rente.  4  Tblr.  12  Ngr. 

Hoûel  (J.).  —  Cours  de  Calcul  infinitésimal,  professé  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Bordeaux,  i'*  Partie,  1871.  In-4®,  lithographie. 
Paris,  Gauthier-Villars.  lofr. 

Kappe  (K.).  —  Aufangsgrûndc  der  algcbraischen  Analysis.  Essen, 
Biidccker.  \  TUr. 

Millier  (H.).  —  Die  Kepler'schcn  Gesetze^  eine  neue  elementait 
Abicitung  derselben  aus  dem  Ncwton*schen  Anziehungsgesctze. 
Braunschwcig,  Vîcweg  &Sohn;  1870. 

Riemann  (B.),  herausgcgeben  von  K.  HattendoriT.  —  Die  partielle» 
Diircrentialgleichungen  und  deren  Anwendung  auf  pbvsikalische 
Fragen.  Braunschwcig,  Vieweg  &  Sohn.  In-8°. 

Schlesingcr  (Jos.).  —  Die  darstellende  Géométrie  îm  Sinne  der 
neucren  Géométrie.  Wien,  C.  Gerold*s  Sohn^  1870. 

Steinhauser  (A.).  —  Uebcr  die  geometrische  Construction  der 
Stereoscopbilder.  Graz,  Keykam.  \  Thlr- 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 
MAILLARD  (S).  — Recherche  des  caractéristiques  des  systèmes 

•  ÉLÉMEKTAIHES  DE  COURBES  PLAI9ES  DU  3*  ORDRE.   (ThèsC   présentée 

k  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  pour  obtenir  le  grade  de  Doc- 
teur ès-scienccs  mathématiques.)  (56  p.) 

La  thèse  de  M.  Maillard  a  été  soumise  à  la  Faculté  des  Sciences 
en  juillet  1 870  et  soutenue  le  1 6  décembre  1 87 1  nous  citons  ces 
dates,  parce  que  le  sujet  énoncé  a  été  également  abordé  par  M.  Zcu- 
thcn,  bien  connu  par  ses  nombreuses  et  remarquables  recherches 
sur  CCS  difficiles  questions^  le  travail  de  AI.  Zeuthen  a  été  commu- 
niqué à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance  du  19  février  1872. 
n  n'y  a  d'ailleurs  rien  de  surprenant  à  ce  que  plusieurs  Mémoires 
se  soient  produits  simultanément  sur  cette  même  question  :  Tappel 
Eût  par  M.  Chasles  avait  éveillé  depuis  plusieurs  années  Tatten- 
don  des  géomètres,  et,  après  les  courbes  du  a*  ordre,  celles  du 
3*  ordre  devaient  naturellement  être  Tobjet  des  nouveaux  efforts 
tentés  dans  cette  voie  féconde,  et  ces  efforts  ont  été  heureusement 
couronnés  par  le  succès. 

M.  Maillard  aborde  son  sujet  avec  beaucoup  d'ordre  et  de  netteté. 
Lps  courbes  exceptionnelles  attirent  d*abord  son  attention  ^  et,  par 
des  considérations  ingénieuses,  il  précise  le  sens  et  le  rôle  des  points 
qu'on  appelle  sommets  sur  ces  courbes  exceptionnelles  5  c'est  là  une 
question  extrêmement  délicate,  signalée  pour  la  première  fois  par 
M.  Chasles  [Comptes  rendus  des  séances  de  l' u^cadémie  des  Sciences, 
t.  LXIV,  p.  709,  8o5,  1079  ;  année  1867),  reprise  dernièrement  par 
M.  Caylcy  {Comptes  rendus  des  séances  de  V académie  des  Sciences, 
lLXXIV,  p.  708-,  amiée  1872). 

Ces  préliminaires  étant  posés,  M.  Maillard  établit  quinze  for- 
mules différentes,  dont  plusieurs  se  contrôlent  respectivement^  ses 
démonstrations  prennent  leur  point  de  départ  dans  le  principe  de 
correspondance,  et  s'appuient  sur  des  considérations  géométriques 
déjà  souvent  employées  dans  des  circonstances  analogues;  mais  ces 
npédients  géométriques  exigent  des  précautions  nombreuses,  et 
I  Auteur  n'en  épargne  aucune. 

Ces  formules,  utiles  à  connaître,  ont  été  résumées  comme  il  suit 
pv  M.  Maillard. 

^^.  in  Scimmcma  muukém,  et  Mtron.,  t.  III.  (Juin  1873.)  II 


i6x  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Indiquons  d'abord  les  notations  adoptées. 
1^  Si  Ton  considère  un  système  de  coari>es  du  3*  ordre,  on  re- 
présente par 

(X  le  nombre  des  courbes  du  système  qui  passent  par  un  poini 

donné; 
V  le  nombre  des  courbes  qui  touchent  une  droite  donnée; 
i  le  degré  du  lieu  des  points  d'inflexion  ; 
t  la  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  d'inflexion  ; 
a  le  nombre  des  courbes  à  branches  doubles  (i  droite  simph 

et  I  droite  double)  qui  font  partie  du  système; 
P  le  nombre  des  courbes  à  branches  triples  [i  droite  tripli 

(a  et  j3  sont  les  nombres  théoriques)]  ; 
A  le  nombre  des  courbes  à  point  double*  faisant  partie  d'ini 
système  de  6*  classe. 

2^  S'il  s'agit  d'un  système  de  courbes  de  la  4*  classe,  on  nommera 

^  le  degré  du  lieu  des  points  doubles; 
0  la  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  aux  points  doubles; 
R  le  nombre  des  courbes  à  rebroussement  ; 
N  le  nombre  des  courbes  à  2  points  doubles  (i  conique  et 
I  droite  sécante). 

3^  S'il  s'agit  d'un  système  de  courbes  de  la  3*  classe,  on  nommera 

p  le  degré  du  lieu  des  points  de  rebroussement; 
T   la  classe  de  renveloppe  des  tangentes  de  rebroussement; 
n  le  nombre  des  courbes  composées  d'une  conique  et  d'une 
tangente  à  cette  conique. 

Ou  a  alors  les  trois  groupes  suivants  de  formules  fondamentales: 

StSTIoIES  DI  3*  CL^SB. 

Courbes  du  3'  ordre  avec  un  point  de  rebroussement. 

1  3p  ".-  4i^  —  V  —  2a  —  6j3, 
I  3/  r-  4v  _  a—  a, 

(1)  \  3/ =  4v  —  3z  —  3p  —  n, 

3r=r4a —  2a —  6^  —  n, 
/x  4- V  —  2/1 -i- 2a -f-3,3; 


j 
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on  a  ainsi  cinq  relations  entre  les  /zei^/*  quantités  fx,  v;  i^  t\  a,  |3; 


f 


'.  n. 


y  'î 


(II) 


Systèmes  de  4*  classe. 
Courbes  du  3'  ordre  avec  un  point  double. 

a3  =  4p  —  *  — 2a—  6p, 
3/=6v--/x  —  a—  aN, 

3l  rz:  6v  —  7a  —  9P  —  2N  -+-  2|Ut, 

20  =  6|ut  —  V—  2a—  8  [3, 

R=:  2p—  aa  —  4S» 
3v  — 2/x  =zii(x  -h4N; 

an  i six  relations  entre  les  dix  quantités  fx,  v  ^  i,  f  *,  a,  j3  ^  d^  d,  R,  N. 

Systèmes  de  6'  classe. 
Courbes  du  3*  ordre  sans  point  double. 

/  =  v-f-5/x  —  a  —  6(5, 

I    A  =  7v  —  i6|ui  4-  2a4-i8p, 
\  4p  =  v  -H2a  -+-6J3; 

on  a  donc  quatre  relations  entre  les  sept  quantités  fx,  v  *,  i,  f  ^  a,  (3  ^  A. 
Telles  sont  les  formules  établies  par  M.  Maillard.  Nous  ferons 
remarquer  que  leur  combinaison  donne  lieu  à  plusieurs  résultats 
iniéressants  \  ainsi  Ton  trouve 

fttnsle  système  de  3*  classe. .     3(/  —  i)^=v  —  n; 
l^ans  le  système  de  4'  classe. .     2/  -r^  3y; 

Dans  le  système  de  6*  classe. .     /  ~  3v  —  -7  A,    21  =  3v  -f-  A, 


M.  Maillard  applique  ensuite  ses  formules  générales  k  la  déter- 
^nation  des  caractéristiques  des  systèmes  élémentaires  ^  nous  pen- 
'^  faire  une  chose  utile  en  donnant  ici  les  résultats  numériques 

î^'il  a  obtenus. 


II . 
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Courbet  à  rebrouttement  donné. 


(■) 


(>) 


Systémet  : 

F 

.   9 

n 

ce 

i8 

t 

T 

1 

P 

/  (Mp) 

a 

8 

5 

0 

0 

10 

1 

9 

0 

(R3/;irf) 

8 

20 

8 

6 

0 

aa 

4 

18 

0 

(    (R2/?2rf) 

20 

38 

8 

ai 

0 

37 

10 

a? 

0 

i  (^ipyd) 

38 

44 

5 

18 

la 

40 

i3 

a? 

• 

0 

\  (R4rf) 

44 

3a 

a 

0 

24 

a8 

10 

18 

0 

Courbes  à  rebroussement  sur  une  droite  donnée. 


Systèmes  : 

A* 

y 

n 

ee 

^ 

• 

r 

T 

P 

(RA,5/>) 

ia 

4a 

a7 

0 

0 

47 

5a 

7 

a 

(R A,  4/^1//) 

4a 

96 

45 

a4 

0 

89 

106 

a5 

8 

(RA,  3/?af/) 

96 

168 

54 

78 

0 

118 

1G6 

58 

ao 

(RA,  ipZd) 

168 

186 

45 

78 

36 

"9 

166 

85 

38 

(RA,  1/^4^) 

186 

i3a 

a7 

a4 

7a 

71 

106 

79 

44 

(RA,5^) 

i3a 

7a 

la 

0 

60 

3a 

5a 

3a 

3a 

Courbes  devant  avoir  un  rebroussement. 

Systèmes  :/&  y  n  p  "        r  e  ik 

R[6//)  a4  60  4a  ta  18  7a  6G  0 

R(5/?k/)  60  114  87  4a  5i  i3a  ia3  0 

R(4/7ar/)  ii4  168  141  96  io5  186  177  0 

(3)       {  R(3/7  3r/)  168  168  168  1G8  1G8  168  1G8  0 

R(a/7  4r/)  168  Ii4  i4i  186  177  96  io5  o 

R(ip5d)  114  Co  87  i3a  ia3  4a  5i  0 

R(6r/)  60  a4  4a  7a  66  la  18  0 

Courbes  à  point  double  donné. 

Systèmes:  ftvfiecfi$Ke          i  i 

(D5/?)  i4  5ooia670 

(D^pid)  4       16  ao      o        o        4      8      a4  a8  0 

.  (D3/?ar/)  16      5a  56      6        o       16    ao      78  8a  0 

^  (Da/>3r/)  5a     i4a  ia8     33        o      5a     38    ai3  199  0 

(Di pid)  i4a    a56  194    48      36     106    44     384  3aa  0 

(D5r/)  a56    3o4  aoo      o     lao     i36    3a    456  35a  0 
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Courbes  dont  le  point  double  est  sur  une  droite  donnée. 


Systèmes  :    /», 

V 

R 

i 

a 

i3 

$ 

e 

• 

c 

N 

(DA,6/?)     6 

22 

12 

I 

0 

0 

7 

33 

39 

Cl 

(DA,5/>ir/)  22 

80 

44 

4 

0 

0 

26 

120 

142 

■  0 

{DA,  4pifi)     80 

240 

112 

16 

M 

0 

96 

36o 

392 

0 

(DA,  3/i3r/)  240 

604 

228 

52 

126 

0 

292 

706 

894 

0 

(DA,2/?4^)  604 

1046 

338 

142 

219 

108 

638 

i569 

I4II 

0 

(DA,  i/;5r/)io46 

1212 

352 

256 

i5o 

36o 

942 

1818 

1484 

0 

(DA,6r/)   1212 

1000 

264 

3o4 

0 

540 

976 

i5oo 

1092 

0 

Courbes  de  la  4'  classe. 


Systèmes  : 

•/* 

y 

N 

S 

e 

R 

t 

• 

1 

a 

^ 

(0(7/») 

12 

36 

21 

6 

18 

a4 

54 

66 

0 

0 

D(6/»,  irf) 

36 

100 

57 

22 

58 

72 

i5o 

186 

0 

0 

D(5/,,  %d) 

100 

240 

i3o 

80 

180 

200 

36o 

46o 

0 

0 

D(ip,  3rf) 

240 

480 

240 

240 

480 

480 

720 

960 

0 

0 

D(3;>,4^0 

480 

712 

294 

604 

1084 

960 

1068 

i548 

0 

0 

D(a/»,  Sd) 

712 

756 

211 

1046 

1758 

1424 

1134 

i846 

0 

0 

D(i/»,6rf) 

756 

600 

72 

1212 

1968 

]5l2 

900 

i656 

0 

0 

^  D(7^) 

600 

400 

0 

1000 

1600 

1200 

600 

1200 

0 

0 

Courbes  de  3*  ordre  et  de  6*  classe. 


Systèmes  : 

H- 

y 

A 

a 

/3 

t 

• 

1 

■{»p) 

I 

4 

12 

0 

0 

9 

12 

(7P,^<i) 

4 

16 

48 

0 

0 

36 

12 

[6p,  1(1) 

16 

64 

192 

0 

0 

144 

192 

(5p,id) 

64 

256 

768 

0 

0 

576 

768 

dp,  4rf) 

a56 

976 

2784 

a4 

0 

2232 

2856 

{ip,5d) 

976 

34^4 

8832 

240 

0 

8064 

9552 

[ip,  6rf) 

34»4 

9766 

21828 

885 

36o 

23841 

25563 

(«/'.7'') 

9766 

21004 

39072 

1470 

2520 

53244 

5 1042 

ItSrf) 

aioo4 

336 16 

5o448 

0 

8400 

88236 

75648 

Oest  indispensable  maintenant  de  rapprocher  ces  résultats  de 
iixqui  ont  été  obtenus  par  M.  Zeuthen,  et  dont  il  a  été  parlé  au 
*ti>i,  t.  m,  p.  i5i. 
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Pour  les  systèmes  de  3*  classe,  les  formules  données  par  M.  Zei 
thcn  se  déduisent  de  celles  du  ^oupe  (I)  en  y  supposant  a  et  |3  nul 
il  en  est  de  même  pour  les  systèmes  de  4*  classe,  k  l'exception  de 
relation  qui  renferme  le  nombre  i,  qui  n'a  pas  été  considéré  p 
M.  Zeuthen  pour  ces  derniers  systèmes  5  c'est  qu'en  effet  M.  Zc 
then,  comme  il  en  avertit  lui-môme  (p.  5a i  et  564  ^^^  Compt 
rendus  des  Séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXIV),  1 
considère,  pour  la  3^  et  la  4^  classe,  que  les  systèmes  qui  ne  re 
ferment  pas  les  singularités  a  et  (3,  parce  qu'on  n'en  trouve  pas  0 
dinairement  dans  un  système  déterminé  par  sept  conditions  < 
contact.  Après  Tintroduction  des  hypothèses  a  =  o,  /3  :=  o,  les  fo 
mules  de  M.  Maillard  domient  exactement  les  formules  de  M.  Zei 
then. 

Pour  les  systèmes  de  6*  classe,  M.  Zeuthen  donne  seulement  tr( 
relations  où  entrent  cinq  coeflicients  positifs  indéterminés,  do 
quatre  sont  déterminés  plus  loin^  ces  relations  se  ramènent  exact 
ment  à  celles  du  groupe  (III),  en  attribuant  au  coefficient  D  la  v 
leur  I ,  à  rexception  de  la  relation  qui  renferme  le  nombre  i,  laqud 
n'a  pas  été  donnée  par  M.  Zeuthrn. 

De  Tétude  comparative  de  ces  deux  Mémoires,  il  résulte  que  1 
groupes  (1),  (II),  (III)  des  formules  de  M.  Maillard  renferme 
exactement  les  formules  de  M.  Zeuthen,  et  nous  semblent  plus  coi 
plètes  que  celles  qui  ont  été  données  par  ce  dernier  géomètre,  q 
n'a  fait  connaître,  il  est  vrai,  dans  les  Comptes  rendus,  qu'un  fraj 
ment  de  son  travail.  D'ailleurs,  toutes  les  déterminations  numér 
ques  qui  leur  sont  communes  sont  parfaitement  concordantes. 

L.  P. 

JOACHIMSTIIAL  (F.). — Eleme^te  dek  AMLYTiscEEif  Geometk 
BER  Ebeine.  Zvveite  Auflage.  —  In-8**,  1871,  2o5  p.  Berlii 
G.  Reimer  (*). 

Le  petit  Traité  de  Géométrie  analytique  plane  dont  nous  d( 
vous  rendi^e  compte  est  une  œuvre  posthume  de  Joachimsthal, 
Depuis  longtemps  déjà  ce  géomètre,  enlevé  le  5  avril  1861,  pi 


(')  JoACBiMftTUAL  (F.)  :  Éléments  de  Géométrie  analytique  plane,  3*  édition.  Berll 
Georges  Reimer.  In -8*,  »o5  p.  Prix  :  k^'t^^' 
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imemort  prématurée,  à  ses  travaux  de  professeur  et  à  ses  reclicr- 
ches  si  élégantes  de  savant,  songeait  k  publier  ses  Leçons  de  Géo- 
métrie analytique  élémentaire;  Jacobi,  de  son  côté,  avait  l'întcn- 
Uon  de  publier  en  même  temps  le  Cours  sur  la  Géométrie  analy- 
tique de  l'espace  qu'il  avait  l'habitude  de  faire  à  Kônigsberg.  Aussi 
a4-on   tronvé  dans  les  papiers    de  Joachimstbal    un  manuscrit 
désigné  comme  prêt  pour  l'impression  et  un  grand  nombre  de 
Notes  et  d'indications  qui  ont  permis  à  M.  O.  Hermès,  élève  de 
Joachimsthal,  et  auquel  la  Géométrie  analytique  doit  plusieurs  tra- 
Tiux  importants,  d'entreprendre  la  publication  des  Leçons  élémen- 
taires de  son  regretté  professeur. 

Cette  publication  a  eu  d'ailleurs  un  grand  succès,  puisque,  en 
quelques  années,  le  livre  est  arrivé  à  sa  deuxième  édition. 

C'est  que  l'ouvrage  de  Joachimsthal  est  écrit  avec  une  simpli- 
dté  remarquable  et  qu'il  est  un  des  meilleurs  guides  qu'on  puisse 
proposer  aux  commençants  et  à  toutes  les  personnes  qui  désirent 
prendre  par  elles-mêmes  une  idée  exacte  de  la  Géométrie  analytique. 
L'auteur  a  eu  soin  de  suivre  l'ordre  des  anciens  Traités,  ordre  que 
les  exigences  des  examens  nous  ont  malheureusement  fait  perdre,  et 
de  graduer  soigneusement  les  difficultés.  On  commence  par  étudier 
avec  beaucoup  de  détails  la  ligne  droite,  le  cercle,  les  trois  sections 
coniques  :  c'est  là  la  marche  naturelle  5  la  transformation  dos  coor- 
données, la  discussion  de  l'équation  générale  du  2*  degré,  la  théorie 
des  transversales,  les  questions  relatives  à  deux  ou  plusieurs  coni- 
ques viennent  ensuite.  Quant  à  la  discussion  des  courbes  de  degré 
supérieur,  on  sait  que  les  Allemands  la  réservent  pour  le  Calcul 
différentiel  et  intégral.  Nos  professeurs  de  Géométrie  analytique 
foui  des  cours  plus  complets  et  plus  étendus  j  les  nécessités  des  exa- 
<uens  ont  introduit  beaucoup  de  rigueur  et  de  clarté  dans  toutes 
les  parties  de  cet  enseignement  en  France;  nous  avons  d'excellents 
mités  sur  le  même  sujet*,  toutefois,  nous  avons  cru  pouvoir  signa- 
ler cet  Ouvrage  élémentaire  parce  que,  dans  notre  conviction,  il  ne 
peut  cire  inutile  de  comparer  le  mode  d'enseignement  que  l'on  a 
adopté  à  celui  d'un  professeur  aussi  éminent  que  l'était  Joachim- 
Mhal. 
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LEJEUNE-;DIRICHIXT  (P.-G.)"—  Voeleschceii  Cber  Zahle: 
TiiKoiuR,  Iierausg(*gebcn  und  mit  Zusâlzcn  vcrschcn  von  R.  D 
KEKiM).  Zwcîte  uiiigearbeitctc  und  vermchrte  Auflagc.  Braui 
scliwfMg,  F.  Vicvvcg  und  Solin.  In-8®,  498  p.  5  1871  (*). 

Le»  larrons  de  Dirichlet,  publiées  pour  la  première  fois  en  186 
avairnt  été  accueillies  avec  la  plus  grande  faveur^  rédigées  avec  u] 
grande;  clarté,  elles  permettront  à  tout  lecteur  attentif  de  s'inti 
diiinî  rap!d(;ment  au  cœur  de  la  théorie  des  nombres;  les  méthod 
rréé(\s  par  (lauss  et  perfectionnées  par  ses  illustres  successeurs 
étaient  prései)té(!S  avec  une  élégance  et  une  simplicité  qui  leur  do 
naît  un  nouvd  inténH.  L'ordre  suivi  est  celui  qu'adoptent  tous  1 
pro(ess(>urs,  et  en  particulier  M.  Liouville,  dans  le  Cours  éléga 
(|u*il  n  fait  plusieurs  fois  au  Collège  de  France,  et  où  il  a  dévelop 
une  partie  seulement  de  ses  importantes  études  sur  les  fonctio 
innnéri(|ues.  Les  premiers  Chapitres  se  rapportent  aux  nombres  pi 
niiers,  aux  diviseurs  des  nombres,  à  la  théorie  des  résidus  quadr 
ti(|ues.  Lt«  nvste  de  TOuvrage  est  consacré  à  une  exposition  très-él 
nuMitaire  (*t  renianjuablement  simplifiée  des  formes  quadratiqiu 
l/au(  icMUK*  édition  se  terminait  par  neuf  suppléments  ;  la  nouvel 
en  contient^  de  plns^  un  très-imiK>rtant  ( d'une  centaine  de  pages 
relatif  à  la  eom[K)sition  des  formes  quadratiques.  Voici  les  titres  d 
dix  suppléments  aetiu^ls  : 

! .  S\»r  qnoUpies  tluVm^niOîî  do  Gauss  cl  sur  la  théorie  de  la  division  du  cerc 

i.  Sur  la  \alour-limilo  d'une  st:Vic. 

;i»  Sur  un  lluVr^Mue  do  inVnuMrio. 

4.  Sur  los  ^onn\i  ilans  los<iuoIs  so  diVomposont  les  classes  de  formes  quadi 
li^ims  ilo  tlôlorminanl  lUMîni. 

K.  TluH^rio  i!os  rt^Milus  ilo  puiî^'sinrt^  pinir  dos  nH)dulo$  composés. 

tV  IVMuonslmtion  du  ttuV^ronu^  i|ut^  toute  progro^on  arithmétique  illimité 
iloul  lo  pr^Muior  lonuo  ot  la  rais^m  îk>nl  ik^  nombreé^  entiers  sans  diviseur  coi 
uuuK  ivnlionl  un  mMubn*  illimiU'  do  nombfvs  premier*. 

7»  Sur  quoU|uos  lluvrînuos  rt^Utif:^  à  U  divi:îàon  du  cercle. 

8.  Sur  î\si\:aîion  do  IN^ÎU 

IV  Sî:r  h  «  on\ori.Ymv  ot  la  wntin'ïiié  do  <piolquo$  séries  infinies. 

U\  Sur  la  Ov»ïU|vvviîîon  lit^  lomn**  qi:AdratMues  Naiin?$. 

G.  D. 
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REVUE  BfiS  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL  DES  Actuaires  fkançais.  T.  I,  n°  i,' janvier  1872. — 
Paris,  Gautbîcr-Villars  (*). 

Sous  avons  reçu,  il  y  a  déjà  quelque  temps,  le  premier  numéro 
du  Journal  des  actuaires  français,  et  nous  avons  pensé  que  nos 
lecteurs  nous  sauraient  gré  de  leur  faire  connaître  une  publication 
([ui  peut  intéresser  plusieurs  d'entre  eux.  On  sait  qu*il  existe  en 
ADgIetcrre  une  Société  appelée  Institut e  of  Actuaries,  fondée  en 
>ue  de  favoriser  l'application  des  Mathématiques  aux  sciences 
financières. 

Une  Société  analogue  s'est  fondée  en  France  \  elle  a  organisé  des 
cours  qui,  cet  hiver,  ont  eu  le  plus  grand  succès;  elle  complète  au- 
jourd'hui son  œuvre  par  la  création  d*un  Journal  consacre  à  Tétude 
désintéressée  des  questions  purement  scientifiques.  Nous  ne  pou- 
vons qu*applaudir  à  ces  efforts  et  accueillir  avec  sympathie  le  nou- 
veau Journal,   qui  est  un  peu  notre  collègue,  et  en  signaler  au 
moins  l'existence  à  nos  lecteurs. 
Le  premier  numéro  contient  les  articles  suivants  : 

Exposition  élémentaire  des  principes  du  Calcul  des  probabilités, 
pv  M.  C.  Simon. 
Des  emprunts  publics,  par  M.  H.  Charlon. 
Calcul  approché  des  annuités  viagères,  par  M.  Achard. 
Note  sur  les  parités  des  valeurs,  par  M.  H.  Charlon. 
Parités,  au  27  janvier   1872,  des  principaux  titres  à  revenus 
t       fixes. 

]         Des  Tables  de  mortalité  construites  en  Angleterre,  par  M.  E.  Maas. 
I         Situation  financière,  par  M.  Courcelle-Seneuil .  G.  D. 


M' 

\   > 


U  Journal  des  Actuairet  français  parait  tous  les  trois  mois.  Les  quatre  fascicules 
^Uffléme  année  formeront  deux  tomes.  Le  prix  de  chaque  fascicule  est  de  6  francs.  Le 
f*"*<ic  l'abonnement  pour  vn  an  est  de  20  francs.  S'adresser  à  M.  Charlon,  secrétairc- 
•^rier  du  Cercle  des  Actuaires  français^  ai,  rue  Grammont,  à  Paris. 
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ABHANDLUNGEN  db&  Kôhicl.  bôhmisches  Gbsbllscbjlft  dei 

WlSSEKSCHÀFTES.  6.  FoIgC  (*). 

T.  n, 1868. 

IVIàtzkà  (  W.).  —  Contributions  à  la  théorie  de  la  sommation 
universelle  des  segments,  cest-^-dire  de  leur  sommation  au  mojen 
d'une  translation  parallèle.  (64  p^  i  pi.  ^  ail.) 

M.  Matzka  a  publié,  en  1 85o,  dans  les  Mémoires  de  la  Société  dm 
Sciences  de  Bohême,  nn  long  Mémoire  sur  la  Théorie  géométrique 
des  quantités  prétendues  imaginaires  (*)•  Il  revient  ici  sur  le  mène 
sujet,  en  prenant  pour  point  de  départ  le  principe  de  la  sépara- 
tion d'une  équation  hétérogène  en  deux  équations  homogènes,  qâ 
correspond,  dans  le  langage  habituel,  a  la  séparation  du  réel  et  de 
Timaginaire.  Après  avoir  exposé  les  principes  de  la  Théorie  des 
sommes  géométriques,  il  les  applique  à  la  Géométrie  et  à  la  Méca- 
nique, en  traitant  d* abord  des  systèmes  plans,  puis  des  systèmei 
dans  Tcspace. 

âoLiN  (J.-M.).  — Sur  la  surface  normale  à  l' ellipsoïde  à  trois 
axes  le  long  d'une  ellipse  appartenant  à  un  sjstème  principal. 
[60  p.,  3  pi.  5  ail.) 

L'auteur  étudie  les  propriétés  de  cette  surface,  qui  est  d'une 
grande  importance  dans  la  construction  des  voûtes  ellipsoïdales. 

T.  IIL  1869. 

DiENGER  (J.).  —  Les  Théorèmes  de  Bûrmann  et  de  Lagrange. 
(aS  p.;  ail.) 

On  n'avait  pas  encore  montré  que  ces  deux  théorèmes  coïnci- 
daient avec  le  théorème  de  Taylor,  c'est-à-dire  qu'ils  en  étaient 
une  simple  conséquence.  L'auteur  a  établi  cette  liaison,  et  de  cette 
manière  se  trouve  résolue  la  question  du  reste  de  la  série,  que  rom 
obtient  sous  diflerentes  formes. 


(*)  Voir  Bmlletùt,  t.  I,  p.  ^. 

(')  rersu^  ciner  riehngen  Lekrt  rfom  der  Ktalitât  der  'vorgehUek  imagwifW^ 
GrÔssen  der  Algthra,  oder  einer  Grundhhre  von  dtr  Ablenkung  algehrmUeker  GrÔssef^ 
beziekumgen.  (A.bhandl.  d.  k.  bôhm.  GescIUchaft  d.  WissenschmAeii,  V.  Folge,  Bd.  ^, 
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DuaÈGB  (H.).  —  Sur  une  série  de  tangentes  menées  successiue^ 
ment  à  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double  ou 
un  point  derebroussement[^).  (ai  p.^all.) 

LiEBLEnr  (J.).  —  Sur  la  liaison  entre  diiferses  transformations 
des  intégrales  elliptiques  et  un  problème  de  Géométrie.  (i4  P-î 
a  pi.  ;  ail.) 

Le  problèiiie  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 

Trouver  une  oonri>e  sur  laquelle  un  cercle  donné  roule  sans 
glisser,  lorsqu'un  point  du  plan  invariablement  lié  avec  ce  cercle 
décrit  lui-même  un  cercle. 


GIORNALE  DI  MATEMATICHE  («). 

T.  IX  (fin),  juillet-décembre  1871. 

Battaglini  (G.}.  —  Sur  les  formes  ternaires  de  degré  quel- 
conque. (i3  p.) 

Suite  du  fascicule  de  mai-juin  1871.  Ce  travail  contient  les 
articles  suivants:  1®  Harmonisants.  Conception  d'un  groupe  d'élé- 
ments conjugués  harmoniques  par  rapport  à  une  forme  ternaire,  de 
deux  formes  ternaires,  entre  des  variables  contragrédientes,  conju- 
guées harmoniques  entre  elles  5  contravariant  harmonisant  de  deux 
formes,  et  invariant  harmonisant  de  trois  formes.  —  2®  Harmoni- 
sants des  émanants,  concomitants  associés  et  autres  concomitants. 
—  3®  Formes  sj  zjgétiques  et  involutions.  Conception  des  séries 
de  formes  ternaires  (contragrédientes]  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  à  plusieurs  formes  ternaires  (cogrédientes)^  formes  ter- 
naines  en  involution  et  leurs  éléments  multiples. 

Realis  (S.\—  Sur  la  forme  des  fonctions  rationnelles  de  la  ra- 
cine dune  équation  algébrique ,  (5  p.) 

Simplification  de  la  méthode  de  Gauss  pour  former  la  fonction 
entière  à  laquelle  est  équivalente  une  fonction  rationnelle  d'une 
racine  d*une  équation  algébrique. 


«[V  Toir  Buïïetin,  t.  I,  p.  i5i. 
{^)^9kfBmlUdm,\A,  p.  i35. 
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D*OviDio  (E.).  —  Relations  entre  les  distances  mutuelles  de 
plusieurs  points,  (6p.) 

Formules  analogues  à  celles  que  Tautcur  a  exposées  dans  sa  Naît 
sur  les  points,  plans  et  droites  en  coordonnées  homogènes,  l.  Mil 
de  ce  Journal.  (Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  333.) 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  courbes  gauches  rationnelles.  [6  p.) 
Démonstrations  géométriques  de  quelques  propriétés  des  courbes 
représentables  point  par  point  sur  une  ligne  droite. 

Caldanerâ  (J.). —  Note  sur  certaines  propriétés  des  déterm- 
nanlSy  en  particulier  de  ceux  à  matrices  composées  au  moyen  des 
nombres Jîgur es.  (lo  p.] 

Ber^'ardims  (G.  de}  et  Flortes  (J.).  —  Compte  rendu  des 
Cours  de  Géométrie  supérieure  de  V  Université  de  Naples,  dam 
les  années  1870  ^^  1871.  (26  p/ 

Ces  Cours  se  rapportent  à  la  théorie  générale  des  courbes  planes, 
et  c*n  particulier  aux  courbes  du  3*  ordre  ^  aux  transformations  géo- 
métriques des  figures  planes;  à  la  théorie  générale  des  surfaces 5  à 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  à  celle  des  formes  algébriques; 
à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe. 

A\  EYR  ^  Em.\  —  Quelques  théorèmes  sur  la  focale  à  nœud.  ^3  p. 

Enoncés  de  diverses  propriétés  de  la  courbe  considérée  par  Que- 
telet,  Heu  des  foyers  de  certaines  sections  faites  par  un  plan  dansuo 
cône  de  révolution. 

Gambardellà  (F.).  —  Sur  le  nombre  des  solutions  entières  fi 
positii'rs  de  l'équation  a.r  -f-  br-r-  cz  =  m,  oà  a,  b,  c  sont  des 
nombres  entiers  et  positifs.  ^4  P-) 

R  ET  ALI  ,  V.\  —  Sur  les  séries  triples.  (3p.) 
Conditions  de  convergence. 

MoLLAME  (V.\  —  Sur  la  transformation  continue  d'une  figure 
plane,  qui  reste  toujours  homographique  à  elle-même,  et  dans 
laquelle  quatre  points  quelconques  [dont  trois  ne  sont  pas  en 
ligne  droite]  décriv*ent  quatre  lignes  homo graphiques  données- 

.««  Pv 
^l'ote  de  Géométrie  pure. 

Jan.m     G.\  —  Exposition  de  la    TJiéorie  des   substitution^- 

•  6ï  P  ) 


1 

i 
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CeMémoit^  est  relatif  aux  substitutions,  en  général,  et  se  divise 
dans  les  Chapitres  suivants  :  1 .  Notions  préliminaires.  —  2.  Des 
ptmpesen  général.  —  3.  Groupe  alterné.  — 4.  Groupes  transitifs. 

—  5.  Groupes  transitifs  dans  lesquels  Tordre  est  égal  au  degré. 

—  6.  Groupes  non  primitifs.  —  7.  Groupes  composés.  —  8.  Liai- 
00  des  fonctions  avec  les  groupes.  —  9.  Isomorpliisme.  —  10.  Li- 
lite  inférieure  du  nombre  des  valeurs  que  peut  prendre  une 
Miction,  lorsqu'on  permute  ses  lettres.  —  11.  Limites  de  transi- 
^ite  des  groupes  non  alternés. 

Belthàmi  (E.).  —  Quelques  formules  pour  la  transformation 
lémentaire  des  coniques.  (4  P*) 

Formules  à  l'aide  desquelles  on  démontre  certaines  propriétés 
datives  aux  triangles  circonscrits  ou  inscrits  à  une  conique. 

Reàlis  (S.).  —  Exercice  élémentaire  sur  les  intégrales  eulé- 
riauies  de  première  espèce.  (10  p.) 

Realis  (S.).  —  Sur  les  racines  réelles  comprises  entre  des  limites 
données.  (3  p.) 

Observations  sur  la  méthode  proposée  par  Jacobi  pour  connaître 
lenombre  des  racines  réelles  x  d'une  équation,  comprises  entre  a  et 
h,  au  moyen  de  la  transformation 

h  —  .r 
•^        X —  a 

EicKfio  (V.).  —  Recherches  sur  les  fractions  continues.  (8p.) 
L'auteur  cherche  à  généraliser  quelques  questions  traitées  par 
M.  Scrrct  dans  son  algèbre  supérieure. 

ToGNOLi  (O.).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Géométrie. 

:5  p.) 

Recherche  du  nombre  des  surfaces  d'un  réseau  qui  ont  un  con- 
Uct  iripanctuel  avec  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces. 

^ALERUKi  (V.).  —  Système  général  de  n  équations  linéaires 
^'^e  n  inconnues.  (6p.) 

Di  Lecce  (A.).  —  Formules  relativ^es  au  sinus  et  au  cosinus  de 
'^  somme  de  plusieurs  arcs.  (3  pi)  G.  B. 
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MÉLANGES. 


coGttuu  vm  couui  nm  wali  pu  m  kunm  Tuannui; 

Pae  m.  L.  PAINVIN. 

1.  Nous  supposerons  les  axes  des  coordonnées  rectangulairei} 
u  cl  i^  étant  les  coordonnées  d'une  tangente  quelconque  a  la  coiube 

(0  /(«,  «')  =  o, 

réquaUon  de  son  point  de  contact  sera 

(a)  (U  -  iijrfi'  —  ( V  —  v)i/ii  =  o, 

U  et  V  étant  les  coordonnées  variables;  Téquation  (a)  est,  en  effet, 
véritiéi^  par  les  coordonnées  de  deux  tangentes  infiniment  Toismei 
■^u^  i')  et  (u  4-  du^  ^'-hrfi•). 

ly après  Téquation  ^'a),  les  coordonnées  x,  j^  du  point  de  contact 
de  la  tangente  seront 


de  là,  on  déduit 

,         i*(  </*•  d*u  —  du  it*i'^        ,         —  u'dsrd*u  —  du  d^v  ) 
dx  — J-- — »     dr  = —^ -j-Tz 

et,  par  suite^ 

d\:d^u  —  dud^v 


4)  ds   -.  \U'-r-V' 

I/équatioR  ponctuelle  de  la  tangente  (ix«  »*^  est 

>î  X  e>l  r^n^le  Jivec  Ox  Jo  la  jvr^KMiJîoulaîn?'  abais^sée  de  rorigîne  0 
>ar  la  tangente  et  que  ;»  >oît  la  distance  de  O  à  cette  tangente,  on* 

>  »  = =  P-     «CMi     tanff2  =  -* 
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On  concht  de  li 

(6)  iirf.^.rfii 

^  '  II»  -f-  i^ 

et,  par  suite, 

da  (udv  —  vduy 

m 

2.  Soient  maintenant  u^^  f/f  les  coordonnées  de  la  normale  cor- 
respondant à  la  tangente  (u,  i^);  la  normale  doit  passer  par  le 
poiut  (a)  et  être  perpendiculaire  à  la  tangente  (u,  i^)  ^  on  a  donc 

,«  (  II»  rfv  —  V|  du  =  udv  —  vdu, 

(8)  1 

I        If I  II  -♦-  f,  V  =  0, 

(Toù  Ton  tire 

,,  vludv—vdu)  —uiudv  —  vdu) 

(ft)  n    -^^  -J 1,       t^,  :3::  î :  . 

udu  -4-  vdv  udu  -h  vdv 

Le  centre  de  couiburc  (^Xi^ji)  est  le  point  de  contact  de  la 
droite  (ux^Vx)  avec  la  courbe  qu'elle  enveloppe  ;  on  a  donc,  d'après 
les  formules  (3), 
,    ,  dvx  —  rfiii 


tf  I  dv,  —  V|  £/ii|      •'         iii  flfvi  —  i^i  dux 

Les  équations  (8)  nous  donnent,  en  diflférentiant  et  en  ayant 
<''gard  aux  valeurs  (9}, 

1  Jii,  rfc  —  (/i^i  Jm  =  — 5 -ridud^v  —  dvd^u), 

1  udu'\-vdv^  ' 

m)  < 

I-  -         («av — vduY 

udu  -f-  i'ai' 

tirant  de  là  dui ,  ^f  r, ,  et  substituant  dans  les  équations  (  i  o) ,  on  trouve 

iudv  —  vduy  udv'-vdu 

(r«~  -  r-^r -T—Adud'v  —  dvd^u) ^ ^î 

\ ''  (udv  —  vdu)*  '       udv  —  vdu 

et  l'équation  du  centre  de  courbure  sera 

(«3)         .  Ux.-i-Vr.-i=o. 
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3.  En  résumé,  nous  avons  ce  premier  groupe  de  formules 


/  (•••) 


dv  —  du 

udv — vdu      "^       udv — vdu^ 


dvd^u  —  dud*v 


(I) 


^  (aaf—  vduf 

/o«\  r%      i   ,       ^Advd^u  —  dud^v 

.^y      ^^  ^v(udv^vdu)^     ^  _^||(||rfy^t,j||) 
^  '  udu-hvdv  '       '  udu-^vdv 


(5-) 


u{u^-hv^){dud*v^dvd^u) 

(udv—  vduy  "^  iirfv  —  Vf/a' 

f  (ii*-f- v**)(</wrf*i'  —  dvd*u)  du 


\  ('  (udv^vduy  udv—vdu^ 

K,  i'  sont  les  coordonnées  d*une  tangente  quelconque  à  la  coui4 
considérée  \  x^  y  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  cel 
tangente,  elles  sont  données  j>ar  les  formules  (i®);  la  formule  (a 
donne  Télément  ^5  de  Tare  de  courbe  en  {x^y\  et  la  formule  (3 
donne  le  rayon  de  courbure  R  correspondant  au  point  (x,  >  )  ;  • 
\\  sont  les  ciH>rdonnées  de  la  normale  en  (  x,  >),  leurs  valeurs  so 
fournies  par  les  formules  '4°^?  1<^  formules  (5®)  donnent  les  coc 
données  .r,,  i  j  du  centre  de  ct>urbure  correspondant. 

Pour  plus  de  syuiélrie,  nous  avons  considéré  u^  v  comme  d 
fondions  d*un  paramètre  arbitraire. 

4.  Nous  pouvons  donner  aux  équations  précédentes  une  fon 
plus  simple  et  qui  jx*ut  être  fort  utile,  en  introduisant  la  distance 
de  Toriiiîue  à  la  tani:ente  et  Tan^ile  at  que  fait,  avec  Taxe  posî 
des  X,  la  jx*r|H'ndiculaire  abaisst^e  de  i*origine  sur  cette  tangent 
les  quantités  />  et  «  jKHirraîent  être  nommées  les  coordonnées  p 
Ltirxrs  de  la  Uut^rntf  ,  w>  *'  ou  coordonnées  polaires  tangenttelà 

IVa jures  les  i\|uatious  ^5\  on  a 


p  f    '     ^        le^."^' 
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delà,  on  déduit 

,             sina   ,        cosa  , 
«K  = da 7-  dp, 

P  P'      ^ 

,  cosa  ,         sina  , 

P  P'      ^ 

udv  —  vdu=z — ï     udu-\-  vdv  = 2» 

P'  P'  ' 

dad^i^—dvd^u^  --  dx^-h  -^  d  -fii 

p^  p*      dx 

les  équations  du  groupe  (1)  nous  conduisent  alors  à  ce  deuxième 
groupe  de  formules 

I  [  rosa 


•  _• . 


(i*)      <  ou    (i«  bis) 

*  i  sina 

I       iB    —      , 


(V  J        "sin« 

tiing«r=-;  r  **  = 


(a") 


x=|>cos«—  sinacy-r 


j  7  =  psin«+cos«j^; 

(3")  ±A  =  /></«  +  rf^î 

(H)  /  jdp 


(4-)  R=P-^5 


(5")  u,  = 


—  sina  cosa 


■J     i^i  = 


dp     '     '^»-^' 


'  (fr) 


j:»  =  —  sm  a  -r cos  a  —j —  > 

aa  aa 

d^ 

dp         .  û^a 

Vi  =  cosa  -r-  —  sina  —: — ; 
•^  aa  dx  ^ 


^  formules  (1°)  de  ce  groupe  sont  les  formules  de  transforma- 

^' des  Sciemeei  mathém.  et  astron.,  t.  III.  (Juin  187a.)  12 
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tion  pour  passer  des   coordonnées  tangentielles  redUiff 
coordonnées  tangentielles  polaires. 

Les  autres  équations  déterminent  les  éléments  de  la  cour 
nis  à  la  fin  du  n°  3  ;  />  peut  être  regardée  comme  une  foncti 
définie  par  Téquation  de  la  courbe  \  ou  bien  encore,  p  et  a  ] 
être  considérées  comme  des  fonctions  déterminées  d'un  pai 
arbitraire. 

Remarque  I,  —  Les  quantités  p  ei  a  sont  aussi,  pour  la/K 
d'origine  O,  les  coordonnées  polaires  du  point  correspondi 
tangente  (u,  (^).  De  là  résultent  des  relations  simples  entre  ] 
ments  de  la  courbe  et  ceux  de  la  podairc  *,  je  ne  les  écrirai  t 
elles  doivent  être  connues. 

Remarque  II.  —  Ce  second  groupe  de  formules  ne  diffi 
au  fond,  de  celui  que  M.  J.  Serret  a  donné  dans  son  Trû 
Calcul  différentiel,  t.  I,  p.  3 1 1  ^  mais  la  signification  géonni 
plus  précise  des  quantités  qu'il  renferme  en  rend  l'appl 
plus  simple,  en  ce  sens  qu'on  peut  en  conclure  l'équation  V 
tielle  de  la  courbe,  (^oirla  troisième  application,) 

5.  Enfin,  comme,  dans  beaucoup  de  cas,  l'équation  de  la  < 
n'est  pas  résoluble,  il  est  indispensable  d'écrire  les  formol 
précèdent  en  y  introduisant  les  dérivées  partielles  du  p 
membre  de  l'équation  de  la  courbe. 

Soit  l'équation  tangentielle  de  la  courbe 

{i5)  f[u,v)z=zo,     ou    f(u,v,w)  —  o'^ 

après  l'avoir  rendue  homogène,  posons 

i  f  -'^f,       f-àf  f_àf 

•^'-^'    ^'-'dV     ^*-d:i>' 


(i6) 


•'"-<;«•'  -^''-J^'  •^"^dJTJi^i;' 

f  -^     f  -  '^'f 
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pus 

{i6tis) 


H== 


Jll       JM       J\l 

ft\     jài     fiz 
Jii     fil     Ji^ 


Sin  csl  le  degré  de  l'équation  (i5)  et  sî  Ton  a  égard  au  théorème 
Jes  fonctions  homogènes,  on  trouve,  par  des  transformations  faciles 
et  bien  connues,  en  supposant  da  constant  : 


rfi^rrr- 


*Q:du^     udv  —  vduz 


=  ^  du, 


d^v 


WdiO 


tn-iyfl' 


la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  formules  du  groupe  (I),  en  y 
«apposant  du  constant,  nous  conduit  au  troisième  groupe  suivant 


(UI) 


(!•) 


(»•) 


(3") 


(4") 


_-f,      _  -/; 


j        Ju'-\-v'     H     , 


R  = 


(u'-\-v')'    H 


3  5 


u 


vf,  —  llf. 


(5") 


^^^_.(.»-^..)^_/, 


(«-')'/; 


Jî* 


Les  quantités  y^,  y^„  H  sont  définies  par  les  équations  (i6)  et 
(ï6fti5)-,  X,  j^,  R,  lii,  i^i,  Xi,  j^i  ont  la  signification  indiquéeà  la  fin 

6.  Faisons  quelques  applications  do  ces  formules  : 

PuxiÈRE  APPLICATION.  —  CousidéroTis  la  courbe  env^eloppe 
^  ^e  droite  de  longueur  constante  a,  dont  les  extrémités  glissent 
^^  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Ojr. 

la. 
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Si  A  et  B  sont  les  points  où  là  droite  mobile  rencontre  O, 


on  a 

0A  =  -,     0B  =  -; 

u  V 

r équation  tangentielle  de  la  courbe  enveloppée  est  donc 

l)  -_-!_         __ûi~0. 

On  déduit  de  cette  équation 

Les  ioi  mules  du  groupe  (III)  donnent  alors,  en  tenant  coi 
Téquation  (i), 

(2)  R  =  — 5 


(3) 


iii=  -2 ; 


3u  I 


(4) 


a'  a*  v^       rt'  u^ 

Kl  = 1 • 


6i  p  est  la  distaliee  de  rorigine  à  la  tangente  (  m,  p»),  on  a 


(5)  ''^^^i;;'     ^*^"     R  =  3/?. 


J/équatiou  de  la  normale  {ji^^  %\)  est 


(6)  c'x  —  uy 


uv 


et  les  coordonnées  (^i,  J  i)  du  centre  de  courbure  vérifient.ti 
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Des  équations  (5),  (6),  (7)  nous  tirons  les  conséquences  sui- 
vantes : 

1°  Le  rayon  de  courbure  est  égal  à  trois  fois  la  distance  du 
point  O  à  la  tangente  \ 

2°  La  normale  passe  par  le  sommet,  opposé  à  O,  du  rectangle 
construit  sur  AOB  ; 

3°  Le  centre  de  courbure  est  sur  une  droite  parallèle  ii  la  tan- 
gente et  dont  les  coordonnées  à  roriginc  sont  quadruples  dit  celles 
de  la  tangente. 

La  construction  du  centre  et  du  rayon  de  courbure  est  donc  im- 
médiate. 

LVquation  (6)  est  Téquation  de  la  tangente  à  la  développée  dv 
la  courbe  (i)  j  si  l'on  chercbe  les  intersections  de  cette  droite  avec 
les  bissectrices  de  Fangle  j^Ox  et  si  A'  et  B'  sont  ces  intersections, 
on  trouve 

VA'  =  i^a y     OB  =  va > 


doù l'on  conclut 


1    1         (»ï-i-fi» 


Donc  : 

4*^  La  développée  de  la  courbe  (i)  est  une  courbe  enveloppée  par 
une  dn>îte  de  longueur  2  a  s'appuyant  sur  les  bissectrices  du  sys- 
tème des  deux  premières  droites  Ox^  Oy\ 

\«»us  retrouvons  ainsi,  très-sinîpleni(»nt,  les  diverses  propriétés 
Uvn  connues  de  la  com*be  définie  ci-dessus. 


Remarque  1.  —  Pour  la  courbe  en  question,  on  voit  facilement 
que 

a  . 


8)  pz=  -sin2a; 


la  Tormule  (3®)  du  groupe  (II)  donne  alors 

3 
(9)  ds  r^  -asinixdx» 

2 
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d'où 

s  =  -asin'a. 

2 

3 
Le  quart  de  la  longueur  de  la  courbe  est  égal  à  -a. 

Remarque  IL  —  Des  équations  (3),  savoir 


(10)  !/,= 

on  déduit 

(11)  u  = 


uv* 

Vt 

—  vu^ 

V'— a»' 

v'— «» 

y 

V 

«î-t^î 

Ui  —  v, 


Les  relations  (lo)  et  (i  i)  établissent  une  transformation  rationnel 
réciproque  particulière  du  3'  ordre. 

Si  Ton  suppose  que  uQiv^  soient  les  coordonnées  d'un  point  et  qi 
i/i  et  ('i  soient  celles  du  point  correspondant,  on  volt  qu'à  un  poi 
correspond  un  point  -,  à  une  droite  quelconque  de  l'un  des  systèm 
correspond,  dans  l'autre  système,  une  courbe  du  3*  ordre  aya 
l'origine  pour  point  double  fixe  avec  deux  tangentes  fixes  recta 
gulaircs,  et  pour  directions  asyinptotiques  fixes  les  droites  Ox 
Oj  \  la  troisième  direction  asymptotique  est  perpendiculaire  à 
droite  dont  la  courbe  du  3*  ordre  est  la  transformée,  etc.,  etc. 

Si  Ton  suppose  que  u  et  v»  soient  les  coordonnées  d'un  point  et  ^ 
Wi  et  t'i  soient  colles  de  la  droite  correspondante,  les  équations  (i 
et  (il)  définissent  une  transformation  rationnelle  réciproque  U 
gentielle,  laquelle  présente  les  propriétés  suivantes  : 

1®  A  une  droite  du  premier  système  correspond  une  droite  d 
le  second,  et  inversement  5 

2°  A  un  point  dans  l'un  des  systèmes  correspond,  dans  Tau! 
une  courbe  de  3*^  classe. 

Ces  courbes,  quand  le  point  varie,  touchent  toutes  la  droite 
l'infini  eu  deux  points  fixes  ^  elles  touchent  également  les  dro 
Oj:et  Oj',  etc.,  etc. 

7.   Deuxième  application. 

Désignons  par  (/i,  v^)  les  coordonnées  rectilîgnes,  et  par  (p 
les  coordonnées  polaires  d'une  tangente  à  une  courbe;  par  (ug, 
et  (/^i,  «j)  celles  de  la  tangente  correspondante  pour  la  dévelopc 
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P^  (^9  f^fl)^(  {ptj  ftf)  celles  de  la  tangente  correspondante  pour  la 
développée  de  la  développée  on  deuidème  développée,  et  ainsi  de 
suite.  Les  formules  (i®)  et  (5^)  du  groupe  (II)  donnent 

—  sina      cosa, 
.   Ui  =  — = > 

cosg      V  dp  px 


u  = , 


doc 


\ 


sina        1  cosa       sinai 

PI  ^  ^ 

doc 


d'où 


ou 


dp 

cosai=^  —  sina, 
sina,=  -+-cosa, 
doct  =  doc. 

D  après  cela,  on  aura,  pour  déterminer  les  développées  successives, 
les  formules  suivantes 


—  sina 

COSût  i  d£ 


'   '  -'--  ^  cosa         P\  '^       da 

da 


ê 

(sin 


ai 


P 


dn  —Sina, 

P'-^doc'  ^ 

;(2-);cosa.-^sin«,  ^«'        ■^=u\-^^l;     K  =  p.^p, 

(»")  \  i    .  1  cosa,         Pi  axt 

^  'sina, —  cosa,     Iv,  =r-^ — , 

rfa.  =  doc,         \  3^ 

(3«)     cosa,-.~sina.,/  ""'         l^u\-^^^\;     h.=p,^^, 

sina,  — cosa,,     I  i^,  =1  — - — ,       '^^ 

r  "P^ 
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Appliquons  ces  dernières  formules  à  l'ellipse^  réquatiop 
ticUc  de  Tellipse  rapportée  à  ses  axes  est 

(i)  a»«*-h  6»c»—  i  =  o, 

et  l'on  a  foi 

(2)  p»  =  a'cos'a-4-6*sin*a, 

d*où 

(nbis)  cos*a  =  -*- — ; — >     sin»a  = 7^-— 

Ou  déduit  de  là 

-,,  dp  c'sînacosa 

<^J  P'=di= p — ' 

,,,  dp,  fl'A» 

après  avoir  éliminé  sina  et  cosa  à  l'aide  des  relations  [2  bù 

(6)  P*=±  =  P-^-y ?--*--y-P 


.». 


Maintenant,  on  a,  d'aprèsles  équations  (  i  ®)  groupe  (I\  )  etla  va 

D  —  n 

c'cosa  c'sina 

en  substituant  ces  valeurs  de  cosa  et  sina  dans  la  relation  (2), 

(1)  c*iiîi';  =  ûV;-4-6'iiî, 

1"  développée  [courbe  de  4*  classe). 
Les  équations  (2**)  du  groupe  (I\  )  donnent 

•    _  roqac  — sina         i  , 

p^  p^       Pi 

substituant  les  valeurs  de  cosa  et  de  sina  dans  Féquaticm 
multipliant  régalité  [4}  P^r  -^ï  on  a 

Pi 
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i  élimination  de  ^  conduit  à 

(II)  &{a^u\  —  b^v\Y=z{a}u\  -f-  b^v\)\ 

i'dn'eloppée  (courbe  de  8*  classe). 
Les  équations  (3**)  du  groupe  (IV)  donnent 

sîna  — cosa        i  , 

P*  P^  Pi 

substituons  les  valeurs  de  sina  et  cosa  dans  les  équations  (  2)  et  (3), 

fl  multipliant  l'égalité  (5)  par  ^j  il  vient 

Pi 

P*  P         i 

\PJ  P»\PJ  P» 

I  élimination  de  ^  et  —  conduit  à 

p,      p, 

'  y  développée  (courbe  de  12*  classe). 

l^s  équations  (4®)  du  groupe  (IV)  donneraient 

cosa  sina        i  ,        , 

«4= j     ^4  = >    —  =  «4-^^*; 

P^  P*         Pi 

I    ^TOJiuons  les  valeurs  de  cosa  et  sina  dans  les  équations  (2)  et  (3), 

P"s  multipliant  1  égalité  (6)  par  4»  il  vient 

P  ^ 

p  p>       j 

P'P* 


+  12 


a'6'(«î+.!)'(^;)'(^)N 
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rélimination  de  —  et  ^  conduit  à 

p,      p, 

^     1     -^ia'b'c'(ul-hviy{a'u\-h6c'ulvl^b^v]y\      ^ 


c'est  la  4*  déx^eloppée  (courbe  de  i6*  classe). 

On  conclurait  de  là,  par  analogie,  que  la  m'*"^  dérelop] 
la  classe  ^m. 

Les  formules  du  groupe  (IV)  permettent  aussi  de  calco] 
ment  les  rayons  de  courbure  des  dëveloppees  successÎTes. 

Ainsi  Ton  a 

^  dx  dpi 

_  </«,  dp. 


doit 


doit 


diPi 

„  dx,  dp. 


doii 


doij 


En  ayant  égard  aux  valeurs  (2),  (3),  (4)?  (5),  (6;,  on  tro 


p^  —  a'cos'a  -+-  6*sin»a, 


rayon  de  courbure  de  l'ellipse; 

^       3a'6*c'sinacosa 

Ki~-  1 > 

(V)  <  /»' 

rayon  de  courbure  de  la  première  développée; 

-,  Ofl'/>-        la/rft'  a^-hh^)        \5a*b* 

P*  /^  /»' 

rayon  de  courbure  de  la  deuxième  développée; 
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i\oas  poavoDS  conclure  de  la  les  relations  suivantes,  entre  les 
rajonsde  courbure  de  la  courbe  et  des  développées  successives, 


(VI) 


iïï;"^"'!^^)  ='-*"(IrJ' 


su 

R.       9  R:"^*"  h. 


8.  Troisième  application.  —  Trouver  la  courbe  plane  dans  la- 
^uelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  rayon  vecteur 
iau  d'un  point  fixe. 

C'est  le  j»*oblème  traité  par  M.  J.-A.  Serret  dans  son  Traité  de 
Calcul  différentiel,  t.  II,  p.  5oi. 

Les  formules  (a")  et  (4°)  du  groupe  (II)  nous  donnent  immédia- 
tement, pour  l'équation  diiTérentiellc  du  problème, 


(I) 


^-^è^'^v^'^-^is^y' 


c'est  Téquation  écrite  par  M.  Serret,  à  la  diûerenoe  près  des  nota- 
tions. 

Sim<^i,  on  a,  p.  5o3, 


(^)  P'=^  a\Ji  —  /jt*+asin/jt(a—  at), 

où 

mC  , 

I  —  m^       ^      ^ 

Sim>i,  on  a 

OÙ 


a 

rri 

!Vt 

11- 

V/n' 

I 

~  m' 

—    1 

Si  m 

= 

'^ 

on 

a 

0 

• 

P  = 

a[t- 

-(«- 

-«.)• 

]• 
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D'aiUeors,  d'après  les  formules  (i^  bis)  da  groupe  (EL),  on  a 

,^,                                          rosa              sina 
(5)  u  = »     v=: ; 

P  P 

nous  connaissons  donc  l'équation  tangentielle  de  la  courbe. 

Premier  cas  :  m<[ i . 

On  peut,  en  changeant  la  direction  des  axes  autour  du  point  0, 
et  en  choisissant  convenablement  le  sens  positif  de  l'axe  des  x^ 


0    • 


ecnre 


(6)  p  =  am -r- a s'in  u^f     a  =  4-^1  —  m*. 

alors 

,    ,  COS2  siDct 


a[ni  -^s'inuLx)  afin +sin/jtje)^ 

l'élimination  de  a  n'ofire  aucune  diffictdté,  et  Véçuation  tangen 
tielle  de  la  courbe  est 


(8) 


=  iw  +  sin(  uarctang-  ) 


Mais  il  est  visible  que  les  équations  7),  qui  définissent  u  et  f  a 
fonction  du  paramètre  arbitraire  cr,  suffiront  parfaitement  pour  l'é 
tude  complète  de  la  courbe,  soit  pour  sa  forme,  soit  pour  ses  pro- 
priétés; Téquation  (8)  est  inutile,  et  même  fort  incommode. 

Ainsi  M,  i'  [équations  ^7  ]  sont  donc  les  coordonnées  d'une  tan- 
î^ente  quelconque  à  la  courbe  en  question;  en  appliquant  ici  les 
formules  du  groupe  (F ,  on  trouve 


(9) 


x=r /l'/Ticosa  H-  cosasînua  —  usinacosua) 
1      =pcosa  —  ausinacosu2, 
1  r  =  a[m  sina  —  sina  sinua  -f-uCOSaCOSaa) 
V      z=p  sina  -T-  nacosacosxzy 


doù 

\^bis)  x*-4->-=i=<r(i  -r-  msinua)': 

ce  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la  tangente  [1/*  ^'\ 
On  trouve  ensuite 

{10,  R  =  am(i  —  msinxz). 
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tr(|ui,avcc  la  valeur  (gi/j),  fournît  une  vérification  de  rexacti- 
tudf  (les  calculs. 
On  a  encore 


;ii;  ds  =  am{i  -f-msin/za)(/a, 


(1 


ou 


s  =  amoL cos^a  -h  const.  ; 

Ir 


la  rourbe  est  rectifiablc. 
Les  coordonnées  X|,j^|  du  centre  de  courbure  seront 

^  (  JTi  =  tffji(fjicosasin/za  — sînacos/xa), 

I  Ji  =a/x(/x  sina  sinaa-4-  cosaCOSfxa), 

/x  =  y^i  —  m*. 
Les  coordonnées  de  la  normale  sont 

sina 
,  ,  av.  cosaa 

rosa 

V,  = > 

a/jicos/:xa 

•    «loù 

p,  =  ûfjut  cos/jia, 

/'i  étant  la  distance  du  point  O  à  la  normale,  etc.,  etc. 

Obsen'ation.  —  Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  l'étude  et  la  dis- 
^sion  (le  cette  courbe;  je  ferai  cependant  remarquer  que,  si  Ton 
H'ui  oblenir  facilement  les  formules  que  je  viens  de  transcrire,  on 
5  arrivera  immédiatement  en  dirigeant  le  calcul  comme  il  suit  : 

Ona 

i»"i  pii  =  cosa,    pv^sina^    p  =  am -h  a  sinisa, 

P^  suite, 

jj„  (  pdu=Z''S\nxdx  —  udp, 

\  pdv  z=z       cosadx  —  vdp, 

dp  =z  a[kCos^xdoLf 


190  BULLETIN  DES  SCIENCES 

d'où 

(3«)  udv  —  vdu^—Tj 


ou 


dusinoc-h  dvcosa  =  —  • 


On  a  ensuite,  en  difTérentiant  les  équations  (2^), 

.  l  pd^u  =  —  idudp  —  cosarfa»—  ud^p^ 

\  pd^v  =  —  arfi/  dp—  sinarfa'—  vd^p^ 

d^p  =  —aix*  sin  aa  rfa'. 

On  déduit  de  là,  eu  égard  aux  valeurs  (3**), 

p(dvd^u  —  dud^v)  =  [s\n3tdn  —  cos  x  dv)  dx^  — {udv —  vduy 
d'où 
(5**)  di'dUi  —  dud^v=:^ — -—  (i-{-  msinyLA)do^. 
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Ueme.  Nebst  einem  Anhang,  entlialtcnd  loa  Âufgaben  und  de- 
renResultate.  Lieipzig,  Quandt  &  Hândel;  1869. 

Frischauf  (  J.).  —  Einleitung  in  die  analytische  Géométrie.  Graz, 
Leiiscbner  &  Lubenskj.  16  Ngr. 

Gherardi  (S.).  —  Materialîen  zur  Geschichte  der  mathematischen 
FacultâtderUniversitâtBologna.  Uebersetztvon  Curtze.  s.Âufl. 
Berlin,  Calvary  &  Comp.  i  Thlr. 

Gherardi  [S,),  —  Il  Processo  Galileo  riveduto  sopra  documenti  di 
nuova  fonte.  Fi renze^  1870. 

Grashof{F,).  —  Resultate  der  mechanisclien  Wârmetheorie.  Hei- 
delbcrg,  Bassermann.  24  ^gi** 

Hansemann  (G.).  — Die  Atome  und  ihre  Bewegungen.  Eîn  Ver- 
such  zur  Verallgemeînerung  der  Krônig-Clausius*clien  Théorie 
der  Gase.  Kôln  und  Leipzig,  E.-H.  Mayer.  i  y  Thlr. 

Kiepert  (L.).  —  De  curvîs  quarum  arcus  integralibus  ellipticîs 
primi  generis  exprimuntur  Dissertatio.  Neisse,  Graveur,  «y  Thlr. 

Krokncke  (H.).  —  Handbuch  zum  Abstecken  von  Curven  aul 
Eisenbahnen,  u.  s.  w.  7.  Aufl.  Leipzig,  Teubner.  18  Ngr. 

Mimch  :P.).  —  Lehrbuch  der  Physik.  Freiburg  i.  Br.,  Herder'sche 
VerlagshandluDg;  1871.  , 

(te(K.  von).  —  Die  Grundzûge  des  graphischen  Rechnens  und 
dergraphischen  Statik.  Prag;  1871. 

Ou  (K.  von).  —  Vortrâge  ûber  Baumechanik.  i.  Theil.  Prag, 
Dominicus.  i  Thlr. 

AtfA  (P.).  —  Bestimmung  der  Seehohen  auf  graphischen  Wege. 
Wien,  Beck'  sche  Universîtats-Buchhandlung.  i  Thlr. 

Reuter  (p.).  —  Lehrbuch  der  Géométrie,  i.  Thl.  Planimetrie.  2. 
Aufl.  Lûbeck,  Grautoff.  j  Thlr. 

Sdiell (W.).  —  Théorie  der  Bewegung  und  der  Krafte.  Ein  Lehr- 
buch der  theoretischen  Mechanik.  Leipzig,    Teubner.   Gr.-8. 

4 1  Thlr. 

^ellen  (H.).  —  Die  Spectralanalyse  in  ihrer  Anv^endung  auf  die 
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Stoflc  der   Erde  uiid  die  Natur  dcr  Himmelskôrper.    a.  AuQ. 
Braunscliwcjg,  G.  Westcrinann  ;  1871.  In-4°  (619  S.).  Sj  ïUr. 

Scherling  (Chr.).  — Vorschule  und  Anfangsgrûndc  der  descripti* 
vcii  Geomctrie.  Hannovcr,  Hakn'sckc  Ilofbuchhandlung  ^  1870. 

Schlotke  (J.).  — Die  Hauptaufgaben  dcr  descriptivcr  Géométrie  in 
stcreoskopisckcr  DarstelluDg.  Haniburg,  Fricdrichsen  &  G>mp. 

I  TUr.  i2x(gr. 

Schloiter  (H.).  —  Ucber  die  Bewcgung  des  Wassers  in  Lcitungs- 
rohrcn.  Géra,  Grîcsbacli.  «J.  Thlr. 

Sonnenburg  (A.).  —  Lchrbucli  der  gesammtcn  Elementargcome- 
tric.  2.  u.  3.  Tlil.  2.  Aull.  Brcmen,  Gesenius.       i  Thlr.  7  Xgr. 

Spieker  (Th.).  —  Lehrbuch  der  ebenen  Géométrie.  3.  Aufl.  Pots- 
dam,  Stein'  s  Verlagshandluug.  ~  Thlr. 

Stampjcr  (S.\  —  Logarithmisch-trigonometrische  Tafeln.  8.  Aafi. 
Wit'ii,  Gcix)ld.  jThlr. 

1  relier  (F.\  —  Methodisches  Lehrbuch  der  Geomctrie.  Aaran, 
Sauerliiuder.  iSNgr. 

1  Ter  niche  (A.}.  —  Lelirbuch  dcr  Mcchànik.    i.   TU.   2.   Anfl. 
Brauuscliwcig,  Vicwcg.  2  Thlr. 

Tfln/iler  [F.\ — Lcîtladeu  zur  mathcmatischen  und  phjsikalisclicn 
Géographie.  Dresden,  Wolf.  jThlr. 

Jf'ittstcin  (Th.\  —  Fùnlslclligc   logarithmisch-trigonometrische 
Tafehi.  4-  Aull.  llannover,  Hahn.  jThlr. 

Tfodicls  Geomctrie  der  Alton  in  cîner  Sammlung  von  Aufgabcn. 
9.  Auîl.  ]Nùriibcr^',  Hauer  &  Raspe.  18  Xgr. 

If'olf   E/ .  —  Lehrbuch  dcr  Stcrcomclric.  i.  Thcil.  8.  Aufl.  Ber- 
lin, G.  Rcimcr.  i  7 Thlr. 

Zorcr,   —    Das   Mah'^llî'schc    Probicm,    trigonometrisch   gelôst. 
TùbuiiiciK  Fucs.  6  y^' 
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REYUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

ROSSAK  (E.).  —  Die  Eléments  der  Arithmetik  (Programinab- 
handlung  des  Werdcrsclien  Gymnasiums  îd  Berlin). —  Berlin, 
187a,  ^iîcolai'sclie  Vcrlagsbuchhandlung,  in-4°  (29  p.)  (*). 

Le  nouvel  Ouvrage  que  nous  avons  à  signaler  à  nos  lecteurs  n'est 
certes  pas  un  traité  élémentaire  et  développé,  mais  plutôt  un  aperçu 
général  de  la  méthode  que  Ton  doit  suivre  en  Arithmétique  et  l'exposé 
des  idées  de  Tauteur  sur  Tintroduction  des  unités  complexes  dans  la 
théorie  des  nombres.  Un  premier  Chapitre  de  1 1  pages  contient  un 
résumé  historique  se  rapportant  principalement  à  l'introduction 
des  quantités  négatives  et  imaginaires  en  Algèbre  et  en  Arithmé- 
tique. Les  travaux  de  Gauss  y  sont  analysés  avec  soin.  On  sait, 
en  eflet,  que  rillustre  géomètre  a,  le  premier,  reconnu  la  nécessité 
de  compléter  et  de  développer  rArithuiétiquc  par  l'introduction 
des  nombres  imaginaires. 

Le  sccrond  Chapitre  est  consacré  h  Fétude  du  nombre  entier  et  à 
la  théorie  des  nombres  complexes.  L'auteur  a  suivi  les  leçons  sur  la 
théorie  des  unités  complexes  que  ^L  WeierstraSs  a  développées 
dans  l'hiver  de  1 865-1 866  comme  introduction  à  un  Cours  sur  la 
théorie  des  f<mctions  analytiques,  et  avec  la  ][)er mission  de  M.  Weier- 
strass  il  a  développé,  dans  l'opuscule  dont  nous  rendons  compte, 
les  théories  de  cet  éminent  professeur,  en  ajoutant  pour  quelques 
points  im|K)rtants  des  développements  qui  leur  sont  propres.  On 
\oit  donc  que  le  travail  actuel  est  une  étude  philosophique  sur  les 
principc*s  de  TArithmétique  et  de  l'Algèbre,  et  il  est  à  désirer  que 
l'auteur  la  complète  et  la  fasse  suivre,  comme  il  le  promet,  d'un 
tra>ail  S4*mblable  sur  les  nouvelles  idées  relatives  au  postulatuni 
d*Euclide,  idées  qui  ont  pris  place  dans  la  Science,  qui  inléresseat 
iuj<mid*hui  tant  de  personnes  et  qui  ont  déjà  donné  naissance  à  une 
tnile  de  travaux  réellement  importants. 

(*;  Ko»tAK  (COt  ^^'  éléments  de  l'Arithinéuque^  Berlin,  1873. 


BmU,  Jet  Scitmctt  maihém,  et  astron,,  t.  III.  (Juillet  1S71.)  i3 
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PELLUCCHI  (S.). —  PoLiGowoMETRU  ÀNiLiTicÂ,  nuovo  ramo  di 
Gcomctria  elemciitarc  e  di  applicazionc  dell*  Algebra;  fondamento 
dcllaTrigonomctria,  onde  le  equazioni  raggio-numeriche complète 
di  di  verso  grado  per  ciascun  ][K)ligono  rcgolare  iscritto,  ordinato 
în  un  solo  tcorema  di Gcometria  c  ne'  cinque  primi poligoni,  esua 
relazione  col  circolo  derîvalo  e  colla  trisezione  dcll'  angolo.  — 
Gcnova,  tip.  del  R.  Islituto  Sordo-Muti,  187  ij  in-4^,  4^  p.; 
I  PL  Prix:  3  fr. 

Voilà  un  auteur  à  qui  on  ne  pourra  reprocher  de  faire  des  titres 
courts  et  obscurs  \  et,  si  tous  les  savants  adoptaient  les  mêmes  pro- 
cédés, notre  tficlie  serait  bien  simplifiée  et  nous  n'aurions  guère  qu'à 
transcrire  les  titres  des  Ouvrages.  Cet  Opuscule  contient  d* ailleurs 
tout  ce  qu'annonce  le  titre. 


GLENTHER  (S.^.  — Stidien  zvr  theoretischen  Photometeib. 
Inaugural-Dissertation.  Erlangen, —  Besold,  1872;  in-8**,  5o  p. 
Prix  :  2  fr. 

La  Pholométrie,  créée  par  lk)uguer  (*)  et  par  Lambert  (*], 
n'a\ait.  pour  ainsi  dire»,  pas  fait  de  progrès  théoriques  jusqu'à  ces 
dernières  années.  Nous  ne  parlons  pas,  bien  entendu,  des  progrès 
réalisés  dans  les  laboraloii*es  et  des  appareils  de  mesure  perfection- 
nés par  Bunsen,  Steinheil,  Seedel,  Znllner  et  récemment  par 
M.  ^V'olf;  mais  seulement  des  théories  photométriques,  dont  l'élude 
appartient  plus  spécialement  à  la  Physique  mathématique.  Les 
travaux  de  Karsten  ^'\  de  von  Langsdorir(*),  de  J.  Herschcl  (*), 
de  Brandes  (*  1  sont  à  peu  de  chose  près  tirés  de  la  Photonietria  àf 
Laïubert.  !Mais,  dans  ces  dernières  années,  A.  Béer  a  repris  l'étude 


^')  B«>v<..vcii:  Essai  d'Optique;  sur  la  gradation  de  la  lumière.  Paris,  I7a9«  ÉdilioD 
jucnientoo  par  La  Caille,  1760. 

(*  ;  Pht:>jmetria,  si^-v  de  mensura  et  s^tuîtbus  lucis  colorum  et  umhrœ,  Au^boorg,  1760- 

(*"   Le!irbef[rii'  der geuunmten  Mathematik.  Greifswald,  ï7'>7-t777f  8*  partie. 

(*     TaMj'^dorif  ,vo>i):  Grundlehren  der  Photomet rie.  ErlanQffn^  l8o3-l8oS. 

('    Heeschel  \S.)  :  On  Li^ht.  Trad.  fr.  par  Vcrliulsl  cl  Quelelet.  Paris,  1819. 

(•)  nai>DES  :  Gehler's  phjsikalisches  If'ôrterbuch.  2*  edil.,  Leipzig,  i83i.  Article  - 
F.rleuchtung. 
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de  cette  branche  délaissée  de  l'Optique  et  traité,  d'une  manière 
très-él^ante,  quelques  questions  des  plus  intéressantes  dans  un 
traTail  iutittdé  Grundriss  des  phototnelrischen  Calculs  (Bruns- 
wick, i8o4  )  \  et  enfin  Rheinauer  a  publié,  quelque  temps  après,  un 
lirre  plus  élémentaire  sur  le  même  sujet  (^). 

Ces  détails,  que  nous  devons  au  Livre  que  nous  analysons,  mon- 
Irent  qu'il  y  a  encore  beaucoup  a  faire  en  Photométric,  et  nous 
croyons  que  les  personnes  qui  s'occupent  de  ces  questions  consulte- 
ront avec  fruit  et  intérêt  le  Livre  de  M.  Gunther  (* }. 


GUIRAL^DET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille.  — 
Mémoire  sur  le  mouvement  d'un  poixt  matériel  sur  uhe  sur- 
face. —  Lille,  L.  Daniel,  1872-,  in-8°,  3  p.  ('). 

L'Auteur  se  propose  de  considérer  le  mouvement  d'un  point 
assujetti  à  rester  sur  une  surface  fixe,  eu  supposant  qu'on  prenne 
pour  coortlonnées  à  la  surface  les  deux  systèmes  de  lignes  de  cour- 
bure. Il  établit  directement,  et  d'une  manière  géoiuétrique,  les 
équations  dillerentielles  du  mouvement  et  étudie,  d'une  manière 
particulière,  les  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de  courbure 
d'un  système  au  moins  aussi  sont  des  ligues  géodes iques. 


SAINT- VEXANT  (de^,  Membre  de  l'Institut.  —  Sur  les  diverses 

MAMKRES    DE    PRÉSENTER    LA   THÉORIE    DES    0>DES    LUMIJKEUSES.   

Paris,  Gautbier- Villa i*s  j  in-8^,  5o  p.  Prix  :  i*^*",  jo  (*). 

Ce  petit  écrit  intéressera  vivement  toutes  les  personnes  qui  dé- 
sirent connaître  les  découvertes  dues  à  Fresnel,  Cauchy,  à 
MM.  Briot,  Sarrau,  Boussinesq  sur  la  tliéorîe  matbématique  di;  la 


('     RttUMAnE,  Grundzûge  der  Photoinetrie,  Halle,   i863. 

'';.  >ouft  profiterons  au»si  de  l'occasion  pour  sijciler  un  Ouvrage  de  M.  Rurmester, 
te  rapportant  au  même  tujel,  et  intitulé  :  Théorie  and  Darstellung  der  Beleuchtung 
gesetzmàtug  gettalteeer  Fiàchen.  Leipxi(;,  Teabner. 

•     Kitrait   de«   Mémoires  de  la  Société  des  Sciences,  de  l* Agriculture  et  des  Arts 
ie  Lille,  1871,  3«  série,  t.  IX. 
■  (*)  EjLtrmit  dii  Ammaiet  de  ChimU  et  de  Phfsîque,  4«  téric,  t.  XXV,  1879. 

l3. 
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lumière.  Les  travaux  de  Lamé  et  de  Green  sont  volontairement  lais- 
sés de  coté  {voir  la  note  de  la  page  9).  Le  savant  académicien,  après 
un  examen  très-détaillé  des  Mémoires  récents  des  géomètres  cités, 
adresse  a  tous  ces  travaux,  excepté  à  ceux  de  M.  Boussinesq,  des 
objections  précises  et  développées,  et  il  conclut  en  invitant  les  phy- 
sicieus  k  porter  toute  leur  attention  sur  la  théorie  de  M.  Boussi- 
nesq, «  qui  oilre  à  la  fois  plus  de  simplicité,  d* unité,  de  probabilité 
et  de  rigueur  que  les  autres  ».  Nous  désirons  signaler  cette  étude 
sans  a\oir  la  prétention  téméraire  de  prononcer  un  jugement  dans 
des  questions  si  intéressantes,  mais  si  difficiles. 


^^  * 

PETERS   (C.-F.-W.),  Assistent  der  Sternwarte  in  Âltona.  — 

AsTR0>0MiscirE  Tafeln   lad  Formela.  —  Hamburg,  Wilhclm 

Mauke,  1871  (*). 

Ces  excellentes  Tables  sont  destinées  à  remplacer  les  Recueils 
analogues  donnés  par  Schumacher,  en  1822,  et  par  WarnstoriF,  en 
1845,  et  qui  sont  depuis  longtemps  épuisés.  L'Auteur  a  profondé- 
ment modifié  et  perfectionné,  d'une  manière  notable,  les  Ouvrages 
antérieurs.  ^  oici  d'ailleurs  quelles  sont  les  Tables  que  contient  le 
nouveau  Recueil  : 

I.  Transformation  du  temps  moyen  en  temps  sidéral  et  récipro- 
quement. —  2.  Transformation  des  parties  décimales  du  joiu*  en 
heures,  minutes,  secondes,  et  inversement. —  3.  Transformation  de 
Tare  en  temps  et  du  temps  en  arc.  —  1.  Longueur  des  arcs  de 
cercle,  le  diamètre  étant  supposé  égal  à  i .  —  5.  Tables  de  la  réfrac- 
tion moyenne.  —  0.  Cinq  Tables  de  réfraction,  d'après  Bessel.  — 
7.  Tables  pour  la  forme  de  la  Terre.  —  8.  Tables  pour  le  cal- 
cul des  parallaxes.  —  9.  Tables  de  réduction  au  méridien.  — 
10.  Tables  des  logarithmes  de  ///  et  de  w.  —  il.  Tables  pour 
la  correction  de  midi.  —  12.  Tables  pour  la  correction  de 
minuit.  —  13.  Réduction  du  temps  h  Tannée  de  Bessel.  — 
14.  Tables  d'ascension  droite  movenne  du  Soleil.  —  13.  Parallaxe 
horizontale  du  Soleil,  d'après  M.  Le  \  errier.  —  16.  Tables  géné- 

y^*l  PcTEES  vC.-F.-'\V.;,  TMes  et  formules  Mtronomijmes,  io-S%  aïo  p.  Prix:  13  fr» 
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raies  pour  rabcrradon.  —  17.  Tables  générales  pour  la  nutation. 
—  18.  Tables  générales  pour  la  nutation  solaire.  —  19.  Tables 
d'interpolation.  —  20.  Fonctions  trigonométriques.  —  21 .  Carrés 
des  nombres  depuis  i  jusqu'à  10  000.  —  22.  Tables  hypsométriques 
de  Rûlilmann  avec  application  des  logarithmes.  —  23.  Mêmes 
Tables,  sans  l'emploi  des  logarithmes.  —  24.  Point  d'ébullition 
de  Teau  pour  chaque  hauteur  du  baromètre.  —  25.  Réduction  de 
Tancien  baromètre  français.  —  26.  Réduction  des  hauteurs  du  ba- 
romètre en  millimèlres.  —  27.  Réduction  du  baromètre  anglais. 
—  28.  Réduction  de  l'ancien  baromètre  français  avec  deux  thermo- 
mètres.  —  29.  Echange  des  échelles  barométriques  et  thermomé- 
Iriques.  . 

Le  Livre  se  termine  par  un  recueil  des  formules  les  plus  impor- 
lanles  de  Goniométrie,  de  Trigonométrie  et  d'Astronomie.  Les  prin- 
cipales se  rapportent  aux  instruments  des  passages  et  des  hauteurs. 
Inc  introduction  placée  au  début  indique  avec  précision  Tusage 
des  dilTérentes  Tables. 


LMS>L\NN  (D*"  G.),  Oberlehrer  an  der  Realschule  erster  Ord- 
nung  zu  Frankfurt  a.d.O.  —  Mathematische  Excursionen.  Ein 
lebungsbuch  zum  Gebrauche  in  den  oberen  Classen  hoiierer 
Lehranstalten  und  beim  Selbststudium  ;  zugleich  Sammlung  ma- 
ihematischer  Abiturienten-Aufgaben.  Halle,  L.  Nebert  (*). 

D  suffit  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  la  Table  des  matières  de  cet 
estimable  Ouvrage  pour  reconnaître  qu'il  traite  de  matières  variées. 
Le  premier  Chapitre  est  consacré  au  cercle  des  neuf  points,  le  hui- 
tième aux  fractions  continues,  le  neuvième  à  la  sommation  de  quel- 
<pies  séries.  On  voit  que  c'est  bien  d'excursions  mathématiques 
^*il  s*agit.  Nous  devons  ajouter  qu'à  la  suite  de  l'Auteur  elles  nous 
prabsent  intéressantes.  L'Ouvrage  se  termine  par  une  collection 
bien  choisie  d'énoncés  de  problèmes  dont  la  solution  n'est  pas 
domiée. 


(')  EiniA!»  (D'  G.),  Excursions  mathématiques,  Lirre  d^exercices  pour  l'usage  des 
<^»MitopérieanM,  etc.  ln-8®,  318  p.  Prix  :  k^^^i^. 


\ 
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FOERSTER  (D'  W.),  Professer  und  Direktor  der  Stemwartc  zu 
Berlin.  —  Johann  Kepler.  —  Berlin,  1872,  Lùderitzschc  Ver- 
lagsbuchhandlung *,  in-8°.  Prix:  i  fr. 

M.  Forslcr  publie  le  discours  qu'il  a  prononcé,  le  16  janvier 
187a,  h  rUniversité  de  Berlin,  à  l'occasion  du  troisième  anniver- 
saire centenaire  du  jour  de  naissance  de  Kepler.  La  compétence  et 
le  mérite  du  nouveau  biographe  de  Kepler  donnent  un  grand  inté- 
rêt à  celte  publication,  qu'il  suffit  évidemment  de  signaler.  Nous 
nous  conlrntenms  d'indiquer  qu'elle  fait  partie  d'une  collection  de 
IVailés  destinés  h  populariser  la  Science,  et  dénature  à  t>tre  univer- 
sellement compris.  Cette  collection,  parvenue  déjà  a  la  septième 
série,  est  intitulée  :  Sammlimg  gemeinuerstândlicher  TflsseU' 
schaj)lichcr  fort  ni  go,  herausgogchcn  von  Rud,  Virchow  und  Fr. 
V,  J/oItzrndorJf.  En  abonnement,  chaque  fascicule  coûte  5  silber 
gros.  iSatureHenient  les  Mathématiques  prennent  peu  de  place 
dans  de  leUes  eolh'clions.  Dans  la  série  actuelle,  Kepler  seul  repré- 
sente les  Mathémati(|ues  et  TAstronomie^  on  aurait  pu  choisir  plu: 
mal. 


PI  lUJCATlONS  NORVÉGIENNES. 

lUERKNES  ^C.-A.\  —  Si  r  i.e  moi  vement  simultané  de  coup 
srHéRiQiKs  V  VRivni.rs  iv\>s  i  n  fuide  i^nf.FiNi  et  incompressible 
—  Premier  Mémoiix\  t.hristiania.  Videnskabsselskabcts  Ford 
liandlinger  for  1 87 1 . 

Dans  un  Ihnde  illimitée  incompressible,  se  meut  un  système  d 
l't^rps  spluTÎt|ues  dont  les  rayons  simt  variables  et  très-petîts  d'ail 
leurs  par  rapjHu-l  aux  dîslaures  centrales.  Il  existe*  en  outre,  un  pc 
tentit*l  «le  la  vitesse,  el  aucune  fortv  extérîeun*  n*agit  sur  le  fluide 
à  rinliui  la  pression  s\ippnH^he  d'une  limite  i^mstante  ou  du  moin 
qui  ne  dè[HMid  que  du  temps,  et  les  vîtesst^s  sont  supposées  nulles 
Les  états  du  tluide  pnHluits  par  le  mouvement  et  les  variations  d 
\t>lume  sont  êtutliês,  et  tout  particulièrement  la  loi  des  rilesses  < 
la  pression  tiUale  que  sup{H>rtent  les  civr|v^  indiqués. 

Le  pit^blèuie  se  dtHx>m|HV5e  immédiatement  en  deux  :  la  rechercb 
des  mouvements  des  sphères  invariables^  et  1  étude  des  rariatioii 
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des  sphères  variables  dont  les  centres  demeurent  en  repos.  Le  po- 
tentiel 9  se  décompose  donc  en  une  somme  de  deux  (fo)  (fi-  L'un 
quelconque  des  deux  est  désigné  par  f ',  et  Ton  pose 

où  les  indices  g",  h^  j^, ,  .^  A?,  l^.,  ,^  p  désignent  les  nombres  i,  2, 
3,. . .,  m,  avec  la  restriction  que 

Les  valeurs  de  fg  sont 

9\^-d'—^     ?;==-TS;^cos(S;r^): 

i^  désigne  le  .rayon  de  la  sphère  S^,  dg  la  vitesse  avec  laquelle  croît 
le  rayon  r^,  le  rayon  vecteur  du  centre  g  mené  à  un  point  exté- 
rieur x^jr^z*^  Sg  la  vitesse  du  même  centre  (S^r^  )  ;  enfin  Tanglc  que 
la  direction  de  cette  vitesse  forme  avec  le  rayon  vecteur.  Les  autres 
potentiels  partiels  sont  déterminés  d*unc  manière  simple. 

La  détermination  plus  précise  des  premiers  potentiels  partiels  et 
les  développements,  les  discussions  plus  étendues  demeurent  réser- 
vés pour  les  Mémoires  suivants,  ainsi  que  la  considération  du  cas  où 
il  existe  seulement  deux  sphères  se  déplaçant  suivant  la  ligne  des 
centres. 

D'ailleurs,  l'Auteur  a  déjà  fait  une  nouvelle  Communication 
[Fordluindlinger  v^ed  de  Skandina\dske  Naturforskeres  10.  Mode 
1868),  dans  laquelle  se  trouvent  d'autres  résultats  qui  seront  dé- 
montrés plus  tard  (*). 

SYLOW  (L.).  —  Sur  le  groupe  de  l'équation  pour  la  divisiow 
i>Es  périodes  des  fonctions  elliptiques.  —  Christiania.  Viden- 
skabsselskabets  Fordhandlinger,  1 87 1 . 

1-c  groupe  de  l'équation  qui  détermine  les  grandeurs 

sm  am  ^^ 

an  4-1 

'contient,  comme  on  sait,  seulement  des  substitutions  linéaires  et. 


OToirfsZZrliii,  t.I,p.  384. 
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parmi  elles,  celles  dont  le  déterminant  est  congru  à  runilé  suivai 
le  module  2  w  •+- 1  qui  forment  le  groupe  appelé  de  monodromU 
On  sait,  d'ailleurs,  au  moins,  si  2/i  +  i  est  un  nombre  premier,  qa 
le  groupe  contient  des  substitutions  dont  le  déterminant  n'est  pi 
égal  à  I.  D*après  cela,  la  question,  qui  se  trouve  traitée  et  résolu 
affirmativement  dans  le  Mémoire,  est  la  suivante  :  le  groupe  contiem 
il  toutes  les  substitutions  linéaires  ?  On  démontre,  en  même  tempi 
que  le  groupe  se  réduit  au  groupe  de  monodromie,  si  Ton  introduit 
comme  quantité  connue,  la  (  2  /i-H  i  )»*"«  racine  de  l'unité.  Le  demie 
point  se  trouve  traité  par  la  formule,  due  à  Abel  et  démontrée  pa 
TAuteur, 

'^'"       (m£-^:^  4;'fmK-f-fxK'/)-f-4(7(m'K-+-fz'K'/) 

\e  *"^'      smam-î^- r 1 ^ixi r î__^^ 

^  .  2  /i  -f-  I 

(Forh.  af.  Christ,,  i864;  p.  68-92).  Comme,  d'ailleurs,  lesracinei 
de  l'unité  s'expriment  rationnellement  par  les  grandeurs 

4j»K-+-4gK'i 


sinam 


2/H-  I 


il  suit  d'une  loi  de  réciprocité  de  la  théorie  des  irrationnelles  algé- 
briques (voir  Traité  des  Substitutions,  par  C.  Jordan,  p.  269) 
que  l'ordre  du  groupe,  si  l'on  introduit  comme  connues  les  racines 
de  l'unité,  est  divisé  par  l'ordre  de  l'équation  ar*""*"*  — 1  =  0,  c'est-à- 
dire  par  c^(2  7i  -h  i).  Le  groupe  doit  donc  se  composer  de  çp(2/i  -f  1) 
multiplié  par  le  nombre  des  substitutions  du  groupe  de  monodro- 
mie; il  contient  donc  toutes  les  substitutions  linéaires. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MATERLiTIWECKin  CBOPIlHK'b  (»). 

T.  V,  1870-1872. 

Première  Partie. 

BouGAïEF  (N.-V.).  —  Tliéorie  des  dérivées  numériques.  (63  p.] 
Ce  Mémoire,  qui  est  la  première  Partie  d'un  travail  plus  étendl 

(')  Voir  BulUtin,  t.  III,  p.  11. 
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traite  des  séries  numériques  et  de  la  loi  des  dév^eloppements  réci- 
proifues. 

L'Auteur  appelle  intégrale  numérique  la  somme  des  valeurs 
d'une  fonction  0(m),  prise  par  rapport  à  une  suite  de  grandeurs 
déterminées  d'après  une  loi  quelconque.  Ainsi  la  somme 

jJ"e(i«)=0(i)-4-0(2)-f- 0(3)4-... -f0(/i) 

est  dite  une  intégrale  numérique  prise  par  rapport  aux  nombres 
naturels;  la  somme 


s 


'0(i*)  =  0(i)-f-0(2»)H-0(3>)-+-...-i-0(Ar») 


une  intégrale  numérique  prise  par  rapport  aux  carrés;  la  somme 

y  0(rf)=0(i)-f- 0(rf) -4- 0(rf') -+-••-+- ©('*)> 

où  n  est  un  nombre  entier  quelconque,  et  rf,  rf', . . .  ses  divers  divi- 
seurs, une  intégrale  numérique  prise  par  rapport  aux  diviseurs, 
ou  simplement  une  intégrale  numérique. 
Réciproquement,  0(/i)  sera  dite  la  dérii^ée  numérique  de  Tinté- 

gralc 

^(d{d):=^{n). 

M.  Bougaïef  étudie  le  problème  de  la  différenliation  et  de  Tinté- 
gration  des  fonctions  définies  en  dernier  lieu,  et  il  en  déduit  diverses 
conséquences,  entre  autres  le  développement  des  fonctions  numé- 
riques en  séries.  Les  diverses  séries  que  Ton  obtient  ainsi  pour 
«çrimer  une  fonction,  soit  analytique,  soit  numérique,  ne  sub- 
«slent,  en  général,  que  pour  les  valeurs  entières  des  variables.  Il  y 
*  cependant  des  cas  où  ces  développements  peuvent  s'appliquer  à 
des  valeurs  quelconques  de  ces  variables.  Le  développement  en  sé- 
nés numériques  consiste  dans  la  détermination  des  coefficients.  Le 
problème  est  donc  analogue  à  celui  du  développement  en  séries  ana- 
Ijliques,  telles  que  les  séries  de  Taylor,  de  Fourier,  etc. 

L'Auteur  considère  en  particulier  le  développement  en  séries  des 
«)Qctions  suivantes  : 

1^  El^/i  el /{iL'yln)^  E'v^/i  désignant,  comme  on  sait,  le  plus 
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grand  entier  contenu  dans  v^/i,  et  f  étant  le  signe  d'nne  fonction 
quelconque; 

2®  La  fonction  6(/î))  qui  exprime  combien  il  j  a  de  nombres 
premiers  non  supérieurs  au  nombre  n  ; 

3°  La  fonction  N(/i),  qui  indique  le  nombre  des  résidus  quadra- 
tiques ^/i  d'un  nombre  premier  y[?. 

Le  développement  de  E'y'/i  est  remarquable  par  la  relation  qui 
est  établie  entre  des  opérations  telles  que  l'extraction  des  racines 
d'un  degré  quelconque,  et  la  décomposition  d'un  nombre  en  factcon 
premiers. 

De  la  formule  générale  de  développement  en  série  des  fonctions- 
numériques,  on  déduit  une  loi  très-simple,  exprimant  la  liaison  qui 
existe  entre  des  fonctions  numériques  quelconques,  et  que  rAuteur 
appelle  la  loi  des  développements  réciproques  : 

«  Pétant  données  d(»ux  fonctions  numériques  quelconques,  li 
somme  des  valeurs  de  la  première,  multipliées  respeclivemenl  par 
les  coefficients  du  développement  de  la  seconde,  est  égale  à  la  somme 
des  valeurs  de  la  seconde,  multipliées  respectivement  par  les  coeffi- 
cients du  développement  de  la  première.  » 

D'après  cette  loi,  on  peut  établir  des  liaisons,  non-seulement  entre 
deux  fonctions  dont  les  développements  sont  connus,  mais  encore 
entre  des  foiK'tions  dont  le  développement  en  série  n'existe  pas,  dès 
que  l'on  sait  trouver  une  fonction  développable  ayant  une  relation 
quelcon(jue  avec  la  fonction  donnée. 

Vo>  Reveu  E.-I.).  —  Sur  l'intégration  aux  différences  finio 
des  fractions  rationnelles  au  moyen  des  fonctions  algébriques. 
[Suite  et  On;  2  articles,  61  et  34  p.  (*)•] 

Le  premier  des  deux  articles  dont  se  compose  la  fin  du  travail  de 
M.  von  Beyer  est  intitulé  :  Résolution  des  équations  d'où  dépend 

■rr»  lorsque 

cette  i^aleur  est  possible.  Conclusion  générale. 

Toutes  les  formules  dévelopjwes  dans  le  précédent  article  coa- 

rr>  a  une  valeur  de  la  forme  p  +C,  F 


(•;  \oir  Bul/en'm,  t.  Ul,  p.  79. 
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et  6  étant  deux  fonctions  entières,  Tune  connue,  l'autre  inconnue. 
L'Auteur  détermine  d'abord  le  degré  de  0  en  fonction  des  degrés 
deX  et  de  M,  et  il  montre  quelles  doivent  être  les  relations  entre 
les  nombres  qui  expriment  ces  degrés,  pour  que  l'intégrale  cherchée 
soit  algébrique.  Connaissant  le  degré  de  Ô,  on  calcule  cette  fonction 
elle-même  à  l'aide  soit 

1®  Des  coeflScients  indéterminés, 

2**  Des  fractions  continues, 

3®  Des  difîérences  finies. 

Dans  le  dernier  article,  M.  von  Beyer  applique  ces  méthodes  à 

liverses  fractions  rationnelles.  Il  démontre,  par  exemple,  que  la 

N 
'notion  —^ ?  lorsqu'elle  est  irréductible,  et  que  n  est  un  nombre 

premier  autre  que  2,  ne  peut  pas  s'intégrer  à  l'aide  des  fonctions 
algébriques. 

Alïtxéief  (N.).  —  Recherches  sur  des  fonctions  semblables  aux 
fondions  de  Legendre,  (ao  p.) 

Dans  un  Mémoire  dont  le  Bulletin  a  rendu  compte  (*),  M.  Tche- 
bychef  a  fait  connaître  certaines  propriétés  des  fonctions  To,  Ti, 
T,,...,  qui  sont  les  coefficients  du  développement  de  la  fonction 

r/,  (\  '\'  t  -^  \i'\  ^^tx~-\-  xA^  [i  —  t  A-\l\  —  2/.r  H-  x^f 

ï[t,x)z=z 1 '  '- 

sj  \  —  itx  ->r  X^ 

soiTant  les  puissances  de  f .  Le  présent  Mémoire  a  pour  but  d'éta- 
Mirde  nouvelles  propriétés  des  fonctions  T„,  et  les  propriétés  cor- 
respondantes des  fonctions  X„  de  Legendre,  qui  en  sont  un  cas  par- 
ticulier. 

i**  En  développant,  à  l'aide  de  la  formule  de  Lagrange,  la  fonc- 
tion F[f,  x)  convenablement  transformée,  et  appliquant  à  ses  coef- 
ficients la  formule  de  Leibnitz,  on  obtient  une  série  donnant  l'ex- 
pression de  T«  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  —  i  et  de  j:  -H  i  • 
Cette  série  présente  avec  la  série  hypergéométrique  de  Gauss  une 
*ûalogie  qui  permet  de  représenter  T„  sous  forme  d'une  série  hy- 
pergéométrique, multipliée  par  un  facteur  numérique. 

(')T.  III,  p.  4i. 
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2°  La  fonction  T«  peut  être  exprimée  par  l'intégrale  définie 

*"    7rr(/n-i)r(/i-x-fx-+-i)j^  '^''^      ^^"^ 

où 

P  =  j:cosç  -+-  2sin9,    Q=::xcos9  —  isin^. 

En  y  faisant 

on  obtient  une  expression  de  la  fonction  de  Legendre, 

X,  =  -   /     [(aPcos9)"-f  (2Qcos9)*lrf9, 

d'où  il  est  facile  de  dtnl uîre  le  développement  de  X,  suivant  les  puis-    ^ 
sauces  de  x.  Cette  formule  est  plus  commode  que  celle  que  Ion    ; 

connaissait  jusqu'ici;  ear  elle  renferme,  sous  le  signe  I  >  une  fone- 

lion  entière  et  rationnelle  de  x. 

3^  La  fonction  T.  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  dîl- 
férentielie  du  second  ordn» 


d 

t/x  -Lrv---/      'V /j  ^^ 

-*-  n[n  -^  i  —  il  —  /. j U.  =  o, 

qui  se  transforme  dans  Téquatiou  de  Laplace«  en  posant 

u  =:  X  — -  o. 

« 

Coi^naissaut  une  iiiléi:ralo  particulière  de  cette  équation,  il  est  fa- 
cile d'en  dêiluire  l'intci^ralc  ijénérale. 
4*^  En  dévclop|>ant  les  expressions 

log^  —  /-^\'ï— a/x  — X*)     et     log  1—  i-h^i  —  '2iX'^sr), 

suivant  les  puissances  do  /,  on  obtient 

X         X 

log  J  —  X   =1  —  \, . . . , 

2         3 

loga  :=        Xt  —  ^ :-  ^  -^  .  .  •  • 

^  a         3 
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5®  La  fonction  F(/,  jc),  développée  suivant  les  puissances  de  f, 
5e  présente  sous  la  forme 

En  diirérentiant  cette  équation  par  rapport  à  f,  et  posant  x  =  cos®, 
OD  obtient  une  relation  entre  les  coefficients  T,  de  la  forme 

AT|=rT.U|-f-T,Ui_,H-...-4-T*-,U,-4-T4_.U., 

uà  Ton  a  fait 

Va  =  cosc)  — Xi  —  ' X*-,. 

Pour  1  =  a  =  o,  cette  relation  devient 

AXi  =  X.cos/rQ  -+-X, cos(/r  —  1)9  -f-. .  .-f-  Xi-iC0S9. 

SoKOLOF  (I.-D.) .  —  Sur  le  principe  de  la  moindre  action,  (i  o  p.) 
Ce  principe  a  donné  lieu  à  des  objections  de  la  part  d'éminents 
géomètres,  tels  que  Ostrogradsky  et  Jacobi.  Ostrogradsky,  dans  son 
Mémoire  :  Sur  les  équations  différentielles  relativ^es  au  problème 
des  isopérimctres,  trouve  l'analyse  de  Lagrange  inexacte,  parce  que 
celui-ci  a  négligé,  en  démontrant  ce  principe,  d'introduire  dans  la 
îariation  de  l'intégrale  un  multiplicateur  indéterminé,  ce  qui  Ta 
conduit  à  un  résultat  auquel  il  ne  serait  pas  arrivé  en  suivant  une 
nicthodc  rigoureuse.  Jacobi  ('),  sans  attaquer  l'exactitude  de  la  mé- 
thode en  trouve  l'exposition  incompréhensible  \  car,  en  parlant  de 

Utaleur  minimum  de  l'intégrale  1  N  mii^idsi^  on  oublie  générale- 

"Bcnlde  dire  qu'il  faut,  au  moyen  du  principe  des  forces  vives,  éli- 

«,!«  ..mps  de  ««  i.,ép.d.,  de  n^nlère  que,  ,o„.  1.  >^oJ, 

tout  se  trouve  exprimé  au  moyen  des  éléments  de  1  espace.  Le  pré- 
sent article  a  pour  but  de  répondre  à  ces  deux  objections. 

D'abord,  l'introduction  du  multiplicateur  dont  parle  Ostrogradsky 
û  est  pas  nécessaire;  caries  variables  i^,,  Xi^ji^  Zi  de  l'intégrale  sont 
liées  par  une  équation  de  condition,  celle  des  forces  vives.  Or  cette 
Ration  de  condition  est  de  telle  nature,  que  l'on  peut,  par  son 


(')  ^orUtungen  ûber  DjrnamiA,  herausgegeben  von  A.  Clebscb.  Berlin,  1866.  6.  Vor- 
*^8,  S.  4{. 
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moyen,  éliminer  les  i^,-  et  leurs  yariations,  de  sorte  que,  sous  le 

signe  I  9  il  ne  restera  qu'une  expression,  fonction  des  coordonnées 

et  d<;  leurs  variations,  lesquelles  peuvent  être  complètement  indé- 
pendantes les  unes  des  autres,  sans  que  Ton  ait  besoin  d'employer 
le  multiplicateur.  L'Auteur  reprend  ensuite  la  démonstration  du 
principe  de  la  moindre  action  en  faisant  usage  de  ce  multiplicateur, 
et  il  jnontre  que  l'on  est  ainsi  conduit  au  même  résultat  que  par  la 
métliode  de  Lagrangc,  mais  d'une  manière  beaucoup  moins  simple. 
Quant  à  l'objeetion  de  Jacobi,  on  peut  répondre  que  le  temps  se 
trouve  éliminé  implicitement  par  la  condition  que  le  principe  de  la 
moindre  action  n'a  lieu  que  pour  les  valeurs  des  vitesses  qui  satis- 
font à  ré(piation  des  forces  vives,  et  non  pour  des  valeurs  quelcon- 
ques. Lugrange  a  laissé  iigurer  le  temps  dans  ses  formules  {)ourla 
plus  grande  sinq)licité  des  calculs.  D'ailleurs,  une  fois  que  l'on  aura 
ramené,  comme  le  veut  Jacobi,  l'intégrale  à  contenir,  conunc  variable 
indépendante,  une  des  coordonnées,  rien  n'empêchera  de  changer  de 
variabh*  en  considérant  toutes  les  coordonnées  comme  des  fonctions 
du  temps,  et  déterminant  convenablement  les  nouvelles  limites  de 
l'intégration,  ce  (pii  ramène  aux  calcids  de  Lagrange. 

Or  M  or  (N.-A.}.  —  Lois  des  vibrations  dans  un  milieu  illimité 
d*ctiis(ici(ti constante,  (a  art.*  3a  et  20  p.) 

Lt\s  pn^blèmos  relatifs  aux  vibrations  transversales  et  aux  vibra- 
tions loni;itudinal(*>  (univent  se  résoudre  indépendamment  l'un  de 
Taulre.  Le  succès  de  ces  rtH'horches  tient  à  la  forme  des  équationi 
dîllerenlielles  et  à  la  possibilité  de  les  intégrer,  ce  qui  dépend  en 
grande  partie  du  choix  dos  ctK)i\lonnées.  En  rapportant  les  poinU 
de  Tespaee  à  tr\ns  surfaces  orthogonales*  dont  Tune  est  la  surface  d< 
Tonde,  on  peut  pix^oir  la  |H>ssibiHté  de  simplifier  les  équations 
fondamentales  et  do  détorminor  les  constantes  ou  les  fonctions  arbi 
IraîiYs  par  la  i^mnaîssanoo  do  la  )xv>ition  initiale  de  ronde. 

A\  .mt  tait  ix*  chi>î\  de  ixH-knlonutvs,  L Autour  étudie  : 

I*'  Les  pri^priétôs  général  os  des  ondos  dans  un  milieu  indcGn 
dVIaNtiiiio  ivnstanto.  Il  par\iont,  outre  autres,  aux  deux  théorème 
5uî\a!ils  : 

«3       / \  :*r.- •:.: ^:  peur  :\; '-,;.'•;<•  r-Y  J<r  i \'*nJe  Li  portion  du  raya 
*v ?•::*•,><•  <  •;:,:'  «V:P/\vf;r;\»\*,«  ;\';;;,:A'  rt /ï^^/s*  Je  l\>nde,  son  para 
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mètre  différentiel  du  i**"  ordre  est  constant  et  égal  à  l'unité  pour 
tout  l'espace. 

(b).  Les  paramètres  différentiels  du  i*^  ordre  des  surjaces  or- 
thogoimles  à  la  surface  de  l'onde  sont  proportionnels  à  leurs 
rayons  de  courbure, 

2°  Les  vibrations  transversales  propagées  par  une  surface  d'onde 
de  forme  donnée.  Voici  les  principaux  résultats  obtenus  par  TAu- 
teur  : 

Les  surfaces  d'onde  peuvent  être  divisées  en  trois  groupes.  Au 
premier  groupe  appartiennent  les  surfaces  isothermes  (sphère  et 
cylindre  de  révolution),  sur  lesquelles  les  vibrations  transversales 
peuvent  se  propager  suivant  deux  lignes  de  courbure^  autrement 
dit,  les  surfaces  qui  admettent  la  polarisation  rectiligne  sui\  ant  deux 
directions  rectangulaires.  Au  deuxième  groupe  appartiennent  les 
surfaces  de  révolution  (sauf  la  sphère)  et  les  cylindres  (excepté  celui 
de  révolution),  qui  n'admettent  la  polarisation  rectiligne  que  dans 
on  seul  plan.  Ce  plan  est  celui  du  méridien  pour  les  surfaces  de 
révolution^  pour  les  surfaces  cylindriques,  il  est  perpendiculaire  au 
plan  directeur.  Le  troisième  groupe  comprend  toutes  les  autres  sur- 
faces, lesquelles  n'admettent  en  aucune  manière  la  polarisation  rec- 
tiligne. 

3**  Les  vibrations  longitudinales.  Les  surfaces  isothermes  (plan, 
sphère,  cylindre  de  révolution)  sont  les  seules  surfaces  qui  puissent 
propager  les  vibrations  longitudinales.  Si  la  surface  d'ébranlement, 
c'est-à-dire  Tonde  initiale,  n'est  pas  isotherme,  les  vibrations  sont 
mixtes  à  une  petite  distance  de  l'origine;  mais,  à  de  grandes  dis- 
tances^ Tonde  s'approche  de  plus  en  plus  de  Tune  des  surfaces  iso- 
thermes, et  le  phénomène  ne  présente  plus  que  des  vibrations  lon- 
gitudinales. Ce  résultat  a  été  trouvé  par  Poisson  d'une  autre 
manière. 

4^  Extension  des  résultats  obtenus  par  l'Auteur  à  des  phéno- 
mènes lumineux  dans  les  milieux  homogènes. 

BouLTGHiNSRT  (D.-D.).  —  Etude  sur  la  capillarité  de  quelques 
dissolutions  salines  à  dit^ers  degrés  de  concentration.  (3i  p.) 

Ce  travail  a  été  fait  dans  le  laboratoire  du  D*^  Magnus,  à  Berlin, 
et  publié  dans  les  annales  de  Poggendorff,  en  1868. 

D'après  la  théorie  de  l'action  capillaire  de  Poisson,  la  quantité 
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appelée  constante  de  la  capillarité  ne  doit  varier  qu'en  passant 
d*uu  liquide  à  un  autre.   Les  expériences  de  Gay-Lussac  et  de 
Dcsains  ont  donné  des  résultats  conformes  à  cette  théorie:  mais, 
d'après  celle  de  plusieurs  autres  physiciens,  Simon,  Bède,  Wer- 
thcim,  Wilhelmy,  il  semblerait  que  cette  constante  dépendit  non- 
seulement  de  la  nature  du  liquide,  mais  aussi  de  la  courbure  de  la 
ligne  d'adhérence  et  de  la  nature  des  tubes.  Ces  résultats  sont,  du 
reste,  très-peu  concordants  entre  eux.  11  est  difficile  d'admettre  que 
ce  désaccord  provienne  des  erreurs  des  observations,  celles-ci  ayant 
été  faites  avec  toutes  les  précautions  possibles.  Il  faut  donc  croire 
que  les  phénomènes  de  la  capillarité  dépendent  intimement  de 
plusieurs  causes,  dont  T influence  semble  de  prime  abord  insigni- 
fiante, de  sorte  que  des  expériences,  faites  dans  des  conditions  en 
apparence  identiques,  peuvent  conduire  à  des  résultats  différents. 

L'Auteur  a  entrepris  une  suite  d'expériences  siu*  la  capillarité  des 
dissolutious  salines,  en  s'eflbrçant  d'éliminer  autant  que  possible 
toutes  les  causes  de  perturbation,  et  d'obtenir  une  série  de  résul- 
tats parfaitement  concordants  et,  par  suite,  concluants.  U  a  opéré 
principalement  sur  les  dissolutions  titrées  de  salpêtre  et,  en  appe- 
lant 

G  la  constante  de  la  capillarité  pour  la  dissolution  donnée, 
A  la  constante  pour  l'eau, 

q  la  quantité  de  sel  dans  i  gramme  de  la  dissolution,    ^ 
p  la  quantité  d'eau  dans  i  gramme  de  la  dissolution, 
A'  une  constante  déterminée  par  l'expérience, 

il  a  trouvé  entre  G  et  A.  une  relation  exprimée  par  la  formule 

GrzzA(p-+-9/r), 

SoNi>E   (N.\  —  Sur  le  développement  des  fonctions  en  séries 
injinies.  (  2  art.  -,  92  p.) 

Les  premiers  essais  de  développement  des  fonctions  en  séries  ont 
montré  déjà  la  liaison  intime  qui  existe  entre  cette  théorie  et  celle 
des  intégrales  définies.  Les  recherches  ultérieures  ont  mis  en  évi- 
dence le  double  caractère  de  cette  liaison.  D'une  part,  l'intégration 
définie  sert  à  déterminer  les  coefficients  du  développement,  sup- 
posé possible  a  priori;  on  écrit  ce  développement  avec  des  coeffi- 
cients indéterminés,  que  l'on   détermine  en  intégrant  les  deux 
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membres  de  réqualiou.  C'est  à  ce  point  de  vue  que  le  problème  a 
eU*  traité  par  Fourier  et  par  M.  Liouville  (  *  ).  D'autre  pan,  les  tra- 
raux  de  Dirichlet  et  de  Cauchy  sur  les  séries  trîgononiétriques  et 
cx])oin*ntîelles  traitent  un  autre  côté  de  la  question  5  ici  la  considé- 
raliou  de  la  convergence  est  mise  au  premier  plan.  On  représente 
une  fonction,  satisfaisant  à  certaines  conditions  de  continuité,  par 
une  intégrale  définie  ayant  pour  paramètn»  la  variable  de  la  fonc- 
tion. Le  problème  du  développement  d'une  fonction  quelconque  est 
ainsi  ramené  à  la  recherche  des  divers  développements  d'une  même 
fonction  donnée. 

11  existe  un  grand  nombre  de  formules  relatives  au  développe- 
ment des  fonctions  à  l'aide  des  intégrales  définies  ;  mais  aucune  de 
ces  formules  n'a  été  jusqu'ici  étudiée  avec  assez  de  soin  et  d'une 
manière  systématique,  sous  le  rapport  des  développements  qu'elle 
peut  fournir.  Le  présent  travail  a  pour  but  d'examiner  à  ce  point 
de  vue  Tiutégrale  de  Cauchy, 


Si  Ion  représente  par  cette  intégrale  une  fonction  uniforme  et  coti- 
^inue  quelconque,  on  sait  que  la  question  des  divers  développe- 
ments de  cette  fonction  se  ramène  à  la  recherche  des  développements 

Je  la  fraction  »  de  la  forme 


a  —  -S 


a  —  5 


■"  —  Af  £a%  ~t"  A|  JL\  ~t~  •  •  •  ~f~  /\j|  /Ln~v'  .  .  •  j 


A»  étant  une  fonction  de  a  et  de  /i,  Z„  une  fonction  de  z  et  de  /i. 
^  fonction  étant  supposée  uniforme  et  continue,  les  termes  de  la 
*ric  qui  la  représeuto  devront  être  aussi  des  fonctions  uniformes  et 
continues,  c'est-à-dire  que  les  fonctions  Z„  peuvent  être  développées 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z.  Dans  cette  hypo- 
thèse, on  obtient  facilement  une  formule  générale  pour  exprimer 
i.  au  moyen  des  puissances  entières  et  négatives  de  a, 

L'Auteur  étudie  ensuite  les  transformations  que  subit  la  formule 
générale,  lorsqu'on  fait  des  hypothèses  particulières  sur  la  loi  des 


(*)  \oir  Jourmal de  Mathématiques,  i'«  série,  t.  1  et  II. 
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exposants  de  z  dans  le  développement  de  Z„.  Il  établit  les  relatioi 
linéaires  qui  existent  entre  les  coefficients  A„  et  qui  peuvent  sem 
à  leur  détermination;  puis  il  recherche  les  conditions  de  conre 

• 

gence  des  divers  développements  de ,  et  expose  une  secom 

méthode  particulière  pour  le  développement  de  cette  fonctia 
Cette  seconde  méthode,  sans  être  aussi  générale  que  la  première, 
sur  celle-ci,  cet  avantage,  qu'elle  donne  les  résultats  sous  une  fonn 
pour  ainsi  dire,  plus  condensée,  et  qu'elle  fournit  immédiatema 
les  conditions  de  convergence.  Elle  est  fondée  sur  la  considératio 
des  fonctions  de  deux  variables  dans  les  développements  dcsquelk 
les  fonctions  Z«  servent  de  coefficients. 

SoMOF  'I.-I.) .  —  Remarques  relatives  au  principe  de  la  moindn 
action,  (20  p.) 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  la  réfutation  de  l'objection  d'Ostrograd- 
sky  concernant  Tanalyse  qui  a  servi  h  Lagrange  pour  établir  leprin* 
cipe  de  la  moindre  action,  f^oir  plus  haut  la  Note  de  M.  Sokold 
(p.  2o5).  M.  Somof  étudie  d'une  manière  générale  la  variation  de 
rintégrale 

A  ^  /     aTrfr, 

à  laquelle  on  a  donné  le  nom  d'action,  et  il  démontre  que  l'on  a 

c'est-à-dire  que  la  variation  do  l'action  est  égale  au  produit  dn 
temps  par  la  variation  de  la  fonction  E  =  T-4-  Ui  —  U,  que  Ran- 
kine  appelle  V énergie  complète.  Le  principe  de  la  moindre  actio» 
<»st  compris  comme  cas  particulier  dans  ce  théorème,  lorsqu'on  i 
JE  =  o.  L'Auteur  fait  voir  ensuite  que  le  principe  de  la  moindre 
action  renferme  toutes  les  équations  de  la  Dynamique.  Enfin  il  fait 

remarquer  que  l'équation  S  =  /  (T  -f-U)rfi,  connue  sous  lenoa 

de  principe  d* Hamilton,  a  pour  base  l'équation 


donnée  par  Lagrange  dans  son  Mémoire  :  Sur  la  théorie  générak 
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dfs  variations  des  constantes  arbitraires  dans  tous  les  problèmes 
de  Mécanique.  (Mémoîres  de  Tlnsti tut  national,  1808.) 

JiROCHEifKO  (S. -P.)-  —  Sur  la  recherche  des  solutions  singu- 
lières des  équations  aux  dérivées  partielles  du  i"'"  ordre,  (3 1  p.) 

L'Auteur  établît  les  règles  d'après  lesquelles  on  peut  déduire 
toutes  les  solutions  singulières  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
do  I*'  ordre,  soit  de  son  intégrale  complète,  soit  de  l'équation  elle- 
même.  Ces  règles,  qui  varient,  du  reste,  avec  la  forme  de  l'équation 
différentielle  ou  de  son  intégrale  complète,  peuvent  se  résumer 
comme  il  suit  : 

Étant  donnée  une  intégrale  complète 

de  réquation 

(2)  z  =^f{Xty  X:, . . . ,  j:„;     /?,,/?„...,  p^), 

on  obtient  toutes  les  solutions  singulières  de  cette  dernière,  1°  soit 
en  éliminant  les  constantes  Ci,  C^,...,  C«  entre  l'équation  (i)  et  les 

n  équations 

âz  , 

--^=:o,     {1=^1,  2,.. .,  n); 

i'*  soit  en  éliminant  les  dérivées  /7i,  p„.  ..,;?„  entre  l'équation  (2) 

et  les  n  équations 

dz 

;v— —  o,     (/  =  1,2,...,  n), 

opi 

ZnrcER  (V*-I.).  —  Mouv^ement  de  rotation  d'un  ellipsoïde  H- 
tfuide  déforme  variable.  (6p.) 

L'Auteur  donne  les  équations  du  mouvement  de  rotation  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  aplati  dont  la  forme  varie.  C'est  une  suite 
de  la  méthode  exposée  par  lui  dans  un  précédent  Mémoire  inséré 
10  tome  n  du  MamcMammecKin  CôopuHKb  (^  ). 

AifDRÉiEFSKT  (M.-A.y.  —  A  propos  du  Mémoire  de  M.  Bougaïef, 
intitulé  :  «  Tliéorie  des  dérivées  numériques.  »  (7  p.) 

Un  des  points  les  plus  remarquables  du  Mémoire  de  M.  Bougaïei 
(voir  ci-dessus,  p.  201}  est  la  formule  qui  donne  le  développement 

(')  Voir  BuUetim,  t.  III,  p.  i3. 

14. 
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en  série  d'une  fonction  numérique  quelconque.  M.  AndréicfskY  fait 
i)hsvr\cr  (|u'antéricurcnicnt  aux  travaux  de  M.  Bougaïef  on  a  fait  des 
essais  de  dévcîloppemc^nt  en  série  de  certaines  fonctions  numériques. 
M.  Le;  B(îsgue,  dans  son  Ouvrage  intitulé  :  Exercices  d' Analyse 
numrrù/uc  (Paris,  iSjg),  en  traitant  (p.  I25)  ce  problème  :  «  Com- 
bien y  a-t-il,  dans  la  série  des  nombres  naturels  i,  2,  3, . . .,  v,  de 
nombres  non  divisibles  par  les  nombres  premiers  dillërcnts  a,  &, 
r,. .  .5  A  ?  »  trouve  pour  solution  une  certaine  fonction  Y  (v),  don- 
née par  la  formule 

(ii»lU*  foriiuile peut  être  facilement  obtenue  parla  métbode  générale 
donnée  par  M.  Uougaief,  et  elle  renferme  comme  cas  particulier 
la  formule 

donnée  par  cet  Auteur  dans  le  §  6  de  son  Mémoire. 


Seconde  Partie. 

HoiH.  ^J.\  —  .-/l^cltre  des  t^Uiiniiiés  complexes,  {yn  p.) 
Traduclioti  russe  de  la  pn»mîort*  Partie  de  la  Théorie  élémen- 
taire des , quantités  complexes  :  Paris,  1867. 

KiNKri!>  \\\\  traduit  jvar  Si^xine  (N.-I.;.  —  Calcul  de  la 
Po.tue  %!irctie*tft€\  ^  io  p.' 

Col  arlii  lo  1  st  oMnit  du  ti^uiv^  W  du  Zeitschrift  fur  Jfatltcma" 
tik  U9ij  Ph\>ik  ^M.  IV^îutMislralîon  dos  formules  qui  servent  à  cal- 
oulev;  I**  les  dim,r»îobo5  du  mois  do  mai^;  a*  la  pleine  lune  pascale; 
.\^  lo  jour  do  PÀqxios*  f*^nwulos  dt^nmVs  sans  démonstiation  par 
Gauss»  on  iSxW  o,.u\s  \a  ^r^'^,::}iAe  t"orry»>;HMn/rnr.  Le  traducleor 
V  a  joir»;  îo  ouloxil  du  jour  do  P,hj;îo*  jv^ur  1S71  dans  les  deux  ca- 
!on>îi  ù*v>,  vî  ;!  trAî;o  lo  prvxî*!v':uo  nnorso*  do  déterminer  les  années 
;vur  K  vjuolî>>  lo  dimAUobo  do  PJkju*^  t^^iîbo  à  une  dale  donnée;  il 
rv^x^ut  \v  JM^^Î^io;wo  jvMir  lo  cAl^-^vînor  julien. 
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ScirwcizKK  (V.-L).  —  Moyen  facile  pour  trouver  la  direction 
du  méridien  à  i  ou  ^  minutes  près.  (i3  p.) 

Ce  moyen,  dont  peut  se  servir  une  personne  peu  versée  dans 
TAstronomie,  mais  habituée  au  maniement  des  instruments  géode- 
siques,  est  fondé  sur  l'emploi  du  théodolite.  Après  avoir  réglé  le 
cercle  horiiX>ntal  de  cet  instrument,  on  vise  avec  la  lunette  une 
étoile  quelconque  située  à  Test  et  à  peU  de  distance  du  méridien,  et 
on  lit  l'angle  sur  le  cercle  horizontal  au  moment  où  Té  toile  passe  à 
la  croisée  des  fils  du  réticule  ;  puis  on  suit  l'étoile  dans  sa  marche 
sans  déranger  l'inclinaison  de  la  lunette  ni  la  position  du  limbe 
horizontal,  jusqu'à  ce  que  l'étoile  observée  se  retrouve  dans  l'arc  de 
la  lunette.  La  bissectrice  de  l'angle  décrit  par  le  cercle  est  la  direc- 
trice du  méridien. 

Au  tome  V  du  JfameMamiuecKin  CâbpHitfCb  sont  jointes,  avec  une 
]>agination  spéciale,  les  premières  feuilles  d'une  traduction  en  langue 
russe  de  Y  aperçu  historique  de  M.  Chasles  :  «  IIcTopiiiecKifi 
oGaop-b  n(x>iiexo'4K4eHiH  ii  paaeiiTiH  reoMCTpiiqecRiix'b  mcto^obI). 
CoquHCiiie  IIIA.'IH.  »  La  Société  Mathématique  de  Moscou  rend  par 
cette  publication  un  service  éminent  aux  géomètres  russes.  Il  serait 
bien  à  désirer  que  les  lecteurs  français  ne  fussent  pas  plus  long- 
temps privés  de  ce  rare  et  précieux  livre.  A.  P. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires   des  séauces  de  l'Académie 

DES   SciEIVCES. 

T.  LXXrV%  187:1.  (Janvier- Juin.) 

x\o  10.  Séuce  it  4  mm  1872. 

Sai:it-Ve>a^t  (de).  —  Sur  V hydrodynamique  des  cours  d'eau 
(suite). 

M.  de  Saint- Venant  conclut  en  disant  qu'on  peut  regarder  comme 
une  chose  acquise  que,  dans  tous  h*s  cours  d'eau  qui  ne  sont  pas 
lrr»p  tumultueux,  ou  dans  lesquels  les  vitesses  appelées  moyennes 
localfs,  d'où  dépend  le  trans|)ort  des  éléments,  varient  avec  une 
certaine  régularité,  les  six  n»lations  (i)  (équations  de  JXavior  et 
Poisson)  existent,  à  chaque  instant  et  en  chaque  point,  entre  les 
dérivées  de  ces  vitesses  et  les  composantes,  aussi  moyennes  cha- 
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cunc  pour  un  point,  des  pressions  intérieures  qui  s'y  exercent,  1« 
coefficient  de  frottement  £  étant  aussi  local,  ou  pouvant  varier  d'ic 
point  à  Tautrc,  et  même,  si  le  mouvement  n'est  pas  permanent 
d*un  instant  à  l'autre. 

BAUMHArER  (vok).  —  Sur  V oj'igine  des  aurores  polaires. 

N<>  11.  Séance  do  U  lars  1872. 

Saint-Venant  (de). — Sur  l'hydrodynamique  des  coûtas  d'eau. 
Dans  cette  Communication,  suite  de  la  précédente,  l'Auteur  fait 
la  critique  des  travaux  qui  ont  été  faits  pour  tenter  de  déterminer  les 
val(îurs  du  coefficient  £  du  frottement  liquide,  et  termine  par  l'exa- 
men des  diverses  suppositions  qu'on  peut  admettre  sur  la  nature  et 
la  grandeur  du  coefficient  £. 

Vaillant  (le  maréchal).  —  Sur  les  aurores  boréales, 

C-VYLEY  (A.).  —  Sur  les  courbes  aplaties. 

M.  Caylcy  présente  quelques  réflexions  sur  la  tliéoric  générale 
des  courbes  aplaties.  Cette  théorie  fort  délicate  a  un  rôle  fonda- 
mental dans  la  question  de  la  détermination  des  caractéristiques 
des  systèmes  de  courbes. 

ViNsoN  (Aug.).  —  IVote  sur  Vauj^ore  polaire  de  la  nuit  du  { 
au  5  février  1872. 

Parville  (H.  de).  —  Relations  entre  l'apparition  des  aurartà 
et  le  mouvement  de  la  Lune. 

Zelthen  (G.).  —  Détermination  des  caractéristiques  des  sjh 
ternes  élémentaires  de  cubiques, 

M.  Zcuthen  s'occupe  ici  des  cubiques  de. sixième  classe^  en  dé- 
signant par  : 

rr  le  nombre  des  cubiques  douées  d'un  point  double, 

V   l'ensemble  des  cubiques  à  branches  doubles  (une  droili 

double  et  une  droite  simple), 
/   reiisemble  des  droites  triples, 

l'Auteur  indique  les  formules  suivantes  : 

(i)  4i^=:.-/ -f- Av-hBX, 

(2)  ioa'==r,a   -4- Gj    -4-Cv-f-3c', 

(3)  ^'-^5/uL— c'    -4-Dv-4-6Ei; 
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d'où 

# 

A,  B,  C,  D,  E  sont  des  coefficients  entiers  positifs,  et  Ton  a 

F  =  7A-+-C  — 3D,     G=7B  —  i8E. 

Pour  les  autres  notations,  voir  les  Communications  précédentes  du 
même  Auteur. 

En  appliquant  les  formules  (i)  et  (4)  à  certains  systèmes  élé- 
mentaires, M.  Zeuthen  trouve 

F  ==12,     A  =  2,     G  =  66o,     B=:24o. 

BorssiifCSQ  (J.).  —  Sur  un  changement  de  variables  qui  rend 
intégrables  certaines  équations  aux  dériv^ées  partielles  du  second 

ordro, 

RcsAJL  (H.).  —  TTiéorie  géométrique  du  mouvement  des 
planètes . 

Cette  Note,  comme  Ta  dit  M.  Rcsal,  a  pour  objet  de  faire  voir 
cooiment  la  considération  de  Taccélération  conduit  simplement  aux 
formules  données  par  Lagrange,  dans  sa  Tliéorie  géométrique  du 
mui^ment  des  aphélies.  {OEui^res  de  Lagrange,  t.  V.) 

MiYER  (A.-M.).  —  Expériences  acoustiques  tendant  à  démon" 
trer  que  la  translation  d'un  corps  en  vibration  donne  lieu  à  une 
onde  d'une  longueur  différente  de  celle  que  produit  (e  même 
corps  vibrant  dans  une  position  fixe. 

^'  12.  Séaee  lu  18  mm  1872. 

Sekket  (  J.-A.).  —  Remarques  au  sujet  d'une  Note  de  M.  Bous- 
^inesq,  insérée  au  Compte  REKfDV  de  la  dernière  séance, 

M.  Serret  iait  remarquer  que  la  transformation  que  M.  Boussi- 
i^csq  regarde  comme  nouvelle  est  déjà  bien  ancienne,  et  que  Tana- 
Ijse  dont  ce  géomètre  a  fait  usage  se  trouve  développée  avec  de  nom- 
^itux  détails  dans  le  Traité  de  Lacroix. 

SiUfT-VENAifT  (de).  —  Sur  l'hjdrodjrnamique  des  cours  d'eau 
(suite  et  fin). 

Siibte-Clàies  Devilia  (Ch.).  — Remarques  sur  la  Note  pré- 
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sentée  par  M.  le  maréchal  Vaillant  au  sujet  des  aurores  bo-^ 
réaies. 

CoMBEsctiRE  (Ed.).  —  Remarques  sur  un  Mémoire  de  Legendre, 
Legcndrc  termine  comme  il  suit  le  J  III  de  son  important  Mé- 
moire Sur  V intégration  de  quelques  équations  aux  différences 
/?a/'/ie/fev  (Académie  des  Sciences,  1787)  :  «  La  théorie  des  équa- 
»  tions  linéaires  étant  la  plus  importante  dans  le  calcul  intégral 
»  aux  différences  partielles,  je  saisirai  cette  occasion  de  présenter 
)>  quelques  résultats  généraux  sur  ce  genre  d'équations.  Ils  sont  le 
»  fruit  d'un  calcul  assez  j)énible,  mais  dont  je  crois  devoir  suppri- 
»  nier  les  détails  à  cause  de  leur  longueur.  » 

M.  Combescure  se  propose,  dans  sa  Note,  de  rétablir  d'une  ma- 
nière simple  les  détails  supprimés^  et  il  y  ajoute  plusieurs  remar- 
ques nouvelles. 

Observations  de  l'aurore  boréale  du  4  février  :  Notes  de 
MM.  Denza  j^Italie),  Mohn  (Christiania),  Cownbary  (Constan- 
tinople). 

NO  13.  Séaite  iw  23  lan  1872. 

Mon IX  (le  (iénéralV  —  yote  sur  l'emploi  simultané  des  appa^ 
reils  électriques  à  induction  et  des  appareils  de  déformation  des 
solides  pour  l'étude  des  lois  du  mouvement  des  projectiles  et  de  la 
variation  des  pressions  dans  l'a'me  des  bouches  à  Jeu. 

Albenqvf.  (^  .V  —  Considérations  théoriques  ayant  trait  à  l'ar- 
tillerie nijée.  Efjets  de  la  résistance  de  l'air  sur  un  solide  de 
révolution  animé  d'un  mouvement  de  rotation. 

Bresse.  —  Sur  la  détermination  des  brachistochrones. 

L'Auteur  considère,  au  lieu  d'un  point  pesant,  un  point  soumis  â 
des  forces  quelconques,  avec  cette  seule  condition  qu'il  existe  des 
surfaces  de  niveau  et  une  fonction  des  forces.  Plusieurs  propriétés 
de  la  courbe  cherchée,  clabli(»s  direclenient,  le  conduisent  aux 
équations  dilférenlii'llcs  de  cette  courbe,  équations  qu'il  intègre 
dans  le  cas  d'une  force  centrale  quelconque,  fonction  de  la  distance 
des  points  à  un  centre  lixe. 

Man.nheivc  ^A.).  —  Recherches  géométriques  sur  le  contact  du 
'y  ordre  de  deux  surfaces  (voira  la  séance  suivante  \ 
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>o  i4.  Séuce  h  !•'  iTril  1872. 

La  Rive  (de).  —  Tliéorie  des  aurores  polaires, 

Faye.  —  Note  sur  V  Associât  ion  nouv^ellement  fondée  en  Italie 
sous  le  titre  de  Società  dei  spettroscopisti  italiani. 

Faye.  —  De  Vhjpothèsc  des  vents  alizés  sur  le  Soleil. 

Manitheim.  —  Recherches  géométriques  sur  le  contact  du 
tordre  de  deux  surfaces  (suite). 

Si  l'on  choisit  une  courbe  d'une  espèce  déterminée,  dont  l'équa- 
tion renferme  /i  4-  i  paramètres  arbitraires,  on  peut  l'assujettir  à 
rencontrer  une  autre  courbe  donnée  en  /i  -h  i  points  coïncidant 
en  un  quelconque  des  points  de  cette  dernière  courbe  •,  la  première 
courbe,  qui  a  alors  avec  celle-ci  un  contact  du  /i**"«  ordre  est  dite 
osculatrice;  c'est  ainsi  que,  pour  établir  un  contact  du  2*,  3*  ou 
4*  ordre,  on  prendra  pour  courbe  osculatrice  un  cercle,  une  para- 
bole ou  une  ellipse,  etc. 

Cc*ci  rappelé,  lorsqu'on  veut  étudier  la  nature  du  contact  de 
deux  courbes  données  qui  se  touchent,  on  peut  suivre  deux  voies 
différentes.  Un  premier  procédé  consiste  à  chercher  une  courbe 
osculatrice  commune,  servant  de  terme  de  comparaison,  et  ayant 
avec  chacune  d'elles  le  contact  le  plus  intime  qu'elle  puisse  avoir. 
Gîtte  méthode,  qui  introduit  des  éléments  de  comparaison,  n'ayant 
pas  un  rapport  essentiel  avec  les  courbes  données,  aura,  en  outre, 
l'inconvénient  de  laisser  place  à  l'arbitraire  et  de  forcer  souvent  à 
prendre  conune  terme  de  comparaison  des  courbes  qui  ne  sont  pas 
mieux  connues  que  celles  qu'on  étudie.  Un  second  procédé,  plus 
rationnel  et  plus  intimement  lié  à  la  nature  de  la  question,  con- 
siste a  étudier  et  à  comparer,  en  leurs  points  correspondants,  les 
développées  successives  des  deux  courbes. 

Lorsqu'on  veut  se  rendre  compte  de  la  nature  du  contact  dé  deux 
surfaces  qui  se  touchent,  on  se  trouve  également  en  présence  de 
deux  procédés.  Le  premier  consiste  à  prendre  pour  terme  de  com- 
paraison une  surface  osculatrice  commune,  et  h  comparer,  soit  les 
surfaces,  soit  les  indicatrices*,  on  retrouve  là,  et  à  un  degré  au  moins 
aussi  grand,  les  inconvénients  signalés  pour  le  cas  des  courbes 
planes.  Un  second  procédé  consiste  à  étudier  et  à  comparer,  en 


2i8  BULLETIN  DES  SCIENCES 

leurs  points  correspondants,  les  surfaces  successives,  lieux  des  cen- 
tres principaux  de  courbure,  poiu*  les  deux  surfaces  étudiées. 

Mais  ce  second  procédé,  extension  de  celui  des  courbes  planes, 
n'avait  pas  encore  été  appliqué^  l'analogie  était  insuffisante,  il 
fallait  préciser  cette  extension^  c'est  ce  que  vient  de  faire 
M.  Mannheim. 

D'abord,  et  c'est  là  un  point  de  vue  géométrique  essentiel,  il 
assimile  aux  normales  d'une  courbe  les  surfaces,  lieux  des  normales 
à  une  surface,  qu^il  a  appelées  nornialies.  Si  l'on  considère  un 
point  a  d'une  surface  (S),  les  normalies  relatives  aux  courbes  qui 
passent  par  le  point  a  se  touchent  toutes  en  deux  points  6  et  c 
situées  sur  la  normale  Â  en  a  à  la  surface  (S^^  *,  6  et  c  sont  les  cen- 
tres de  courbures  principaux  de  (S)  5  et  les  normales  B  et  C,  en  ces 
points,  aux  nappes  de  la  surface,  lieu  des  centres  de  courbure  prin- 
cipaux, constituent  pour  M.  Mannheim  un  élément  analogue  au 
centre  de  courbure  d'une  courbe  plane*,  les  plans  (A,  B)  et  (A,  C) 
sont,  pour  la  surface  (S),  les  plans  des  sections  principales  en  a. 

Voici  maintenant  les  principaux  théorèmes  énoncés  et  démon- 
trés géométriquement  par  M.  Mannheim. 

Des  (/ne  deux  surfaces  (S)  et  (S'),  passant  par  un  mente 
point  a,  admettent  trois  normalies  respectivement  osculatrices 
entre  elles,  ces  deux  surfaces  ont  en  a  un  contact  du  3*  ordre, 
cest-ù'dire  qu  elles  ont  un  contact  du  3'  ordre  dans  toutes  les 
sections  possibles  faites  à  partir  du  point  a  par  une  surface  cou- 
pante (/uelcomjue. 

Si  deux  surfaces  osculatrices  en  a  sont  telles  que  les  nappes  de 
leurs   dév'eloppées  sont  osculatrices  entre  elles  aux  centres  de 
courbures  situés  sur  la  normale  commune  \  à  ^S)  et  ^S'),  ces  sur- 
faces jouissent  de  la  propriété  d* avoir  des  nornmlies  osculatrices 
entre  elles  le  long  de  A. 

«Si  deux  surfaces  [S]  et  (S')  ont  en  un  point  a  un  contact  du 
3*  ordre,  les  nornmlies  à  ces  surfaces,  dont  les  directrices  sont 
tracées  à  partir  du  point  a,  sont  osculatrices  entre  elles. 

Pour  faciliter  le  langage,  M.  Mannheim  appelle  développée 
d'une  surface  la  surface  lieu  des  centres  de  coiurbures  principaux 
de  cette  surface. 
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«Si,  aux  centres  de  courbures  principaux  communs  à  deux  sur- 
faces  (S)  et  (S')  qui  passent  par  le  même  point  a,  les  nappes  des 
dci^eloppees  de  ces  surfaces  sont  osculatrices  entre  elles,  les  sur— 
faces  (S)  et  (S')  ont,  au  point  a,  un  contact  du  3*  ordre. 

Lorsquen  un  point  a  deux  surfaces  (S)  et  (S')  ont  des  lignes 
de  courbure  ayant  entre  elles  un  contact  du  3'  ordre,  lei  sur- 
faces (S)  et  (S')  ont  entre  elles  en  ce  point  a  un  contact  du 
même  ordre. 

Nous  pensons,  avec  M.  Mannlicîm,  qu'il  y  a  à  recueillir,  dans 
cette  voie  nouvelle,  des  résultats  intéressants,  soit  par  la  Géométrie 
pure,  soit  par  la  Géométrie  analytique. 

M.  Chasles,  en  présentant,  de  la  part  de  M.  le  prince  Boncom- 
pagni,  les  livraisons  de  juillet  et  août  1871  du  Bullettino  di  Bi- 
hUografia  e  di  Storia  délie  Scienze  matematiche  e  fisiche,  fait 
remarquer  que  ces  deux  livraisons  renferment  des  recherches  fort 
étendues  sur  divers  Ouvrages  du  moyen  âge  relatifs  à  Taimant, 
recherches  faites  par  M.  Steinschneider,  puis  par  M.  Bertelli,  et 
enfin  par  M.  le  prince  Boncompagni.  L.  P. 


TIDSKRIFT  FOR  matematir  ocu  rYsiK(*). 
I\'*  année,  1871. 

HcLTMAiv  (F.-W.).  —  De  l' élimination  des  radicaux  dans  les 
ifjuations.  (4  pO 

Hultmau  (F.-W.).  —  Histoire  de  V Arithmétique  en  Suède. 
Suite.  (3  art.  -,  39  p.} 

D^au)g.  —  Remarques  sur  les  dénominations  de  logarithmes 
naturels,  hyperboliques  et  népériens.  (4  pO 

DiLLifER  (G.).  —  Intégrales  définies  des  fonctions  sjnectiques. 
(3  art.  \  56  p.) 

Nous  consacrerons  un  article  spécial  à  cette  seconde  Partie  de 
l'important  travail  de  M.  Dillner. 

(')  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  177. 
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BnoMÀN  (K.-E.).  —  Sur  la  transformation  d'une  série  enfrac- 
tion  continue.  (2p.) 

Falk  (M.).  —  Sur  les  directrices  et  les  diamètres  conjugués  de 
l'ellipse  et  de  V hyperbole. 

HuLTMAN  (F.-W.).  —  Sur  le  rapport  harmonique.  (7  p.) 

LiNDQuiST  (G.).  —  Sur  l' application  de  V analyse  spectrale  à  la 
détermination  du  mouvement  de  la  source  lumineuse,  (12  p.) 

NoRDLUND  (K.-P.).  —  Sur  la  fonction  du  3*  degré  à  une  seule 
variable,  i'*  Partie.  (i5  p.) 

Elude  éléinenlaîre,  préparatoire  à  renseignement  de  la  Géomé- 
trie analytique. 

D. . .  (G.).  —  Sur  la  trisection  de  l'angle.  (2  p.) 
Construction  simple  par  approximations  sueeessives,  au  moyen 
d'une  série  de  cercles. 

D(al')g.  —  Extraction  approchée  des  racines.  (8p.) 
A  étant  une  valeur  approchée  de  y^  N ,  on  a 

^'^ ^  j^.,(^  -^  ^)^  -^  i^  -  "^)^\ 
(n  —  m)N  -f-(/i  -f-  m)  A»' 

avec  une  erreur  moindre  que 

m  A»»  (m  -f-  /i)(N  — A")' 
n  'K  {m  -h  n)  \"—  niN* 

Malmsten  (C.-J.).  —  Sur  la  propriété  caractéristique  connue 
des  fonctions  homogènes.  (6  p.) 

L'Auteur  donne  deux  démonstrations  différentes  de  la  formule 
connue 

(x,  D^.-f-  ...-hx^  D,„)*/==  n{n  —  1). .  .(/i  —  A  -+-  i)/, 
y* étant  une  fonction  homogène  de  degré  n  des  variables  x,,.  •  ^  ^m- 

Falk  (M.)-  —  Sur  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  dé- 
ri\'ces  partielles  du  1'  ordre,  à  r  variables  indépendantes.  (10. p.) 

L'Auteur  suit  une  marche  analogue  à  Texposition  donnée  par 
lîoole  (  *  )  de  la  méthode  de  Moiige  pour  l'intégration  d'une  équation 


(•  )  -^  Trcatiie  on  Differential  Equations,  chap.  XV. 
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linéaire  aux  dérivées  partielles  du  2®  ordre  à  deux  variables  indé- 
pendantes. Mais  il  s'écarte  de  la  marche  de  Boole  en  Ce  qu'il  a  cher- 
ché à  distinguer  entre  le  cas  où  Téquation  différentielle  est  satis- 
faite par  une  intégrale  première  contenant  une  fonction  arbitraire 
de  fonctions  déterminées  et  celui  où  elle  est  satisfaite  par  un  sys- 
tème qui  exprime  que  ces  fonctions  déterminées  sont  constantes. 
Si  Boole  a  confondu  ces  deux  cas  distincts,  cela  tient  à  l'idée  inexacte 
qu'a/ie  seule  relation  u=  f[v)^  en  vertu  de  ce  que  y*  est  une  fonc:=j 
lion  arbitraire,  soit  équivalente  à  deux  relations,  d'après  lesquelles 
u  et  i'  seraient  constants.  Il  conclut,  en  effet,  de  l'équation 

du=zf(v)dv 
que  l'on  a 

du=o    et    dvzzzo» 

LuNDBERG  (E.).  —  Sur  les  sections  coniques  osculatrices ,  (8  p.) 
Trouver  une  conique  de  foyer  donné,  osculatrice  à  une  courbe 
donnée  en  un  point  donné. 

Falk  (M.).  —  Sur  la  cons^ergence  du  dé\>eloppement  de  \Ja}  —  b 
en  fraction  continue,  (  2  p.) 

Observations  sur  un  article  du  Zeitschrift  fur  Math,  u.  Phys,, 
1872,  p.  70^  l'Auteur  remarque  que  le  caractère  de  convergence 
indiqué  comme  nouveau  est  contenu  comme  cas  particulier  dans  un 
caractère  indiqué  en  1848  par  M.  Malmsten  [F^etenskaps-Akade- 
miens  Uandlingar,  Stockholm). 


a  M 


MÉLANGES. 

SUR  DUE  lÉTHODB  RODf  ELLE  PODB  L'ÉTUDE  DES  COURBES  TRACÉES 
SUR  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES  (•); 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  les  Articles  précédents,  nous  avons  rendu  compte  des  tra- 
vaux de  M.  Clcbsch  sur  la  représentation  des  surfaces  algé- 
briques. Nous  devons  maintenant  parler  des  recherches  géomé- 
triques de  M.  Cremona  sur  le  même  sujet.  Ces  recherches  ont  été 


(»)  Voir  Bulletin^  t.  Il,  p.  3i/|. 
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publiées  après  celles  de  M.  Clebsch,  et  le  premier  travail  de 
M,  Cremona  relatif  à  notre  sujet  est,  croyons-nous,  celui  qui  a  paru 
en  1868  dans  le  Journal  de  Borcliardt  (t.  68,  p.  i).  Mais  ce  Mé- 
moire a  été  présenté,  en  février  1866,  au  Concours  pour  le  prix 
Steiner  à  T Académie  de  Berlin,  et  nous  croyons  savoir  que  les  deux 
premiers  auteurs  de  travaux  sur  la  représentation  des  surfaces  algé- 
briques s'accordent  à  considérer  leurs  travaux  comme  à  peu  près 
simultanés  et  indépendants. 

Le  Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  surfaces  du  3*  ordre  de 
M.  Cremona  est  un  travail  considérable  que  l'Auteur  a  développé 
depuis.  Ce  Mémoire  est  devenu  un  livre  consacré  à  des  recliercUes 
géométriques  sur  la  théorie  des  surfaces  algébriques  et,  en  particu- 
lier, sur  celle  des  surfaces  du  3*  ordre,  livre  dont  M.  Zeuthen  a  bien 
voulu  présenter  une  analyse  à  nos  lecteurs  (  *  ) .  Le  travail  primitif, 
écrit  en  français  et  publié,  comme  nous  Tavons  indiqué,  dans  le 
Journal  de  Borcliardt,  contient  un  Chapitre  (le  VUI*)  qui  est 
intitulé  :  Représentation  d'une  surface  du  3*  ordre  sur  le  plan. 
L'Auteur  y  étudie  les  différentes  courbes  qui  résultent  de  l'inter- 
section de  la  surface  donnée  avec  d'autres  surfaces  du  2*  et  du 
3*  ordre.  Cette  intersection  peut  se  composer  d'une  courbe  indé- 
composable, ou  de  plusieurs  lignes  distinctes.  M.  Cremona  examine 
toutes  ces  questions  importantes  et  donne  un  très-grand  nombre  de 
propositions  simples  et  nouvelles. 

En  même  temps  que  M.  Clebsch  aussi,  et  d'une  manière  tout  à 
fait  indépendante,  M.  Cremona  a  donné  la  représentation  de  la  sur- 
face de  Steiner  et  de  la  surface  gauche  du  4*  degré  [Rendiconti  deW 
Istituto  I^omhardo,  24  janvier  1867).  Dans  les  Annali  (a*  série, 
janvier  1868},  il  a  aussi  indiqué  la  représentation  plane  des  surfaces 
gauches  rationnelles  douées  de  deux  directrices  rectilignes. 

Enfin  nous  devons  citer  deux  Notes  se  rattachant  directement  à 
notre  sujet  et  inlilulécs  :  Sulla  superficie  di  quart'  ordine  dotata 
di  una  conica  doppia;  i'*  et  2®  Notes,  9  et  23  mars  1871,  lues  à 
l'Institut  Lombard. 

Mais  le  caractère  propre  des  recherches  de  M.  Cremona  ne  ressort 
pas  suffisamment  des  citations  précédentes.  C'est  à  ce  géomètre  que 


(•)  Voir  Bulletin,  t.   I,  p.  233.  Cremoxà  (DoU.  Luigi),  Preliminari  di  una  Teoria 
ffeometrica  délie  superficie. 
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Ion  doit  attribuer  Tidée  neuve  et  féconde  de  faire  servîr  les  trans- 
formations rationnelles  de  Tespace  à  la  représentation  sur  le  plan 
des  surfaces  algébriques.  Nous  allons  donc  parcourir,  en  prenant 
pour  guide  M.  Cremona,  un  nouvel  ensemble  d'études  dans  lequel 
les  géomètres  se  sont  proposé  d'examiner  et  de  classer  les  transfor- 
mations des  figures  les  unes  dans  les  autres. 

Dans  la  première  moitié  de  ce  siècle,  les  méthodes  de  transforma- 
lion,  Thomologie,  la  théorie  des  polaires  réciproques,  celles  des 
figures  homographiques  et  corrélatives  avaient  été  beaucoup  étu- 
diées et  avaient  enrichi  la  Géométrie  d'un  grand  nombre  de  propo- 
sitions importantes.  De  son  côté,  Magnus,  dans  le  Journal  de 
Crelle  (*^,  proposa  une  transformation,  depuis  bien  souvent  em- 
ployée, et  qui  est  définie  par  les  équations  suivantes,  où  x,  y,  z, 
x',  ^,  z'  désignent  les  coordonnées  homogènes  de  deux  points 
correspondants , 

{ax  -4-  Aj  -f-  cz)x'-4-  {a'x  -4-  b'y  -f-  c'z)/-^  [a"x  H-  Vy  -4-  c"z)z'  =  o, 

[xx  •+-  ^r  -f-  yz)x'-h  [oi! X  -+-  (3y  -+-  /-3)/-+-  {ol"x  -f-  ^"y  -h  Yz)z'  =  o. 

Ces  équations  étant  à  la  fois  du  i*'  degré  par  rapport  aux  coordon- 
nées des  deux  points  définissent  ce  qu'on  appelle  aujourd'hui  une 
transformation  rationnelle,  c'est-à-dire  une  transformation  dans 
laquelle  à  un  point  de  chacune  des  deux  figures  ne  correspond,  en 
général,  qu'un  point  de  l'autre. 

Magnus,  qui  a  développé  la  méthode  précédente  au  tome  8  du 
Journal  de  Crelle,  l'a  même  présentée  comme  donnant  la  trans- 
formation rationnelle  la  plus  générale,  mais  les  géomètres  n'ont 
pis  tardé  à  reconnaître  qu'il  y  avait  d'autres  transformations  que 
celle  de  Magnus,  et  que  celle-ci  devait  seidement  être  considérée 
comme  la  plus  générale  parmi  celles  qui  aux  points  d'une  droite 
font  correspondre  ceux  d'une  conique.  On  a  donc  classé  les  trans- 
formations de  la  manière  suivante  : 

Étant  données  deux  figures  A  et  6,  si,  à  un  point  de  chacune  des 
deux  figures  ne  correspond  qu'un  point  de  l'autre,  on  dit  que  la 
transformation  est  rationnelle  ou  birationnelle.  Nous  laisserons  de 
coté,  pour  le  moment,  les  transformations  rationnelles,  dans  les- 


(*)  Màgtivs  :  D'une  nouvelle  méthode  pour  découvrir  des  théorèmes  de  Géométrie, 
[Joarnal  de  Crelle,  t.  8,  p.  5i.) 
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quelles  à  un  poînt  de  Tune  des  figures  correspondent  plusieurs 
}K)iuts  de  l'autre  (*). 

Les  transformations  rationnelles  se  classent  d'après  le  degré  de  la 
courbe  de  chaque  figure  qui  correspond  à  une  droite  de  l'autre . 
Ainsi,  étant  donnée  une  transformation  de  A  en  B,  cette  transfor- 
mation sera  d'ordre  /z,  si  à  une  droite  de  A  correspond  une  courbe 
d'ordre  n  de  B^  la  transformation  réciproque  de  B  en  A  sera  néces- 
sairement de  môme  ordre  que  la  transformation  directe.  Une  trans- 
formation d'ordre  n  est  définie  par  les  formules 

p:rr-r<p  {:r',jr',  2'), 

pjr-9,{x',/,  2'), 

OÙ  <^,  Çj,  cpi  sont  des  fonctions  homogènes  d'ordre  n  dex'^j^',  z' \ 
mais  il  faut  que  ces  trois  fonctions  aient  été  choisies  de  telle  manière 
qu'on  puisse  des  équations  précédentes  tirer  x',j^',  z' rationnelle- 
ment, 

px'  —  ^  (^,  r,  z\ 

pz'  :^^^[x,y\  z); 

et  alors  ces  nouvelles  équations  définiront  la  transformation  réci- 
proque de  la  première.  G.  D. 

[A  sun*re.) 
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i|TUr. 

(')  Il  peut  arriver,  en  eflTel,  qu'étant  données  deux  fijjurcs  A  et  B,  à  uq  point  de  A 
ne  corresponde  qu'un  seul  point  de  B,  mais  qu'à  un  point  de  B  correspondent  plu- 
sieurs points  de  A  ;  alors  la  transformation  de  B  en  A  sera  rationnelle,  et  la  trans- 
formation réciprociue  de  A  en  B  ne  le  sera  pas.  Nous  ne  considérons  ici  que  les  trans- 
formations doublement  rationnelles. 
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REVUE   BIBLIOGRAPHIQUE. 

CLEBSCH  (A.).  —  Théorie  der  bjnaren  algebraischen  Formel. 
—  Leipzig,  Teubner,  1872. 

Bien  que  Ton  puisse  faire  remonter  jusqu'à  Gauss  l'origine  de  la 
théorie  des  formes  algébriques,  on  doit  cependant  attribuer  à  sa 
conception  générale  et  à  sa  formation  en  corps  de  doctrine  indé- 
pendante une  date  beaucoup  plus  récente,  et  considérer  cette  théorie 
comme  une  des  branches  les  plus  modernes  des  sciences  mathéma- 
tiques. 

Pourtant,  quoiqu'elle  ne  compte  guère  que  dix  ou  vingt  années 
d'existence,  elle  a  déjà  passé  par  bien  des  états  divers  et  subi  de 
nombreuses  transformations  ^  elle  a  été  envisagée  sous  des  points  de 
vue  différents,  et  aujourd'hui  même  il  est  à  peine  possible  de  re- 
connaître, dans  chaque  partie  de  cette  science  nouvelle,  les  tendances 
propres  qui  la  caractérisent.  Le  présent  Livre  a  pour  but  de  rendre 
accessibles  au  public  des  recherches  jusqu'ici  peu  connues,  d'éluci- 
der certains  principes,  et  de  faire  ressortir  de  leur  étude  quelques- 
uns  des  objets  que  doit  naturellement  poursuivre  cette  théorie.  Ces 
circonstances  serviront  de  motif  et  d'excuse  à  l'auteur  du  Livre, 
pour  avoir  lui-même,  à  l'occasion  de  cette  publication,  présenté 
quelques  explications  dans  ce  Recueil. 

Les  commencements  de  l'Algèbre  se  ramifient  en  deux  branches, 
qui  se  montrent  tout  d'abord  aussi  hétérogènes  que  possible  :  ce 
sont,  d'une  part,  la  Théorie  des  équations  algébriques;  d'autre 
part,  la  Géométrie  analytique.  De  ces  deux  branches,  la  première  a 
pour  objet  un  élément  discret;  elle  en  étudie  les  combinaisons,  elle 
établit  les  propriétés  des  équations  qui  déterminent  les  inconnues, 
des  résolvantes.  Cette  Algèbre  a  acquis  un  but  important  et  déter- 
miné dans  la  recherche  des  équations  réductibles  les  unes  aux  autres, 
et  en  particulier  des  équations  résolubles  algébriquement. 

IVIais  tandis  que  la  théorie  des  équations  conduisait  à  l'étude  des 
équations  dont  les  racines  sont  des  combinaisons  algébriques  de  celles 
d'une  équation  donnée,  les  questions  correspondantes  se  posaient 
aussi  en  Géométrie.  Depuis  longtemps  déjà  une  courbe  algébrique, 
considérée  même  au  point  de  vue  synthétique,  malgré  sa  déCnition 

Btdl.  des  Seteneet  mathém,  et  tutron.,  t.  III.  (Août  1879.)  i5 
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analytique,  avait  cessé  d'être  envisagée  comme  une  figure  indivi- 
duelle. On  projetait  au  moins  cette  courbe,  et,  parmi  ses  propriétés, 
ccUes-là  étaient  regardées  comme  essentielles  qui  n'étaient  pas  al- 
térées par  la  projection.  La  théorie  des  fonctions  abéliennes  fit  voir 
plus  généralement  que  certains  éléments  se  conservaient  d'une  façon 
remarquable,  de  quelque  manière  que  l'on  transformat  la  figure 
donnée  à  Taide  des  transformations  algébriques,  pourvu  qu'à  chaque 
point  de  l'une  des  figures  correspondit,  en  général,  un  seul  point 
de  l'autre  ]  et  bientôt  on  reconnut  qu'il  en  était  de  même  pour  les 
surfaces  et  pour  les  figures  d'ordre  supérieur.  L'étude  de  ce  qui 
reste  permanent  au  milieu  des  transformations  les  plus  diverses 
apparut  bientôt  ici,  de  même  que  dans  la  théorie  des  équations, 
conmie  la  plus  importante  et  la  plus  profitable. 

L'introduction  de  la  conception  d'une  fonction  homogène  permit 
d'embrasser  toutes  ces  recherches  sous  un  point  de  vue  commun  et 
sous  une  forme  élégante.  On  reconnut  que  la  théorie  des  fonctions 
homogènes  conduisait  aux  équations,  aux  courbes  et  aux  surfaces, 
toutes  les  fois  que  le  nombre  des  variables  homogènes  était  2, 3  ou  4; 
et  l'on  peut  dès  maintenant  faire  remarquer  tous  les  avantages  di- 
vers qui  résultèrent  de  cette  unité  du  point  de  vue,  tels,  par  exem- 
ple, que  l'unité  de  certains  procédés  de  formation,  qui  se  manifesta 
de  la  manière  la  plus  claire,  et  qui  sans  cela  fût  restée  inaperçue. 

On  peut  regarder  comme  formant  Tobjot  de  l'Algèbre,  dans  sa 
conception  la  plus  générale,  le  problème  de  la  recherche  de  celles 
des  propriétés  des  fonctions  homogènes  qui  continuent  à  subsister, 
quelles  que  soient  les  transformations  algébriques  uniformes  que 
Ton  fasse  subir  à  ces  fonctions  ^  mais  si  Ton  a  toujours  ce  but  gé- 
néral devant  les  yeux ,  si  on  le  réalise  mèaie  dans  certains  cas  par- 
ticuliers, on  commence  ainsi  par  viser  trop  haut.  Lorsque  se  forma 
la  nouvelle  Algèbre,  celte  immortelle  création  de  Sylvestcr  et  de 
Cayley,  le  point  de  vue  uniiicatcur  des  fonctions  homogènes  vint  a 
prévaloir;  mais  le  cercle  des  transformations,  par  rapport  aux- 
quelles ou  avait  à  rechercher  les  propriétés  qui  demeuraient  inalté- 
rables, se  borna  aux  transformations  linéaires.  On  appliquait 
celles-ci  aux  variables;  les  expressions  qui  ne  subissaient  par  là 
aucune  altération,  ou  qui  se  trouvaient  seulement  multipliées  par 
un  facteur  caractéristique,  facile  à  indiquer,  devinrent,  sous  les 
noias  d'imuiriants  et  de  covariants,  l'objet  de  la  nouvelle  théorie. 
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Il  ne  faudrait  pas  se  faire  une  idée  trop  désavantageuse  de  la 
branche  de  science  qui  est  résultée  de  cette  restriction.  Elle  ren- 
ferme déjà  tout  entière  la  Géométrie  projective  dans  le  plan  et  dass 
Tespace,  et  elle  est  parvenue  également  à  s'assujettir  la  Géométirie 
métrique,  comme  la  Géométrie  projective  l'avait  su  faire  ^  elle  a 
même  aussi  trouvé  son  application  dans  certaines  parties  de  la 
théorie  des  fonctions.  On  peut  dire,  de  plus,  que  la  considératiom 
des  transformations  linéaires  forme  le  premier  pas  inévitable.  Les 
transformations  d'ordre  supérieur  ont  été  jusqu'ici  peu  développées 
au  point  de  vue  purement  algébrique  \  mais,  à  en  juger  par  ee  que 
l'on  a  déjà  obtenu  relativement  aux  formes  binaires,  il  semble  que 
la  théorie  des  transformations  linéaires  fournisse  aussi  les  principes 
des  transformations  d'ordres  supérieurs. 

Les  formes  binaires  sont  les  seules  dont  la  considératicHoi  forme 
l'objet  du  présent  Ouvrage.  Les  transformations  linéaires  jouent, 
dans  la  théorie  des  équations,  un  rôle  subalterne;  elles  ne  se  pré* 
sentent  guère  que  dans  l'évanouissement  du  second  terme.  Il  est 
vrai  qu'au  point  de  vue  de  la  nouvelle  Algèbre  la  résolution 
des  équations  quadratiques,  cubiques  et  biquadratiqucs  se  traiiâ- 
forme  aussi  d'une  manière  particulière  qui  fait,  pour  la  première 
fois,  envisager  sous  leur  vrai  jour  les  méthodes  ordinaires  de  réso- 
lution et  en  donne  l'intelligence  complète,  comme  cela  a  eu  lieu 
pour  la  Géométrie  projective  vis-à-vis  d'un  grand  nombre  de  pro- 
blèmes métriques  connus.  Mais,  comme  généralement  toute  nou- 
velle doctrine  se  développe  sous  son  impulsion  propre  dans  la  direc- 
tion qui  lui  convient  et  ne  touche  qu'en  passant,  dans  ses  premiers 
pas,  les  doctrines  qui  n'ont  avec  elle  que  des  liaisons  d'affinité,  la 
théorie  des  équations  devient  bientôt  pour  la  nouvelle  Algèbre  un 
objet  accessoire.  A  la  vérité,  il  n'en  est  ainsi  que  dans  les  commen- 
cements. C'est  le  caractère  de  la  nouvelle  Algèbre  de  ne  considérer 
comme  solutions  réelles  des  problèmes  que  les  représentations 
complètement  élaborées  \  et,  si  elle  n'est  pas  encore  en  état  de  fa- 
çonner la  théorie  des  équations  suivant  sa  propre  manière  de  pro- 
céder, les  formations  auxquelles  la  nouvelle  Algèbre  est  ramenée 
par  le  progrès  de  son  développement  n'en  contiennent  pas  moins 
les  matériaux  nécessaires  pour  une  future  constitution  plus  complète 
de  cette  théorie. 

Si  le  livre  connu  de  Salmon  traite  des  principes  de  la  nouvelle 

i5. 
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Algèbre  pour  un  nombre  quelconque  de  variables,  tandis  que  TOu- 
vrage  actuel  se  restreint  aux  formes  binaires,  la  raison  en  est  dans 
cette  circonstance ,  que  la  théorie  des  formes  binaires  a  été  isolé- 
ment développée  et  approfondie,  comme  n*a  pu  Têtre  encore  la 
théorie  des  formes  d'un  plus  grand  nombre  de  variables.  Si  donc 
on  voulait  ne  pas  ajourner  trop  loin  ces  recherches,  les  plus  impor- 
tantes de  toutes,  selon  moi,  la  restriction  dont  je  viens  de  parler 
était  nécessaire  ^  sinon,  il  en  serait  résulté  un  défaut  choquant  d'uni- 
formité dans  l'étude  des  formes  contenant  des  nombres  diiTérents 
de  variables.  Puisse  cet  Ouvrage  contribuer  à  faire  avancer  dans  la 
même  direction  la  théorie  des  formes  à  plusieurs  variables,  travail 
qui  pourra  ollrir  parfois  des  difficultés,  mais  dont  le  résultat  ne 
semble  pas  douteux  !  Je  vais  exposer  en  quelques  mots  la  nature  des 
problèmes  et  des  directions  que  je  viens  d'indiquer. 

Nous  entendons  par  invariants,  covariants,  etc.,  des  combinai- 
sons des  coeÛicients  et  des  variables  d'une  forme  donnée,  qui,  lors- 
qu'on transforme  linéairement  les  variables  et  que  l'on  fait  subir  les 
t'hangeinents  correspondants  aux  coefficients  de  la  forme,  se  repro- 
duisent de  nouveau  avec  leurs  valeurs  primitives,  multipliées  par 
une  même  puissance  du  déterminant  de  la  transformation.  Ces 
combinaisons  peuvent  être  supposées  rationnelles  ou  irrationnclleS| 
ou   mùine   iranst^endantes.   11    est    convenable,    pour   la    nouvelle 
Algèbre,  de  les  bupposer  d'abord  rationnelles  et  même  entières^  et 
d'en  restreindre  ainsi  la  conception.  En  eflet,  ce  caractère  se  ren- 
contre dans  toutes  les  formations  que  l'on  a  étudiées  avant  rétablis- 
sement d'une  théorie  spéciale.  II  en  est  ainsi  des  déterminants  qui 
se  [trésentenl  comme  invariants  simultanés  des  formes  linéaires; 
pareillement,  des  formations  provenant  des  formes  quadratiques,  et 
quo  (jauss  a  introduites  dans  la  théorie  des  nombres.  Par  la  restric- 
tion en  question,  la  nouvelle  Algèbre  se  trouve  mise  avec  cette 
théorie  dans  une  intime  relation^  mais,  à  l'exception  d'Eisensteia 
et  de  lierinile,  personne  ne  parait  avoir  su  rendre  la  nouvelle  Al- 
gèbre fructueuse  pour  la  théorie  des  nombres  au  delà  de  l'étude  des 
formes  quadratiques. 

La  restriction  de  la  conception  d'invariant  aux  fonctions  entières 
des  cjefficients  et  des  variables  donne  une  tournure  caractéristique 
à  la  question  de  leur  découverte.  On  reconnaît  par  là  combien  il 
eût  été  essentiellement  stérile  de  détinir  les  invariants  par  les  équa- 
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lions  aux  différentielles  partielles  auxquelles  ils  satisfont;  car  ce 
mi)de  de  définition  ne  contient  en  aucune  manière  Tidée  de  fonc- 
tion entière  ^  îl  vaut  beaucoup  mieux  introduire  cette  idée  immédia- 
tement dans  la  définition.  11  y* a  déjà  douze  ans  que  j*ai  fait  rcmar-t 
quer  cette  circonstance  et  que  j*ai  utilisé,  pour  une  définition  plus 
convenable  de  ces  formations,  la  méthode  des  notations  symboli- 
ques employée  pour  la  première  fois  par  Aronliold,  méthode  d'où 
$c  déduisent  très-facilement  les  propriétés  essentielles  des  inva- 
riants. Une  forme  de  degré  quelconque  est  remplacée  symbolique- 
ment par  ime  puissance  d'une  fonction  linéaire.  En  introduisant, 
avec  les  précautions  nécessaires,  dans  un  invariant  quelconque,  ce 
symbole  à  la  place  des  coefficients,  Tinvariant  se  décompose  en  une 
somme  de  produits  de  déterminants  ;  et  une  telle  somme  fait  con- 
naître, comme  je  l'ai  démontré,  le  type  général  des  invariants,  et 
peut  leur  servir  de  définition.  On  voit  que  dans  cette  définition  est 
déjà  contenue,  entre  autres,  l'idée  de  fonction  entière.  Dès  cette 
époque,  je  croyais  à  la  possibilité  d'obtenir,  en  partant  de  cette  dé- 
finition, la  détermination  des  invariants  (ou  covariants),  au  moyen 
desquels  tous  les  invariants  (ou  covariants)  imaginables  s'expriment 
sous  forme  de  fonctions  entières  à  coefficients  numériques.  Or  cette 
question  capitale  de  la  composition  des  formes  est,  à  ce  qu'il  sem  - 
ble,  encore  trop  difficile  pour  être  généralement  résolue ,  d'autant 
plus  que  des  questions  de  nature  arithmétique  peuvent  y  jouer  un 
rôle  essentiel^  mais,  pour  les  formes  binaires,  M.  Gordan  s'est  placé 
à  ce  point  de  vue,  et,  dans  une  série  de  brillants  travaux,  a  démon 
Iré  que  tous  les  îm^ariants  et  cov^ariants  d'un  système  quelconque 
déformes  binaires  sont  des  fonctions  entières  d'un  nombre  fini 
de  pareilles  expressions.  Ce  théorème  fondamental  constitue  l'a- 
vantage caractéristique  que  la  théorie  des  formes  binaires  conserve 
encore  maintenant  sur  la  théorie  des  formes  à  un  plus  grand  nom- 
bre de  variables.  Autoiu*  de  la  démonstration  de  ce  théorème  se 
groupe  toute  l'exposition  de  la  théorie,  et  les  diverses  parties  de  la 
démonstration  marquent  autant  de  chapitres  de  la  doctrine  des 
formes.   C'est  l'existence  de  ce  théorème  qui  m'a  principalement 
déterminé  à  traiter  la  théorie  des  formes  binaires,  et  il  permet  de 
donner  à  cette  théorie  une  sorte  d'achèvement  complet.  Il  est  vrai 
qu'en  même  temps  la  nature  de  la  démonstration  donné  lieu,  dans 
l'exposition,  à  des  difficultés  qui  ne  sont  pas  insurmontables. 
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J'ajouterai  encore  ici,  comme  explication,  les  remarques  sui- 
raiAes.  Dans  plusieurs  branches  des  Mathématiques,  Tidée  d'un 
système  complet  de  formations  et  d'opérations  se  présente  comme 
point  de  vue  caractéristique.  Ainsi,  dans  la  théorie  des  équations, 
cela  constitue  une  propriété  importante  d'un  groupe  de  substitu- 
tions, lorsqu'elles  forment  un  système  complet,  c'est-à-dire  lorsque, 
appliquées  les  unes  à  la  suite  des  autres,  elles  donnent  des  résultats 
qui  peuvent  aussi  s'obtenir  immédiatement  par  une  seule  substi- 
tution du  même  groupe.  Des  points  de  vue  analogues,  relatifs  à  des 
objets  variables  d'une  manière  continue  et  employant  pour  ces 
objets 'les  transformations  à  la  place  des  substitutions,  se  sont  pré- 
sentés dans  les  travaux  géométriques  récents.  La  conception  d'un 
système  complet  se  rencontre  encore  dans  la  théorie  des  équations 
linéaires  aux  difTérentielles  partielles,  comme  je  l'ai  fait  voir  au 
tome  65  du   Journal  de  Borchardt,  D'un   système  d'équations 
simultanées  de  cette  espèce,  on  déduit  une  suite  de  nouvelles  équa- 
tions ;  mais,  quand  les  équations  admettent  des  solutions  communes, 
il  y  a  une  limite  au  delà  de  laquelle  la  combinaison  des  équations 
obtenues  ne  peut  plus  fournir  d'équation  réellement  nouvelle,  et  le 
système  obtenu  jusque-là  s'appelle  alors  un  système  complet.  De 
même,  dans  la  théorie  des  nombres,  une  conception  semblable  a 
été  récemment  introduite  par  les  recherches  de  M.  Dedekind  sur 
les  solides  numériques,  A  ces  systèmes  complets  est  analogue  le 
système  complet  fini  des  invariants  et  des  covariants  des  formes 
binaires,  dont  M.  Gordan  a  démontré  l'existence,  et  que  le  présent 
Ouvrage  a  pour  but  essentiel  d'établir  et  de  mettre  en  lumière  ^  car, 
tandis  que,  d'un  système  de  formes  données  et  de  leurs  covariants, 
on  peut  toujours,  en  général,  déduire  de  nouveaux  invariants  et 
covariants,  il  se  présente  ici  une  certaine  limite  que  l'on  peut 
atteindre,  lorsqu'on  exclut  toutes  les  compositions  représentables 
'  comme  fonctions  entières  des  compositions  déjà  existantes.  A  la  vé- 
rité, on  n'a  encore  pu  jusqu'à  présent  que  démontrer  l'existence 
d'une  telle  limite.  Le  nombre  des  compositions  du  système  est  une 
fonction  arithmétique  des  indices  d'ordre  des  formes  fondamen' 
to/es données,  qui  mérite  à  un  haut  degré  l'attention  des  géomètres. 
Mus,  même  dans  des  cas  concrets  donnés,  comme  on  en  traite  dans 
eef  Ouvrage,  le  calcul  exact  de  ce  nombre  exige  encore  une  série  de 
considérations  assez  compliquées. 
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Dans  la  première  Section,  je  développe  les  propositions  fonda* 
mentales  de  la  théorie  et  les  principes  de  la  représentation  symbo- 
lique. Je  remarque  que,  jusqu'à  présent,  on  a  presque  exclusivement 
considéré  les  formes  fondamentales  et  les  covariants  à  une  seule 
série  de  variables.  Cela  suffit  pour  les  formes  binaires,  comme  je  Tai 
fait  voir  ici,  en  même  temps  que  M.  Gordan  l'établissait  de  son  côté, 
dans  le  tome  III  des  Mathematische  Annalen,  Il  n'en  est  plus 
ainsi  pour  les  formes  à  plus  de  deux  variables,  et  l'on  peut  affirmer 
que,  dans  ce  cas,  le  problème  de  la  théorie  n'a  pas  encore  été 
énoncé  correctement.  Dans  un  travail  qui  paraîtra  prochainement, 
je  développerai  davantage  ces  considérations,  et  je  poserai,  dans  les 
limites  qui  lui  conviennent,  le  problème  de  la  théorie  des  inva- 
riants, pour  les  formes  à  plusieurs  variables. 

La  seconde  Section  est  consacrée  à  l'interprétation  géométrique 
des  formes  binaires.  A  cet  objet  se  rattachent  l'étude  des  figures,  que 
Ton  désigne,  dans  la  Géométrie  synthétique,  sous  le  nom  Aq  figures 
du  premier  ordre,  la  théorie  des  séries  de  points  et  des  faisceaux 
de  rayons.  Car,  en  réalité,  ces  figures  sont  essentiellement  binaires, 
et  elles  ne  jouent  qu'un  rôle  préparatoire  dans  la  Géométrie  ana- 
lytique, qui  s'occupe  de  la  théorie  des  formules  ternaires.  Je  déve- 
loppe, dans  cette  Section,  le  caractère  des  propriétés  des  groupes  de 
points  et  de  rayons  qui  sont  exprimées  par  l'évanouissement  des 
invariants.  Comme  exemples,  je  considère,  dans  la  troisième  Sec- 
tion, les  discriminants  et  les  invariants. 

La  quatrième  Section  traite  de  la  théorie  des  formes  du  2*,  du 
3*  et  du  4*  degré.  La  résolution  des  équations  correspondantes  est 
présentée  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  invariants,  mais  démontre 
déjà  ici  que,  au  moins  dans  ces  formes,  le  système  des  invariants  et 
des  covariants  est  un  système  fini,  dans  le  sens  indiqué  plus  haut. 

Les  deux  Sections  suivantes  sont  consacrées  à  la  démonstration 
du  théorème  de  Gordan.  On  démontre  d'abord,  dans  la  cinquième 
Section,  que,  si  chacune  des  formes  d'une  série  possède  un  système 
complet  fini  d'invariants  et  de  covariants,  il  en  est  de  même  pour  le 
système  simultané  de  toutes  ces  formes.  Par  là  sont  établis  les  fon- 
dements de  la  démonstration  par  laquelle  on  fait  voir,  dans  la 
sixième  Section,  que  toute  forme  binaire,  ainsi  que  tout  système 
de  formes  binaires,  conduit  à  un  système  complet  fini  d'invariants  et 
de  covariants.  Comme  exemples,  on  a  développé  les  systèmes  com- 
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plets  des  formes  du  5*  etdu  6*  degré,  et  les  systèmes  simultanés  d'une 
forme  quadratique  et  d'une  cubique,  d'une  quadratique  et  d'une 
biquadratique,  et  enfin  de  deux  cubiques. 

Les  trois  dernières  Sections  du  Livre  traitent  de  problèmes  d'une 
tout  autre  nature.  On  peut  les  comprendre  sous  la  dénomination 
de  représentations  typiques.  L'idée  d'introduire,  comme  nouvelles 
variables,  des  covariants  linéaires,  tous  les  coefficients  des  formes 
devenant  alors  des  invariants,  est  due  à  M.  Hermite.  Cette  idée 
pouvait  être  étendue  dans  deux  directions.   D'abord  on  pouvait, 
lorsqu'il  n'existait  pas  de  covariants  linéaires,  c'est-à-dire  dans  les 
formes  fondamentales  d'ordre  pair,   introduire  comme  variables 
trois  covariants  quadratiques,  entre  lesquels  a  lieu  alors  une  équa- 
tion quadratique-,  ce  point  de  vue  a  été  développé,  il  y  a  quelques 
années,  par  M.  Gordan  et  par  moi,  dans  les  Annali  di  Matematica, 
Cette  théorie  est  exposée  dans  la  dernière  Section,  et  l'introduction 
des  covariants  linéaires  dans  l' avant-dernière.  Je  rattache  à  cela  les 
recherches  sur  la  possibilité  de  transformer  linéairement,  les  unes 
dans  les  autres,  des  formes  à  invariants  simultanés  égaux,  telles  que 
celles  que  j'ai  publiées  récemment  dans  les  Mathematische  Annalen; 
mais  on  peut,  d'autre  part,  introduire  comme  variables  des  cova- 
riants linéaires,  dont  les  coefficients  renferment  eux-mêmes  des  va- 
riables. Ou  est  conduit  par  là  à  la  théorie  des  formes  associées,  trai- 
tée par  Hermite  et  par  Brioschi.  Cette  théorie  ouvre  aussi  des  points 
de  vue  intéressants  pour  la  résolution  des  équations,  comme  on  le 
voit,  par  exemple,  dans  la  résolution  des  équations  biquadratiques 
qu'en  a  tirée  Aronhold.  Mais  la  question  principale  est  celle  du  sys- 
tème des  invariants  et  des  covariants,  au  moyen  desquels  tous  les 
autres  sont  exprimables  en  fonctions  rationnelles  (non  plus  en- 
tières). Cette  question  a  une  certaine  affinité  avec  celle  qu'a  résolue 
M.  Gordan^  mais  elle  est  beaucoup  plus  facile  à  résoudre,  et  sa 
solution  peut  être  indiquée  d*une  manière  générale.  On  reconnaît 
qu'il  existe  un  système  très-simple  d'invariants  et  de  covariants,  au 
moyeu  duquel  on  est  en  état  d'exprimer  rationnellement  tous  les 
invariants  et  covariants  d'une  forme  donnée.  Ce  système  comprend, 
outre  la  forme  elle-même,  ceux  de  ses  covariants  et  invariants  qui 
ne  contiennent  que  quadratiquement  les  coefficients  de  la  forme 
fondamentale,  et  les  déterminants  fonctionnels  de  ces  formes  avec  la 
forme  fondamentale  elle-même,  système  que  j'ai  établi  en  1870  dans 
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les  Nachrichten  der  KonigL  Gesellscliaft,  comme  le  système  le 
plus  simple  de  formes  associées. 

Parmi  les  applications,  je  ne  citerai  plus  que  la  méthode  bina're 
pour  traiter  le  problème  des  points  de  rebroussement  d'une  courbe 
du  3*  ordre  ^  la  réduction  des  intégrales  elliptiques  de  première  es- 
pèce à  la  forme  normale,  et  la  transformation  du  3*^  ordre  des  inté- 
grales elliptiques;  puis  l'étude  de  certains  problèmes  de  la  théorie 
des  formes  du  5*  et  du  6*  ordre,  qui  se  rattachent  à  la  transforma- 
tion du  5*  ordre  des  fonctions  elliptiques. 

Je  m  étais  proposé  pour  but  non-seulement  de  donner  des  mé- 
thodes et  des  résultats,  mais  de  les  développer  au  point  de  vue  de  la 
liaison  de  leurs  principes  et  de  leur  enchaînement  systématique. 
D'après  l'aperçu  que  je  viens  de  donner  du  contenu  de  mon  Ou- 
vrage, on  verra  qu'il  m'a  fallu  prendre  en  considération  bien  des 
points  appartenant  ii  des  régions  relativement  plus  profondes.  Ai-je 
réussi  à  ordonner  aussi  d'une  manière  claire  ces  parties  plus  abs- 
truses ?  C'est  ce  que  l'on  pourra  constater  dans  le  cas  où  mon  Livre 
engagerait  de  plus  jeunes  activités  à  poursuivre  l'étude  des  questions 
que  j'ai  soulevées. 

L'importance  générale  de  la  nouvelle  Algèbre  ne  peut  plus  au- 
jourd'hui échapper  qu'à  ceux  qui  n'ont  pas  pris  la  peine  de  consa- 
crer leur  attention  au  développement  delà  science,  dans  ses  grandes 
lignes  et  dans  son  ensemble.  Depuis  qu'il  est  devenu  évident  que 
ridée  de  fonction  ne  peut  guère  se  concevoir  rigoureusement  dans 
toute  sa  généralité  \  que  celte  idée  est  condamnée  &  n'être  en 
quelque  sorte  qu'une  connaissance  transitoire,  se  modifiant  h  chaque 
instant  et  ne  répondant  qu'à  ce  que  nous  apprend  une  revue 
générale  de  la  science  à  chaque  époque  de  son  développement  ; 
qu'elle  ne  correspond  plus  maintenant  que  pour  l'état  actuel  à 
l'étendue  des  connaissances  scientifiques,  mais  que  l'expression  la 
plus  claire  naguère  de  la  conscience  mathématique  cesse  à  présent  de 
l'être  9  depuis,  dis-je,  que  l'idée  générale  de  fonction  se  présente 
comme  un  fondement  incertain  d'une  recherche  rigoureuse,  on  a 
dû  sentir  d'autant  plus  le  besoin  d'étudier  de  plus  près  les  fonctions 
dont  les  propriétés  se  révèlent  d'une  manière  claire  et  précise.  Ces 
fonctions  sont  d'abord  exclusivement  les  fonctions  algébriques. 
D'autres  fonctions  peuvent  être  nettement  reconnues  et  définies,  en 
tant  seulement  qu'elles  participent  aux  propriétés  essentielles  des 
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fonctions  algébriques,  ou  qu'elles  peuvent  être  déduites  de  celles-ci 
par  des  opérations  simples.  A  Taide  de  Tintégration  et  par  la  yoie 
de  rimaginaire,  le  calcul  intégral  nous  enseigne  à  développer  et  à 
concevoir,  en  partant  de  fonctions  algébriques  simples,  les  trans- 
cendantes les  plus  simples,  comme  les  fonctions  logarithmiques  et 
trigonométriqucs,  et  aussi  des  transcendantes  nouvelles,  comme  les 
fonctions  elliptiques.  L'étude  des  fonctions  abéliennes,  et  enfin  celle 
des  équations  difTérentielles  à  coefficients  algébriques  font  ressortir 
ce  point  de  vue  de  la  manière  la  plus  générale,  puisque  dans  cette 
direction  on  s'est  attaqué  à  des  problèmes  dont  la  portée  ne  peut 
être,  pour  le  moment,  dépassée. 

Si  Ton  veut  soutenir  que  c'est  autour  de  l'idée  de  fonction  que  se 
concentre  généralement  toute  l'activité  des  mathématiciens,  on  peut 
alors  partager,  d'après  leur  tendance,  les  géomètres  contemporains 
en  deux  classes  :  les  uns  cherchent  à  étendre  l'idée  de  fonction  en 
recherchant,  en  élucidant  et  délimitant  de  nouveaux  cas  *,  les  autres 
s'efforcent  d'approfondir  cette  idée,  en  étudiant  et  présentant  sous 
toutes  ses  faces  la  classe  des  seules  fonctions  fondamentales,  des 
fonctions  algébriques,  en  recherchant  leurs  singularités.  Puissé-je 
avoir  réussi  à  contribuer  un  peu  à  cette  étude  approfondie,  et 
aplanir,  pour  ceux  qui  enseignent,  la  voie  par  laquelle  on  peut  s'at- 
tendre à  faire  faire  tant  de  progrès  à  l'Algèbre  (*).       A.  Clebscb. 


GAUSS    (F. -G.).  FiJNFSTELLIGE  VOLLSTANDIGE  L0GA.11ITHMISCHB 

UND  trigoivomethische  Tàfeln.  Zum  Gebrauche  fiirSchule  und 
Praxis  bearbeitet.  —  Berlin,  Verlag  von  L.  Rauh,  1870  (•). 

L'usage  des  Tables  logarithmiques  à  cinq  décimales,  suffisant  la 
plupart  du  temps  dans  la  pratique,  toujours  dans  l'enseignement, 
commence  à  se  répandre  un  peu  à  la  fois  en  Allemagne,  où  la  rou- 
tine, déjà  si  puissante  par  elle-même,  n'a  pas  pour  auxiliaire  les 
prescriptions  impératives  des  programmes  officiels.  On  est  en  droit 


(*)  Extrait  de*  Gottingùche geiehrte  jénzeigen,  yg  féTrier  1873. 

(•)  Gacm  (F. -G.),  Tables  complètes  de  logarithmes  et  de  fonctions  trigomométriqmts 
à  cinq  décimales t  à  l'usage  des  écoles  et  des  praticiens,  Berlin,  L.  Rauh;  1870.  1  toi. 
in-Z^  (46-143  p.).  Prix  :  ao  Sgr. 
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cependant  de  s'étonner  qu'une  simplification,  si  évidemment  com- 
mandée par  le  plus  vulgaire  bon  sens,  mette  tant  de  temps  à  faire 
son  chemin.  Ce  ne  sont  pourtant  pas  les  Tables,  ni  même  les 
bonnes  Tables  qui*  manquent  dans  les  pays  germaniques.  Celles 
que  nous  avons  en  ce  moment  sous  les  yeux  nous  semblent  toutefois 
mériter  la  préférence  sur  les  nombreux  Recueils  de  ce  genre  que 
nous  avons  eu  l'occasion  d'examiner.  Nous  allons  essayer  de  donner 
un  aperçu  du  riche  contenu  de  ce  mince  Volume,  et  des  dispositions 
que  l'auteur  a  cru  devoir  choisir  pour  chacune  des  parties  dont  son 
LÎTre  se  compose. 

Les  principales  Tables  sont  : 

1®  La  Table  des  logarithmes  de  i  à  1 1  ooo.  Cette  Table  est  dis- 
posée à  double  entrée,  par  pages  de  5i  lignes,  et  accompagnée  de 
Tables  des  parties  proportionnelles  des  différences,  avec  une  déci- 
male, et  de  Tables  des  logarithmes  du  rapport  du  sinus  et  de  la  tan- 
gente des  arcs,  exprimés  en  secondes,  depuis  o  jusqu'à  3**4'=  *  1040''^. 
L'auteur  a  adopté,  à  l'exemple  de  Bremiker,  le  partage  de  chaque 
dizaine  de  lignes  en  i,  3,  3,  3,  par  des  filets  et  des  blancs;  nous 
aurions  préféré  de  beaucoup  le  partage  par  tranches  de  5  lignes, 
séparées  toujours  par  des  blancs.  Cette  Table  est  accompagnée  d'une 
Table  auxiliaire  d'une  page,  donnant  diverses  constantes,  avec  leurs 
logarithmes.  L'auteur,  au  lieu  de 

57%  29877  951, 
^cril 

nous  ne  voyons  pas  trop  ce  que  l'on  gagne  en  clarté  par  cette  ma- 
nière d'écrire. 

2®  La  Table  des  logarithmes  trigonométriques  se  divise  en  deux 
Parties,  dont  la  première  donne  les  logarithmes  des  sinus  et  des  tan- 
gentes de  seconde  en  seconde  jusqu'à  3  degrés,  et  de  10  en  10  se- 
condes de  3  à  6  degrés  ;  la  seconde  les  logarithmes  des  sinus,  tan- 
gentes, cotangentes  et  cosinus,  de  minute  en  minute  pour  tous  les 
trcs  du  quadrant.  Jusqu'à  3  degrés,  au  lieu  des  parties  proportion- 
nelles des  différences,  la  Table  contient  les  logarithmes  des  rapports 

arc  8rc 

-: > •  Au  delà,  les  parties  proportionnelles  sont  données 

sious   tangente  '       r  r    r 

avec  une  décimale  pour  6,  7,  8,  9,  10,  20,  3o,  4o,  5o  secondes. 
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3^  Vient  ensuite  la  Table  des  logarithmes  d'addition  et  de  sous-  • 
traction.  M.  Gauss  a  choisi,  parmi  les  diverses  dispositions  propo- 
sées jusqu'à  ce  jour,  celle  qui  nous  semble  présenter  le  plus  d*in- 
convénients  au  point  de  vue  de  l'exactitude  des  calculs,  malgré  la 
simplification  apparente  qu'elle  apporte  à  la  construction  de  la 
Table.  Si  a  et  &  désignent  deux  nombres,  dont  a  estic  plus  grand, 
et  que  A  et  B  soient  deux  nombres  tels  que,  poiu*  A  =  logx,  on  ait 

B  =  log(i  4-  oc)^  on  aura,  en  prenant  A  =  logx» 

log(a  -{-  b)=z  loga  -h  B, 
et  en  prenant  B  =  log  ^» 

log(«—  6)  =  logé  -h  A. 

Or,  dans  la  plupart  des  cas  où  l'emploi  de  ces  Tables  est  avanta- 
geux, b  est  un  nombre  très-petît  par  rapport  à  a,  et  dont  le  loga- 
rithme est,  par  suite,  connu  avec  moins  de  précision  que  log  a.  La 
formule  précédente  donnera  donc,  à  l'inverse  de  ce  qui  devrait 
avoir  lieu,  une  précision  d'autant  moindre  que  le  terme  b  sera  plus 
petit.  On  peut,  il  est  vrai,  corriger  cet  inconvénient  en  prenant 

log(a  —  b)=:\oga  —  (B  —  A); 

mais  l'usage  de  cette  dernière  formule  est  beaucoup  plus  incommode 
dans  la  pratique,  et  il  est  infiniment  préférable  de  se  servir  d'une 
Table  séparée  par  les  logarithmes  de  soustraction. 

Cette  Table  est  suivie  de  deux  Tables  auxiliaires,  donnant  les  lo- 
garithmes naturels  ou  népériens  des  i  loo  premiers  nombres  et  les 

multiples  du  module  M  et  de  son  inverse  rr  • 

4*^  La  quatrième  Partie  du  Recueil  contient  les  valeurs  naturelles 
des  lignes  trigonométriques,  de  lo  en  lo  minutes;  les  cordes  et  les 
flèches  des  arcs  jusqu'à  i8o  degrés*,  les  valeurs  des  arcs  en  partie 
du  rayon  ;  les  circonférences  et  les  siu^faces  des  cercles  de  rayons 
donnés,  etc. 

5*^  L'Ouvrage  se  termine  par  une  Table  des  carrés,  à  4  décimales, 
des  nombres  de  o,ooo  à  io,ooo,  avec  les  parties  proportionnelles 
nécessaires  pour  l'interpolation.  On  connaît  l'utilité  d'une  pareille 
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Table,  principalement  dans  la  pratique  de  la  méthode  des  moindres 
carrés.  A  la  suite  de  cette  Table  sont  des  tableaux  des  cubes,  des 
racines  cubiques,  etc.,  des  dimensions  de  la  Terre,  des  mesures  de 
longueur,  des  équivalents  chimiques,  des  poids  spécifiques  et  d'autres 
données  physiques. 

L'Introduction  qui  précède  les  Tables  en  explique  Tusage,  un  peu 
longuement  peut-être,  mais  avec  clarté  ;  on  y  trouve  des  développe- 
ments utiles  sur  l'approximation  que  l'on  peut  obtenir  à  l'aide  des 
logarithmes. 

L'exécution  typographique  de  l'Ouvrage  est  remarquable.  On  a 
choisi  les  chiures  de  l'ancien  type,  auquel,  après  des  essais  de  formes 
diverses,  les  imprimeurs  les  mieux  inspirés  se  décident  a  revenir 
purement  et  simplement.  Nous  espérons  qu'en  France  ces  caractères 
si  nets  et  si  faciles  à  lire  ne  seront  pas  longtemps  à  l'usage  exclusif 
des  bibliophiles,  et  qu'ils  reprendront  dans  l'emploi  ordinaire  la 
place  qu'ils  n'auraient  jamais  dû  perdre. 

L'auteur  a  eu  la  précaution  utile  de  marquer  d'un  trait  le  dernier 
chilTre  significatif  des  nombres,  lorsque  ce  chiffre  est  un  5  forcé. 

Les  diverses  Parties  du  Volume  sont  séparées  par  des  feuilles  de 
papier  de  couleur,  ce  qui  facilite  beaucoup  les  recherches. 

M.  Gauss  a  publié  également  une  Table  de  logarithmes  à  quatre 
décimales  ('),  contenant  dans  une  feuille  in-plano  les  logarithmes 
des  nombres  jusqu'à  looo  et  des  lignes  trigonométriques  de  lo  en 
10  minutes,  avec  une  Introduction  et  des  Tables  auxiliaires  de  con- 
stantes et  des  parties  proportionnelles. 

Il  se  propose  de  joindre  à  ces  deux  Ouvrages,  composés  d'après  la 
division  sexagésimale  du  cercle,  deux  séries  de  Tables  trigonomé- 
triques à  cinq  et  à  quatre  figures,  construites  d'après  la  division  dé- 
cimale du  quadrant. 

>)OUS  regrettons  seulement  qu'il  dénature  la  simplicité  de  cette 
division  naturelle  par  l'adoption  des  dénominations  de  grades,  de 
minutes  et  de  secondes  centésimales,  qui  introduisent  dans  l'écri- 
ture une  complication  bien  inutile,  et  qui  sont  une  source  perpé- 
laelle  de  confusion  entre  les  deux  systèmes  de  division.        J.  H. 


('}  y^erstellige  logarithmisch^trigonometrische  Uandtafel,  Berlin,   L.  Raub.  Prix 

SScr. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL  f€r  die  reine  und  ângewandte  Mâthemâtik,  herausge- 
geben  von  C.-W.  Borchardt  ('). 

T.  73-,  1871. 

Frobenius  (G.).  —  Sur  le  développement  des  fonctions  analy- 
tiques  en  séries  ordonnées  par  rapport  à  des  fonctions  données. 

(3op.) 

L'auteur  examine  dans  ce  travail  le  développement  des  fonctions 
analytiques  suivant  des  séries,  formées  d'une  manière  particulière. 
Le  premier  exemple  qu'il  examine  est  le  suivant  :  soit 

^^(x)  =  {x  —  a.){x  —  ai)[x  —  a2)  ...  (j:  — a^,),     P,(x)  =  i. 

Peut-on  développer  une  fonction  en  une  série  de  la  forme 

2cvPv(^)î 

L'auteur  examine  d'abord  cette  question,  en  supposant  que  la 
suite  ao,  ai, . . . ,  a*, . . . ,  ou,  plus  exactement,  que  la  suite  des  modules 
des  termes  de  cette  série  soit  convergente.  Il  donne,  dans  ce  cas,  la 
solution  de  cette  question,  autant  qu'on  peut  le  faire  en  restant 
dans  une  aussi  grande  généralité.  Il  examine  aussi  si  une  fonction 
peut  avoir  plusieurs  développements  de  la  forme  précédente,  auquel 
cas  on  reconnaît  immédiatement,  en  prenant  les  diilérences,  que 
tout  se  réduit  à  trouver  des  développements  de  cette  forme,  conve^ 
gcnts  dans  les  limites  assignées,  et  dont  la  somme  soit  nulle. 
M.  Frobenius  dit  aussi  quelques  mots  du  cas  où  c'est  la  série  des 

inverses  —  »   — , . . .  qui  serait  convergente  d'une  manière  absolue. 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  une  autre  forme 
de  développement.  Si  l'on  considère  une  fraction  continue  algé- 
brique de  la  forme 

K.x= ! 


a^x  — 


axX  — . 


(>)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  34. 
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convergente  dans  une  certaine  étendue  du  plan,  on  peut  en  déduire, 
de  plusieurs  manières,  une  suite  illimitée  de  fonctions,  dérivant  les 
unes  des  autres  d'après  une  loi  déterminée,  par  exemple  les  numé- 
rateurs ou  les  dénominateurs  des  réduites,  les  restes  correspondant 
à  chaque  réduite,  etc.  Cela  donne  lieu  à  des  questions  analogues 
aux  précédentes,  et  qui  trouvent  de  remarquables  applications  dans 
Tétude  de  la  série  hypergéométrîque  que  Gauss  a  développée, 
comme  on  sait,  en  une  fraction  continue  de  la  forme  indiquée  plus 
haut. 

Meter  (Em.-O.)  —  Sur  le  mou\^ement  pendulaire  d'une  sphère 
soumise    à  l'influence    du  frottement    du    milieu    environnant. 

(38  p.) 

Bessel  et,  avant  lui,  Dubuat  ont  fait  remarquer  qu'il  ne  suffit  pas, 
pour  réduire  au  vide  la  durée  d'oscillation  d'un  pendule,  observé  dans 
Tair,  de  faire  entrer  dans  le  calcul  la  perte  de  poids  de  ce  pendule. 
En  dehors  de  cette  correction  aérostatique,  il  est  nécessaire  d'eneiTec- 
tuer  une  seconde,  la  correction  aérodynamique,  qui  se  rapporte  à  un 
accroissement  apparent  subi  par  le  moment  d'inertie  du  pendule 
oscillant  dans  l'air.  Pour  la  réduction  complète,  il  faut  multiplier 
la  durée  d'oscillation  par  le  facteur 


dans  lequel  M  désigne  la  masse  du  pendule.  M'  celle  de  Tair  déplacé^ 
R  un  facteur  dépendant  de  la  forme  du  pendule.  Bessel  s'était  pro- 
posé de  le  déterminer  par  l'expérience^  Poisson,  par  l'intégration 

des  équations  du  mouvement,  lui  assigna  la  valeur-  ('),  pendant 

que  Bessel  trouvait  la  valeur  0,95.  Stokes  (•)  a  expliqué  lori- 
gine  de  cette  dilTérence  en  montrant  que  Poisson  avait  négligé  le 
frottement  de  l'air,  et  il  a  donné  pour  le  nombre  K  une  nouvelle 

valeur  théorique  supérieure  à  -«L'accord de  cette  valeur  avec  l'ex- 


(')  Mémoires  de  l'Académie  des  Seiertees^  t.  Il,  i833,  p.  Sai. 

(*)  TroMsaetions  of  the  Cambridge  Philasophicel  Societjr,  t.  IX,  a*  partie,  i85i. 
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périencc  est  satisfaisant;  mais  l'auteur  adresse  à  l'analyse  de 
Stokes  quelques  objections  qui  Tont  déterminé  à  reprendre  Tétude 
de  cette  question  intéressante,  et  à  discuter  de  nouveau  une  équa- 
tion dîfiërentielle  du  4^  ordre,  qui  avait  été  déjà  rencontrée  par 
Stokes,  et  dont  la  solution  présente  de  remarquables  particu- 
larités. L'auteur  s'appuie  d'ailleurs  sur  les  mêmes  principes  de 
Physique  que  Stokes. 

PocHHAMMER  (L.).  — SuF^  Ics  poifits  sitiguUers  dans  les  équa^ 
lions  différenlielles  linéaires,  (16  p.;  ail.) 

Si  Ton  considère  une  équation  diilérentielle  linéaire,  il  existe  des 
valeurs,  dites  singulières,  de  la  variable  indépendante,  pour  les- 
quelles un  ou  plusieurs  des  coefficients  de  Téquation  deviennent 
inûnis.  Ces  valeurs  jouent  d'ailleurs,  au  point  de  vue  de  la  conti- 
nuité de  Tintégrale,  un  rôle  important,  et  elles  doivent  être  consi- 
dérées dans  l'étude  des  propriétés  de  l'existence  de  cette  intégrale 
et  de  son  développement  en  séries.  C'est  de  ces  valeurs  singulières 
que  s'occupe  l'auteur. 

PocHHAMMER  (L.).  —  Note  sur  V équation  différentielle  des 
fonctions  hjper géométriques ,  (2p.) 

Cette  Note  fait  suite  au  Mémoire  précédent  et  au  Mémoire  pu- 
blié par  le  même  auteur  sur  les  fonctions  hypergéométriques  géné- 
rales du  w»*"**^  ordre,  t.  71  du  Journal  de  Borchnrdt,  p.  3 16. 

Weyh  (Ed.).  —  Addition  au  Mémoire  :  «  Sur  quelques  pF^opo- 
sitions  de  Steiner  et  sur  leur  rapport  avec  la  tF^ansJorniation  qua- 
di^atique  des  JiguF'es  fondamentales  de  premièF'c  dimcFision,  » 

(7P-) 

Dans  son  premier  Mémoire,  t.  71  du  Journal  de  Borchardt, 

M.  Weyr  dit  :  que  deux  ligures  se  correspondent  zwei  und  zweiglicd- 
rig,  lorsqu'à  un  élément  de  l'une  correspondent  deux  éléments  de 
l'autre,  et  réciproquement;  de  sorte  que,  si  a  et  Ç  sont  les  para- 
mètres qui  définissent  deux  éléments  correspondants,  on  a,  entre 
ces  paramètres,  la  relation 

xMA$'-h  B$  4-  C)  4-  x(A'$'-4-  B'$  -4-  C)  -+-  ;  A"Ç*  -+-  B"?  4-  C)^o, 

où  A,  B, . .  . ,  A', . . .  sont  des  constantes. 

La  correspondance  bomograpkique  est  une  correspondance  réci- 
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proque  du  premier  degré  ;  la  correspondance  actuelle  est  une  cor^ 
respondance  réciproque  du  second  degré. 

Cette  Note  est  une  rectification  relative  à  une  proposition  énoncée 
dans  le  premier  Mémoire ,  laquelle  proposition  se  trouve  mainte- 
nant démontrée  généralement,  et  même  étendue. 

Baltzer  (R.).  —  Sur  V expression  du  volume  d' un  tétraèdre  à 
l'aide  des  coordonnées  des  sommets.  (2  p.) 

ScHCBEKT  (H.).  —  Extrait  d'une  Lettre  au  rédacteur,  (i  p.) 
M.  Schubert  avait  publié,  dans  le  Journal  de  Borchardt,  t.  71, 

un  Mémoire  sur  la  détermination  des  caractéristiques  des  surfaces  du 

second  ordre ^  cette  question  avait  déjà  été  traitée  par  M.  Zeutlien. 

M.  Schubert  reconnaît,  dans  cette  Lettre,  les  droits  de  priorité  de 

M.  Zeuthen. 

RosANEs.   —  Sur    les   substitutions  rationnelles   réciproques. 

{•4  p.) 

Lorsqu'on  considère  deux  figures  telles,  qu'à  un  point  de  Tune 
correspond  un  seul  point  de  Tautre  et  réciproquement,  on  a  ce  qu'on 
peut  appeler  la  transformation  rationnelle  réciproque  à  une  seule 
signification,  laquelle  établit  xxnc  correspondance  simple  (univoque) 
entre  les  points  des  deux  figures. 

La  transformation  rationnelle  réciproque  et  simple  sera  dite  du 
,^ie»e  Qpjf'^^  lorsqu'à  une  droite  quelconque  de  l'une  des  figures 
correspond  toujours  dans  l'autre  une  courbe  du  /i'^""  ordre  bien  dé- 
liTminée,  et  réciproquement. 

Lorsqu'à  une  droite  correspond  une  droite,  on  a  la  transformation 
du  i*""  ordnî,  ou  la  transformation  homographique  proprement 
dite. 

Lorsqu'à  une  droite  correspond  une  conique,  on  a  la  transforma- 
tion du  2*  ordre,  ou  la  transformation  conique'',  étudiée  par  Steiner, 
Magnus  [Journal  de  Crelle,  t.  8;,  Scliiaparclli  [Mémoires  de 
V Académie  de  Turin,  t.  XXI,  1862),  etc. 

La  transformation  générale  du  /i»^™^  ordre,  pour  les  courbes 
|ilanes,  a  été  abordée  par  M.  Cremona  dans  deux  Mémoires  insérés 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Bologne,  t.  U,  i863^  t.  V^ 
i8f>5;  puis  par  M.  de  Jonquières  (Noui^elles  Annales,  1864). 

M.  Rosanes  aborde  par  ranaly;e  cette  importante  question  des 

Dutl.  des  Sciences  mat  hé  m.  et  astron.,  t.  III.  (Août  1^71.)  16 
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transformations  rationnelles  réciproques^  il  établit  d'abord  des 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  transfomuttîoii  soit 
déterminée,  rationnelle  et  réciproque,  et  signale  ensuite  les  pro- 
priétés des  points  fondamentaux  et  des  oourbes  fondamentales.  Ces 
résultats  avaient  été  obtenus  par  M.  Cresona,  par  des  considéra- 
tions de  Géométrie  pure.  Mais  M.  Rosanes  ajoute  à  cela  une  propo- 
sition importante  et  remarquable  :  c'est  que  la  transformation  gé- 
nérale du  //**"*  ordre  peut  ôtre  ramenée  à  un  certain  nombre  de 
transformations  coniques. 

Dans  le  Mémoire  cité,  il  n*est  question  que  de  la  transformation 
des  courbes  planes. 

BoLTZMAiiN  (L.).  —  Sur  les  pressions  exercées  sur  des  an* 
neaiLT  plongés  dans  un  liquide  en  moui^ement  (  24  p.) 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  reprend  Tétude  d'une  question  exa- 
minée par^l.  Kirchhoir,  dans  le  t.  LXXI  du  môme  Recueil  (voir 
Bulletin,  t.  III,  p.  i4o)^  ^^  la  généralisant  un  peu  et  en  considé- 
rant, au  lieu  d'anneaux  à  section  circulaire,  des  anneaux  de 
forme  quelconque.  Il  adresse  des  critiques  à  l'emploi  qu'ont  fait 
MM.  Thomson  et  Tait  du  principe  d'Hamilton  dans  les  problèmes 
d'Hydrodynamique,  et  pense  que  ces  auteurs  ne  sont  arrivés  à  des 
résultats  exacts  que  par  suite  de  compensations  d'erreurs. 

PocHHAMMER  (L.).  —  Sur  Ics  relations  entre  les  intégrales  hj- 
per géométriques  du  n'*'""'  ordre.  (aSp.) 

llopPE  (il.\ —  f'ibrationsd'un  anneau  dans  son  plan,  (i3  p.) 

GuNDELFiNGER  (S.).  —  Rcniarqucs  relatives  au  Mémoire  de 
M,  Bischojj'  sur  les  tangentes  d'une  courbe  algébrique,  inséré 
dans  le  Tome  56  de  ce  Journal.  (4  P«) 

L'auteur  ajoute  à  ses  remarques  l'équation  de  la  courbe  passant 
par  les  points  où  une  courbe  donnée  du  /z'*"*  ordre  est  osculée  par 
un  réseau  du  m'*"*  ordre. 

GiNOELFiNGER  (S.).  —  Cwénéralisation  de  certains  théorèmes  de 
M.  Aronhold.  (4  p) 

Ces  généralisations  portent  sur  diverses  formules  établies  par 
M.  Aronhold,  dans  son  remarquable  ^lénioire  sur  la  théorie  des 
fonctions  homogènes  du  3*  degré,  publié  dans  le  Journal  de  Bar- 
chardt.  Tome  55. 


d 
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Jacobi  {C.-G.-J.).  —  Théorèmes  de  Géométrie;  fragments 
extraits  de  ses  papiers,  par  O.  Hermès.  (28  p. ^  ail.) 

Ces  fragments  de  Jacobi  ne  peuvent  être  parfaitement  compris 
que  si  l'on  se  reporte  à  une  Lettre  de  Jacobi  publiée  en  1 83 1  dans 
le  Journal  de  C relie,  et  en  1846  dans  celui  de  Liom^ille.  Dans 
celte  Lettre,  Jacobi  montre  comment  Tcmploi  du  théorème  d'Ivory, 
relatif  aux  courbes  et  aux  surfaces  bomofocales,  permet  de  démon- 
trer les  propriétés  métriques  focales  des  sections  coniques  et  des 
surfaces  du  second  ordre. 

Le  premier  des  fragments  communiqué  par  M.  Hermès  con- 
tient, entre  autres  résultats,  la  démonstration  du  théorème  suivant. 
Les  deux  lignes  qu'on  mène  d'un  point  variable  d'une  ellipse  à 
deux  points  fixes,  pris  entre  les  deux  foyers,  peuvent  être  prises 
aussi  pour  les  côtés  d'un  triangle  variable  construit  sur  une  base 
iixc  et  dont  le  sommet  décrit  une  ligne  droite. 

En  d'autres  termes,  si  on  prend  l'équation  en  coordonnées  bipo- 
laires d'une  ligne  droite,  et  que,  conservant  la  même  équation,  on 
prenne  deux  nouveaux  pôles,  cette  équation  représentera  une 
ellipse. 

Le  deuxième  fragment,  précédé  d'une  Notice  explicative  par 
M.  Hermès,  se  rapporte  à  une  des  questions  les  plus  intéres- 
santes qu'on  puisse  se  proposer  sur  deux  triangles.  Jacobi  résout  la 
question  suivante  :  Placer  deux  triangles  donnés  de  manière  que 
leurs  sommets  soient  des  points  correspondants  sur  deux  coniques 
homofocales. 

11  fait  d'ailleurs  l'examen  très-détaillé  de  cette  question,  et  en 
déduit  quelques  conséquences  très-intéressantes  pour  les  surfaces 
du  second  ordre. 

JoACHiMSTHAL  (F.).  —  Note  sur  les  normales  à  une  surface  du 
second  ordre;  extrait  des  papiers  laissés  par  Joachimsthal ,  com- 
muniqué par  O.  Hermès. 

D*après  cette  Note,  la  normale  en  un  point  de  l'ellipsoïde  est  la 
résultante  de  trois  forces  qui  se  construisent  pour  chaque  point  en 
>€rtu  du  mode  de  génération  de  l'ellipsoïde  indiqué  par  Jacobi. 

Hérites  (O.).  — Sur  le  mode  de  génération  des  swjaces  du 
second  ordre,  d'après  J/icobi.  (64  p.) 

16. 
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C'est  le  développemeut  complet,  intéressant  et  détaillé,  des  Notes 
indiquées  plus  haut,  de  Jacobi. 

Seidel  (L.).  —  Sur  la  représentation  de  l'arc  de  cercle,  du  lo^ 
garithine  et  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  par  des 
produits  infinis,  (19  p.) 

Cayley  (A.).  — Note  sur  la  surface  du  4*  ordre  douée  de 
seize  points  singuliers  et  de  seize  plans  singuliers,  (2  p.^  franc.) 

La  forme  simple  donnée  par  M.  Cayley  à  l'équation  de  la  surface 
de  Kummer  met  en  évidence  les  seize  plans  singuliers  de  cette 
surface. 

Cantor  (G.). —  Note  sur  le  Mémoire  publié  au  tome  72  de  ce 
Journal,  et  intitulé  :  «  Preuv^e  de  la  possibilité  de  représenter, 
pour  chaque  valeur  réelle  de  x,  par  une  série  tri gonomé trique, 
une  fonction  donnée  f[x)^  et  cela  d' une  seule  manière.  »  (3  p.) 

Seidel  (L.).  —  Sur  une  forme  spéciale  de  fonctions  d'une  va- 
riable complexe,  et  sur  des  équations  transcendantes  qui  n'ont 
aucune  racine.  (8  p. 5  ail.) 

Flchs  (L.).  —  Sur  la  forme  de  l'argument  de  la  fonction  5, 
et  sur  la  détermination  de  5  (o,  o,  . . .,  o)  en  fonction  des  mo- 
dules. (18  p.) 

Flchs  (L.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  que 
(loii'cnt  vérifier  les  modules  de  périodicité  des  intégrales  ahé- 
li runes,  et  sur  les  différentes  espaces  d'équations  difjérentielles 
/;o/i;' ir  ^0,0,  .  .  .,  o).   (18  p.) 

Prvm  fE.).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  différentielle 
o^u        ô'^u  ,    ^      . 

-r 1 ; —  rr=  O.    (AJ    p.) 

PicQUET  (H.).  —  Solutions  de  quelques  problèmes  relatifs  aux 
surfaces  du  second  degré.  (6  p.^  franc.) 

L'auteur  traite  les  trois  questions  suivantes,  dont  on  a  d'ailleurs 
déjà  plusieurs  solutions  :  1°  Construction  do  la  surface  du  second 
dt»gré  dclorniinéc  par  neuf  points;  a'^  construction  par  points  delà 
(•r>url)C  gauche  du  4'  degré  qui  passe  par  huit  points;  3**  coustruc- 
lijn  du  huitième  point  commun  à  toutes  les  surfaces  du  second 
degré  qui  passent  par  sept  points  donnés. 


i 
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Hesse  (O.).  — Note  sur   le  huitième  point  d'intersection  de 
trois  surfaces  du  second  ordre  (  *  ).  (i  p.) 

Baltzer  (R.).  —  Sur  V hypothèse  de  la  théorie  des  parallèles, 

Steb».  —  Remarques  sur  un  déterminant.  (7p.) 
Si  ifi  est  une  racine  /i**"?*  de  Tunité,  et  qu'on  désigne  par  P  le 
produit  des  facteiu*s  obtenus,   en  remplaçant,  dans  l'expression 
fl,  -4-  rt,  j3  4-  rt,(5*-t- . . .  -i-rt„/5"~*,  p  successivement  par  les  n  racines 
de  Tunité,  on  a 


Pr= 


^1       ttt        «  •  •        On 
Oa       a^        ...        ^n— I 

tti     a^      ...      Ui 


M.  Stem  signale  plusieurs  propriétés  de  ce  déterminant  dans  le 
cas  où  n  est  un  nombre  premier. 


MO>rrHLY  NOTICES  of  the  Royal  Astronomical  Society  ('). 

T.  XXXI,  novembre  1870  à  juin  1871. 

Proctor  (R.-A.).  —  Note  sur  la  lumière  zodiacale. 
Par  analogie  avec  la  théorie  des  météorites  qu'ont  établie  les  tra- 
vaux d'Adams,  de  Le  Verrier  et  de  Scliiaparellî,  Tauteur  considère 
la  lumière  zodiacale  conune  due  h  un  essaim  de  corps  tournant  au- 
tour du  Soleil.  La  discussion  des  observations  du  phénomène  le 
conduit  à  cette  conclusion,  que  ces  corps  parcoiu-ent  une  orbite 
d'une  excentricité  considérable,  et  dont  quelques-uns  des  points 
peuvent,  dans  des  circonstances  favorables,  être  très-voisins  du  So- 
leil. En  traversant  les  portions  extrêmes  de  l'atmosphère  solaire, 
ces  petits  astéroïdes  deviendraient  lumineux,  et  leur  ensemble  pro- 
duirait la  lumière  zodiacale. 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  196. 
(')  Voir  Bulletin,  t.  M,  p.  i.{9. 
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Les  observations  de  Téclipse  de  Soleil  du  mois  de  décembre  der- 
nier donnent  à  l'hypothèse  de  "A.  Proctor  un  certain  cachet  de 
vraisemblance. 

Strange  (A.).  —  Sur  un  secteur  zénithal  construit  pour  la 
Commission  de  Géodésie  de  l'Inde, 

Browning  (  J.).  —  Sur  le  spectre  de  l'aurore  boréale, 

Weston  (C.-H.).  —  Obsen^ations  sur  les  courants  de  la  Photo- 
sphère  solaire. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  l'usage  d'un  écran  oculaire  pour  les 
recherches  télescopiques  et  autres. 

L^auteur  recommande  Temploi  d'un  appareil  formé  par  une 
sorte  d'entonnoir  en  caoutchouc,  qui  recouvre  l'œil  avec  lequel  on 
observe  et  le  garantit  contre  la  lumière  extérieure^  quant  à  l'œil 
qui  n'est  point  eu  observation,  on  placerait  devant  lui  un  écran  de 
velours  noir. 

Proctor  (R.-A.).  —  Loi  suii'ant  laquelle  les  étoiles  visibles  à 
l'œil  nu  sont  distribuées  dans  le  ciel, 

Rrownixg  (  J.).  —  .</  propos  d'une  photographie  de  Jupiter. 

Ou  sait  depuis  longtemps  que  la  surface  de  Jupiter  est  le  siège  de 
grandes  agitations  :  les  variations  qui  en  résultent  dans  l'aspect  de 
cette  planète  ont  été  l'objet  d'un  grand  nombre  d'observations  suivies 
de  la  part  de  Huggins,  dcLassell,  d'Airy  et  de  W.  Keith  Murray. 

Il  serait  intéressant  de  vérifier  une  remarque  fort  ancienne  de 
Cassini,  à  savoir  que,  sur  le  Soleil  et  sur  Jupiter,  les  maxima  de 
variations  ont  la  même  période. 

Gri  RB  (II.).  —  Sur  un  spectroscope  automatique  de  Huggim 
pour  les  obser\»ations  du  Soleil, 

Cayley.  —  Sur  la  construction  graphique  d' une  éclipse  solaire. 

Ly^n  (W.-T.).  —  Sur  les  mom^ements' propres  de  quelques 
étoiles. 

Des  observations  faites  à  Grecnwich,  l'auteur  conclut  pour  les 
mouvements  propres  annuels  de  A*  et  A'  Ophiuchus  et  de  5o  Scor- 
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pion  les  valeurs  suiTanies  : 


A  N.  D.  P. 


A*  Ophiuchus —  0,019        -+-  i , 20 

A*  Ophiuchus —  o,o43        4-  1  ,o5 

3o  Scorpion —  0,042        4-  i ,  17 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  une  disposition  destinée  à  étendre  à 
une  seconde  batterie  de  prismes  le  principe  du  spectroscope  au- 
tomatique  de  M.  Browning, 

Rapport  sur  les  observations  de  V éclipse  totale  de  Soleil  du 
22  décembre  1 870,  faites  à  Cadix  par  V  expédition  de  lord  Lind- 
saj. 

Outre  une  description  générale  du  phénomène,  ce  Rapport  con- 
tient le  résumé  des  observations  spectroscopiques  et  polarimé- 
triques. 

Abbat  (R.).  —  Sur  V éclipse  du  22  décembre  1870,  observée  à 
Xeres  [Espagne) . 

Cette  Note  est  relative  à  une  observation  spectroscopique  du 
phénomène. 

Perry  (S.-J.).  —  Sur  t éclipse  du  22  décembre  1870,  observée 
à  San  Antonio . 

Ces  observations  ont  eu  pour  but  l'étude  de  la  couronne.  La  cou- 
ronne avait  approximativement  la  forme  d'un  quadrilatère  à  con- 
totu-s  assez  mal  définis.  Sa  plus  grande  longueur  correspondait  aux 
deux  groupes  de  protid)érances  roses ,  et  dans  le  quadrant  nord-est 
on  la  distinguait  encore  a  une  distance  du  Soleil  égale  aux  sept  hui- 
tièmes du  diamètre  de  la  Lune. 

Son  commencement  et  sa  disparition  ne  paraissent  pas  corres- 
pondre aa  commencement  et  à  la  fin  de  la  totalité^  ainsi^  pour  la 
disparition,  seule  observation  qui  fat  possible,  les  époques  -respec- 
tives oui  été 


Fin  delà  totalité 12. 17. 12 

Disparition  de  la  Couronne 12. 17.62 

Quant  aux  observations  spectroscopiques  faites  en  vue  de  détermi- 
ner la  cause  et  la  nature  de  ce  curieux  phénomène,  elles  ont  été 
entièrement  négatives. 
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JoYKSON  (J.).  — Sur  t éclipse  du  22  décembre  1870. 
Prince  (C.-L.).  —  Sur  l'éclipsé  du  22  décembre  1870. 

Weston  (C.-II.).  —  Sur  l'éclipsé  du  22  décembre  1870. 

Le  disque  de  la  Lutie  n'a  pas  paru  à  cet  observâteiu*  uniformé- 
ment obscur,  mais  éclairé  à  une  certaine  distance  de  son  contour  en 
même  temps  que  Tare  de  contact. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  la  théorie  donnée  par  Oudemans  des 
rayons  de  la  Couronne, 

Proctor  (R.-A.). —  Dénomination  de  la  matière  extérieure  au 
globe  du  Soleil. 

Herschel  (J.).  —  Sur  les  changements  de  couleur  de  la  bande 
équatoriale  de  Jupiter, 

Cet  astronome  rappelle  quelques-unes  de  ses  observations  favo- 
rables à  riiypotlièse  faite  par  M.  Browning,  que  les  changements 
périodiques  de  ces  couleurs  sont  en  relation  avec  la  période  des 
taches  solaires. 

Résumé  des  observations  de  taches  solaires  faites  en  1870  au 
photo-héliographe  de  l' Observatoire  de  Kew, 

L'année  1870  a  été  caractérisée  par  Textrème  énergie  de  Tactivité 
solaire,  et  rien  de  comparable  n'a  été  vu  depuis  l'année  i8^5, 
époque  à  lacjuelle  ont  été  commencées  les  observations  systémati- 
ques. Outre  leur  grand  nombre,  les  groupes  de  taches  observées 
étaient  encore  remarquables  par  la  durée  vraiment  extraordinaire 
de  leur  persistance. 

Webb  fT.-W.\  —  Sur  une  nouvelle  étoile  variable  dans  la 
constellation  d  '  Or  ion . 

Rapport  présenté  par  le  Conseil  d'administration  de  la  Société 
Royale  uistronomique  à  la  première  réunion  générale  annuelle. 

Ce  Rapport  contient  l'exposé  des  travaux  fails  pendant  Tan- 
née 1 870  par  les  principaux  Observatoires  anglais,  et  le  résultat  des 
obser\  allons  faites  par  les  astronomes  anglais  pendant  rtk*lipse  du 
22décembi*e  1870. 

Rayookathachary  (C).  —  Sur  l'éclipsé  totale  du  11  décem- 
bre 1871. 

Cette  Note  donne  le  calcul  des  dilTérentes  phases  de  Tëclipse, 
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pour  les  diverses  stations  de  la  présidence  de  Madras  où  Téclipse 
est  visible. 

Pee^t  (S.-J.).  —  Sur  l'éclipsé  du  22  décembre  1870. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  la  couleur  de  la  Lune  pendant  la  der- 
nière éclipse  (22  décembre  1870). 

Pendant  la  dernière  éclipse,  le  disque  de  la  Lune  parut  vert  ;  un 
observateur  en  a  comparé  Taspect  à  celui  du  velours  vert  foncé.  Ce 
phénomène  peut  s'expliquer  aisément  par  la  nature  de  la  lumière 
que  la  Terre  envoyait  alors  à  la  Lune.  Cette  couleur  dépend  en 
eflet  de  la  proportion  dans  laquelle  se  trouvent  les  continents  et  les 
eaux  dans  la  partie  de  notre  globe  tournée  vers  la  Lune.  Les  pre- 
miers étant  d'une  couleur  brune,  les  autres,  au  contraire,  d'un 
vert  bleu,  on  conçoit  que  leur  mélange  puisse  produire  un  vert 
foncé. 

11  résulte  de  là  cette  remarque  intéressante  que,  dans  des  points 
éloignés,  Vénus  ou  Mercure,  notre  planète  paraîtrait  généralement 
\erte,  mais  quelquefois  brune  ou  couleur  de  peau  de  daim.  Ainsi 
ia  rotation  de  la  Terre  pourrait  être  reconnue  sans  le  secours  d'au- 
cune lunette  et  par  les  simples  variations  de  sa  coloration. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  la  couronne  solaire. 

Adams  (W.-G.).  —  Rapport  sur  les  observations  de  V éclipse 
du  iol  décembre  1870,  à  Augusta  [Sicile). 

Adams  (W.-G.).  —  Sur  le  degré  de  polarisation  de  la  lumière 
après  son  passage  à  traders  quatre  lames  parallèles. 

Soit  cp  et  ^1  les  angles  d'incidence  et  de  réfraction ,  — ~ —  la  pro- 
portion de  lumière  polarisée  du  rayon  réfracté  \  on  a 
n  -^  p 


4Ls»n'(?  — 9i)       sin^cp-i-cp,)       ^J 


P 

RiiATARD  (A.-C).  —  Sur  la  lumière  zodiacale. 

L'auteur  conclut  de  ces  observations  polari métriques  que  la 
lumière  zodiacale  provient  d'une  substance  qui  léllécliit  la  lumière 
du  Soleil. 

BiRT  (  W.-R.).  —  Observation  de  la  lumière  zodiacale. 
Cette  Note  contient  le  résumé  d'un  grand  nombre  d'observations 
faites  de  janvier  à  avril  i856y  à  l'Observatoire  de  Kew. 
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Suf'  l'orbite  des  étoiles  doubles  {*  Hercule  et  (  Cancer,  par 
M.  E.  Pli]mmor,  à  rObscrvatoire  de  M.  Bishop  i  TurckenhaBi. 

PROCToa  (R.-A.).  — Sur  le  peu  de  profondeur  de  l'atmoMphère 
réelle  du  Soleil. 

Par  Talmosphère  réelle  du  Soleil,  Tauteur  entend  celte  partie  de 
Tcnveloppe  de  cet  astre  qui  produit  les  raies  noires  du  spectre  solaire. 

Savitsch  (A.).  —  Sur  les  variations  de  l' intensité  de  lapesan- 
teur  dans  les  proifinces  occidentales  de  la  Hussie. 

Un  grand  arc  du  méridien  ayant  été  mesuré  en  Russie  avec  toute 
la  précision  que  comportent  les  méthodes  nouvelles  d'obserration, 
il  était  intéressant  d'examiner  les  variations  qu'éprouve  riniensité 
de  la  pesanteur  dans  les  régions  traversées  par  cet  arc^  et  de  compa- 
rer leur  marche  à  celle  des  variations  de  la  direction  de  la  pesanteur 
déiuonlrées  par  les  observations  astronomiques  et  géodésiques  faites 
en  diilérentes  stations.  Dans  ce  but,  l'Académie  des  Sciences  de 
Saint-Pétersbourg  a  décidé  l'établissement  d'une  série  très-étendue 
d'observations  du  pendule  dans  un  certain  nombre  de  stations  dis- 
tribuées entre  Torneâ  en  Finlande  et  Ismaïl  en  Moldavie. 

Ces  observations  furent  faites  avec  des  pendules  réversibles  con- 
struits par  Rcpsold,  de  Hambourg,  et  la  durée  de  l'oscillation 
obtenue  pour  les  méthodes  des  coïncidences.  Pour  relier  les  résul- 
tats de  cette  opération  importante  avec  ceux  qui  ont  été  obtenus  au- 
trefois parle  capitaine  Kater,  le  général  Sabine  et  Bîot,  M.  le  comte 
Lùtke  a  observé  un  mc^me  pendule  à  Saint-Pétersbourg  et  à  Greeii- 
wieh. 

La  conclusion  du  travail  de  M.  Savitsch  est  que,  dans  les  plaines 
de  la  Russie  occidentale,  l'intensité  de  la  pesanteur  n'est  pas  sou- 
mise à  des  anomalies  qui  changent  d'une  station  à  l'autre. 

Uakyard  (A.-C).  — Sur  les  changements  physiques  observés 
sur  Jupiter, 

Abott  (F.).  —  Observations  nouvelles  de  V étoile  variable  r, 
Argus  et  de  la  nébuleuse  qui  V environne  (Observatoire  de  Hobarl- 
Town.\ 

Herschel  (J.).  —  Sur  la  nébuleuse  de  n  Argus, 

Proctor  (R.-A.).  —  Su/'  un  projet  d'étude  systématique  de  la 
profondeur  du  Ciel. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  aSi 

Hesschi&l  (  J.).  —  Sur  un  mécanisme  permettant  de  mesurer  au- 
tomatiquement  le  temps  dans  l' observation  des  passages. 

L'idée  que  M.  Herschel  a  cherché  à  réaliser  est  la  suivante  : 
obliger,  par  un  mécanisme,  un  fil  à  suivre  Tétoile  et  à  produire  un 
courant  galvanique  à  un  des  endroits  déterminés  du  champ.  Ceci  im- 
plique la  nécessité  de  placer  le  fil  en  avant  de  l'étoile,  et  de  donner 
an  chariot  qui  le  porte  un  mouvement  identique  à  celui  de  l'étoile. 
Un  pareil  problème  comporte  des  difficultés  jM^atiques  qui  ne  parais- 
sent pas  avoir  été  résolues  par  l'inventeur  d'une  façon  satisfaisante. 

Lassell  (  W*.).  —  Sur  le  prétendu  changement  remarquable  de 
la  grande  nébuleuse  voisine  de  yi  Argus. 

La  conclusion  de  l'auteur  est  que  rien  ne  prouve  jusqu'à  présent 
qu'un  tel  changement  se  soit  produit. 

^EWCOMB  (S.).  T— Z/ieo/'ie  des  perturbations  de  la.  Lune  qui 
sont  dues  à  l'action  des  planètes. 

L'auteur  pose  ce  problème  comme  il  suit  :  «  Supposant  connue 
la  solution  du  problème  des  trois  corps,  trou^^er,  par  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires  et  en  se  sen/ant  des 
formules  générales  de  Lagrange,  les  perturbations  que  produit 
un  quatrième  corps.  » 

On  trouvera  l'exposé  complet  de  cette  méthode  aux  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  du  3  avril  1 87 1 . 


MÉLANGES. 

SIR  USE  lÊnODE  NOIITELLE  POUR  LITIDE  DES  COIIRRES  TRACÉES 
SDR  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES  (>); 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

Le  premier  travail  de  M.  Crcmona  est  intitulé  :  Sulle  trasforma- 
-/o/ii  geomet riche  délie  Jigure  piane  (tomo  II,  série  2*,  délie  Me- 
marie  delP  Accademia  délie  Scienze  deW  Istituto  di  Bologna)^ 
ei  porte  la  date  de  i863.  L'auteur  fait  remarquer  d'abord  l'erreur 

(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  121, 
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de  Magnus,  qui  considérait  sa  transformation  comme  la. plus  géné- 
rale de  celles  qui  font  correspondre  un  point  à  un  point.  Le  raison- 
nement de  Tautcur  est  bien  simple  :  on  sait  que  la  transformation 
de  Magnus  fait  correspondre  à  une  droite  du  plan  une  conique  pas- 
sant par  trois  points  fixes.  D'après  cela,  si  Ton  applique  plusieurs 
fois  la  transformation  de  Magnus,  en  changeant  à  chaque  fois  les 
trois  points  fixes  ou  pôles,  on  aura  une  suite  de  transformations 
qu'on  pourra  composer  en  une  seule,  dans  laquelle  à  une  droite 
correspondra  une  courbe  d'ordre  aussi  élevé  qu'on  le  voudra. 
Comme  ce  point  est  très-important,  nous  allons  y  insbter  et  donner 
un  exemple  simple. 

Etant  donnée  une  figure  A,  soumettons-la  à  une  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques  qui  donne  luie  figure  B-,  transfor- 
mons celle-ci  par  l'homographie  en  C,  et  enfin  soumettons  C  à  une 
nouvelle  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  qui  donne 
D.  On  voit  qu'à  un  point  de  A  ne  correspond  qu'un  seul  point  de  D,  ei 
réciproquement.  D^aillcurs,  à  une  droite  quelconque  de  A  corres- 
pond dans  B  un  cercle,  qui  se  transforme  en  conique  dans  la 
figure  C,  et  cette  conique,  soumise  à  la  seconde  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques  devient,  dans  la  figure  D,  une  courbie 
du  4*  ordre  à  trois  points  doubles.  Ainsi,  aux  droites  de  A,  corres- 
pondent, dans  la  figure  D,  des  courbes  du  4*  ordre  a  trois  points 
doubles. 

Supprimons  maintenant  tout  l'appareil  intermédiaire,  et  nous 
pourrons  arriver  d'une  manière  directe  à  la  notion  de  notre  trans- 
formation. Considérons  tiois  courbes  du  4*^  ordre  ayant  trois  points 
doubles  fixes  /Tj,  «,,  «j,  et  passant  en  outre  par  trois  points  sim- 
ples i,  ij,  bf.  Ces  courbes,  on  s'en  assure  aisément,  peuvent  encore 
être  assujetties  à  deux  conditions,  comme  celles  de  passer  par  deux 
points,  et  leur  équation  est  de  la  forme 

).UH-/ji.V-i-y.W  =  o, 

U,  V,  W  étant  trois  polynômes  convenablement  choisis  et  n'ayant 
entre  eux  aucune  relation  linéaire  identique.  Alors  les  formules 

pV  ~  V(:r,j,  2), 
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où  X,  Y,  Z,  Xy  y^  z  sont  les  coordonnées  homogènes  de  deux 
points  correspondanls,  défînirscnt  une  transformation.  Cette  trans- 
formation est  rationnelle,  car:  i**  à  un  point  xjz  ne  correspond,  en 
généra],  qu*un  point  XYZ;  a°  réciproquement,  à  un  point  XYZ 
ne  correspond  qu'un  point  xyz, 
A  une  droite  de  la  figure  (X), 

aX  +  6Y-f-cZ  =  o, 

correspondent  les  courbes  du  4*  ordre 

aU-+-6VH-cW  — o 
de  la  figure  (x). 

A  une  deuxième  droite  correspondra  une  deuxième  courbe  du 
4'  ordre.  Au  point  d'intersection  des  deux  droites  de  (X)  corres- 
pondront les  points  d'intersection  des  deux  courbes  du  ^  ordre.  Or 
ces  courbes  ont  trois  points  doubles  communs  qui  valent  douze 
points  simples,  et  trois  points  simples;  elles  ont  donc  en  tout 
quinze  points  communs  qui  sont  fixes,  et  un  point  variable,  qui  est 
Thomologue  du  point  de  rencontre  des  deux  droites  de  X.  Donc  à 
un  point  de  chaque  figure  ne  correspond  qu'un  point  de  l'autre,  et 
à  des  droites  correspondent  des  courbes  du  4^  ordre. 

L'auteur,  après  avoir  ainsi  établi  l'existence  d'un  nombre  illi- 
mité de  transformations  rationnelles  réciproques,  se  propose  de  les 
ciudier  et  de  les  déterminer  toutes. 

Quels  sont  les  caractères  d'une  transformation  ralionnellt',  et 
cjmment  les  détermine-t-on ?  Toute  la  question  se  ramène  évidem- 
ment à  trouver  un  réseau  géométrique  formé  de  courbes  d'ordre /î, 

rtU4-6VH-cW  =  o, 

cl  tel  que  deux  courbes  quelconques  du  réseau  se  coupent  en  des 
IKiinls  fixes  et  en  un  seul  point  variable;  car,  si  l'on  fait  corrcs- 
lK)ndre  à  chaque  courbe  de  ce  réseau  la  droite 

aX-f-6YH-cZ  — o, 

il  est  clair  qu'à  toutes  les  droites  passant  par  un  point  et  formant 
un  faisceau  correspondront,  dans  l'autre  figure,  les  courbes  d'un 
faisceau,  déterminant  par  leur  intersection  le  point  qui  correspond 
à  l'intersection  de  toutes  les  droites  du  faisceau. 
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Une  ligne  d'ordre  n  est  déterminée  par  conditions; 

par  suite,  les  courbes  de  Tune  des  figures,  qui  correspondent  aux 

droites  de  iautre,  seront  assujetties  a 2  = 

conditions  communes. 

Deux  droites  ont  un  seul  point  commun  a-,  les  deux  courbes 
correspondantes  devront  avoir  en  dehors  des  points  fixes  un  seul 
point  commun,  le  point  a\  correspondant  au  point  d'intersection 
des  droites.  Soit  Xr  le  nombre  des  points  multiples  d'ordre  r  com- 
muns aux  deux  courbes  ;  on  devra  avoir 

(1)  Xi-h^Xi-^  O^i-^  ...  "I-  (n—  ly x^i  ^  n^—  1, 

équation  qui  exprime  que  deux  courbes  se  coupent  en  un  seid  point, 
en  dehors  des  points  fixes.  Ces  points  fixes  doivent  valoir  le  nom- 
bre de  conditions  indiqué  plus  haut.  On  a  donc 

(2)  x,-h  3x^-h6xi  -f-  -  . .  H r,^,  =  — -^• 

^    '  2  2 

Telles  sont  les  seules  équations  de  condition  du  problème. 

M.  Cremona  a  complété  ses  résultats  et  donné  de  nombreux 
exemples  dans  un  second  Mémoire  publié  en  i865  dans  le  mémo 
Recueil. 

L'auteur,  après  avoir  signalé  l'étude  d'une  transformation  parti- 
lulière  faite  par  M.  de  Jonquièrcs  {Noiwelles  annales  de  Mathé- 
niatiques,  1864),  et  rappelé  les  deux  équations  données  plus  haut, 
se  propose  d'en  déterminer  un  grand  nombre  de  solutions  et  d'étu- 
dier aussi  une  question  intéressante. 

On  sait  que,  à  tout  réseau  formé  avec  trois  courbes 

aU-+-6V4-cW  =  o, 

correspond  une  courbe  remarquable  qu'on  appelle  la  jacobienne 
du  réseau,  et  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  fonc- 
tionnel de  U,  V,  W, 


1 


dx  Oy    ôz 


Dans  la  question  actuelle,  à  toutes  les  droites  d'une  des  figures 


d 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  255 

correspondent  dans  l'autre  les  courbes  d*an  réseau,  et  T auteur  dé- 
montre qne  la  jaoobienne  de  ce  réseau  se  décompose  en  plusieurs 
courbes  sim[4es  ]  mais  ici  il  y  a  plusieurs  propositions  importantes 
à  signaler. 

D*abord  il  y  a  des  points  dans  chaque  figure  qu'on  appelle  points 
principaux,  et  qui  ont  des  propriétés  spéciales.  A  ces  points  cor- 
respondent, non  pas  un  point  unique,  mais  tous  les  points  d'une 
courbe.  Par  exemple,  si  les  courbes  qui  correspondent  aux  droites 
de  la  première  figure  ont  un  point  simple  en  commun ,  à  ce  point 
simple  correspondront  tous  les  points  d'une  droite  dans  la  pre- 
mière figure.  C'est  ainsi  que,  dans  la  transformation  par  rayons  vec- 
Icurs  réciproques,  au  pôle  correspondent  tous  les  points  de  la  droite 
de  l'infini.  En  général  à  un  point  double  correspondent  tous  les 
points  d'une  conique  ;  à  un  point  triple,  tous  ceux  d'une  cubique, 
etc.  Ces  points  P,  P',...,  communs  à  toutes  les  courbes  du' réseau, 
s  apptdlent  points  principaux,  et  les  courbes  qui  leur  correspon- 
dent courbes  principales.  U  y  a  des  points  principaux,  des  courbes 
principales  dans  chaque  figiu*e  ;  les  courbes  principales  de  l'une  des 
figures  sont  formées  de  tous  les  points  correspondant  à  un  même 
point  principal  de  l'autre. 

Ainsi,  en  résumé,  étant  données  deux  figiu*es  A,  B,  dans  la  pre- 
mière on  aura  un  réseau  de  courbes  (A)  passant  par  Xi  points  sim- 
ples, Xi  points  doubles, . . .,  x^  points  d'ordre  r,  qui  correspondront 
aux  droites  de  B.  Les  Xj  -f-  x,  -h  . .  .  -h  x^  points,  base  commune  des 
courbes  (A),  sont  les  points  principaux  de  la  première  figure.  A 
chacun  d'eux  correspondent  dans  la  deuxième  figure  des  courbes 
principales,  Xt  droites,  Xi  coniques,  etc.  De  même,  aux  droites  de 
A  correspondent  dans  B  des  courbes  (B)  passant  par^i  points  sim- 
ples ,  j'i  points  doubles,  etc.  Les  points  j^^  principaux  dans  la 
figure  B  ont  pour  correspondantes  les  courbes  principales  de  la 
figure  (A),  et  ils  donnent  une  nouvelle  solution  [ji-^Jf, , . .  ,j^r)  du 
système  des  équations  (i)  et  (a). 

M.  Cremona  démontre  :  i**  que  les  courbes  (A),  (B)  sont  ration- 
nelles ou  unicursales  ;  2°  que  la  jacobienne  de  chacun  des  deux  ré- 
seaux se  compose  des  courbes  principales  de  sa  figure.  Ce  dernier 
théorème  avait  été  déjà  énoncé,  comme  M.  Cremona  le  fait  remar- 
quer, par  M.  Hirst  (voir  Tlie  Reader^  i*"^  octobre  1864.)  Les 
deux  solutions  (Xj, . . . ,  x^),  (j^,, . . .,  )^^)  sont   appelées  conju- 
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guées.  L'auteur  donne  toutes  les  transformations  d'un  ordre  égal 
ou  inférieur  à  lo.  Il  étudie  plusieurs  propriétés  très-intéressantes 
des  points  principaux  et  des  courbes  principales.  Ces  propriétés  ont 
fait,  depuis  les  travaux  de  M.  Cremona,  robjet  de  bien  des  recher- 
ches élégantes.  G*  D. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 
HEGER  (D'  R.),  Obcrielirer  am  Kreuzgyinuasiuin  zu  Drcsden.  — 

ElEMENTE  DER   AlfÀLYTISCHEN  GeOMETRIE    IPT    HOMOGEKEN  CoORDI- 

5ATEN.   Braunschweig,  Fr.  Vieweg  und    Solin,   1872  (*). 

Les  coordonnées  homogènes  jouent,  comme  on  sait,  un  rôle  im- 
portant dans  les  recherches  scientifiques.  Elles  nous  ont  donné  la 
clef  de  bien  des  difficultés*,  grâce  à  elles,  le  théorème  de  Bézout  sur 
rélimination  est  devenu  une  vérité  mathématique,  et  n*a  présenté 
d'autre  difficulté  que  la  recherche  du  degré  de  multiplicité  des  solu- 
tions. Introduites  en  Géométrie  analytique  par  Mobius,  Plùcker, 
Hesse,  Cayley,  Salmon,  etc.,  elles  ont  été  aussi  employées  par 
MM.  Aronhold.  Clebsch  et  Gordan,  dans  la  théorie  des  fonctions 
abéliennes  et  des  ditférentielles  algébriques.  Sans  rendre  inutiles  les 
théories  de  l'homographie  et  de  la  corrélation,  elles  permettent  de 
considérer  à  volonté,  dans  une  seule  équation  interprétée  d'une 
manière  diflerente,  toute  une  série  de  figures,  homographiques  ou 
corrélatives  de  Tune  d'elles  :  il  suffit  pour  cela  de  changer  le  triangle, 
les  paramètres  de  référence,  et  de  passer  des  coordonnées  ponctuelles 
aux  coordonnées  tangent! elles. 

On  a  déjà  bien  des  Traités  contenant  des  expositions  satisfaisantes 
des  coordonnées  homogènes  :  les  Ouvrages  de  MM.  Salmon,  Fiedler, 
Briot,  Priée,  Painvin,  contiennent  le  développement  des  formules 
les  plus  essentielles  de  cette  importante  théorie  -,  cependant  la  con- 
naissance des  nouvelles  coordonnées  n'est  pas  aussi  répandue  qu'on 
pourrait  le  désirer. 

M.  Hcger  a  donc  fait  une  chose  utile  en  réunissant  et  en  exposant 
d'une  manière  simple  les  propriétés  les  plus  essentielles  des  coor- 
données trilinéaires,  tangentielles,  du  faisceau  harmonique,  du  qua- 
drilatère complet,  de  la  collinéation  dans  le  plan  et  dans  l'espace. 
Nous  avons  remarqué  bien  des  chapitres  où  l'exposition  est  claire  et 
satisfaisante  ;  l'étude  des  deux  systèmes  de  coordonnées  ponctuelles 


(*)  HccEi  (D'  R.),  Professeur  au  Gymnase  de  la  Croix,  à  Dresde  :  Éléments  de  Géo' 
métrie  analjrtique  en  coordonnées  homogènes  ;  in-S**,  3G6  p.,  avec  figures  dans  le  texte. 
l'rix  :  6  fr.  75. 
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et  tangcntiellcs  est  faite  d'une  manière  simultanée  (*)  ^  cependant 
nous  devons  reprocher  à  Tauteur  de  ne  pas  avoir  donné  la  définition 
des  coordonnées  homogènes  avec  le  degré  de  généralité  qu'elle  com- 
porte, de  bannir  les  imaginaires  de  la  Géométrie,  et  de  croire  que, 
par  l'intersection  de  deux  coniques  dont  l'équation  est  à  coefficients 
réels,  on  ne  peut  pas  toujours  faire  passer  un  couple  de  droites 
réelles. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL  FUR  DIE  REINE  LND  AMGEWANDTE  Mathematik;  hcrausge- 
geben  von  C.-W.  Borchardt. 

T.  74,  187. 

Reye  (Th.)  . —  Systèmes  fondamentaux  d'homographie  et  leurs 
produits.  (i3  p.) 

L'Auteur  distingue  quatre  cas  d'homographie  (Collinearitât) 
entre  deux  espaces  Zi  et  Z|  :  1°  Zi  et  Z|  sont  homologues  (perspec- 
tivfisch)\  2?  les  rayons  correspondants  communs  forment  un  sys- 
tème de  rayons  de  i*'  ordre  et  de  i" classe;  3°  les  plans  correspon- 
dants forment  un  faisceau  de  plans  passant  par  une  droite,  tandis 
que  les  points  correspondants  communs  forment  une  série  de  poinUi 
situés  dans  une  droite;  4^  ^^  ont  en  commun,  tout  au  plus,  les  faces, 
les  arêtes  et  les  sommets  d'un  tétraèdre.  Pour  tous  ces  cas,  l'auteur 
démontre  successivement  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnés  deux  espaces  homo graphiques  Zj  et  Sj,  il  est  pos- 
sible de  construire,  d'une  infinité  de  manières  différentes,  un  troi- 
sième espace  S,  tel  que,  si  l'on  prend  trois  plans  quelconques  cor- 
respondants des  trois  espaces,  chacun  de  ces  plans  passe  par  tous 
les  points  communs  aux  deux  autres  plans.  De  plus,  faisant  passer 


(  '  )  Nous  croyons  que  les  premiers  Ouvrages  didactiques  dans  lesquels  ce  dévelop- 
pement parallèle  des  propriétés  de  retendue  a  été  employé  pour  la  première  fois  sont 
la  Géométrie  supérieure  et  les  Sections  coniques  de  M.  Chasles.  Depuis,  M.  Hesse,  dan» 
ses  yorlesungen  aus  der  analytischen  Géométrie  des  Raumes,  et  M.  Painvin,  dans  wn 
Principes  de  la  Géométrie  analjrtique,  dont  nous  parlerons  bientôt,  ont  suivi  la  même 
marche. 
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un  plan  arbitraire  a,  de  Z9  par  l'intersection  de  deux  plans  cor- 
respondants  ai  et  a^  de  Si  et  2,,  V affinité  se  trouvée  complètement 
définie.  A  tout  couple  de  plans  Pi,  P,  de  2|,  2,  il  ne  correspondra 
plus  qu'un  seul  plan  de  Z9.  Lorsqu'on  fait  tourner  a,  autour 
de  la  droite  a^  «i,  le  plan  |3,  tournera  autour  de  Pi  (3,,  et  décrira 
un  faisceau  de  plans  homo graphique. 

Webee  (H.  )  (de  Zurich).  —  Sur  les  sommes  multiples  de  Gauss. 

(44  p.) 

Weber  {  H.)  (de  Zurich) .  —  Sur  les  formes  en  nombre  infini  des 
fonctions  3.  (3o  p.) 


avi 


Les  sommes  de  la  forme  \  e"  ,  où  c  et  /i  sont  entiers  et  s  par- 
court un  système  complet  de  résidus  suivant  le  module  /i,  se  pré- 
sentèrent pour  la  première  fois  au  génie  de  Gauss,  lorsqu'il  s'occupa 
de  la  division  du  cercle  [Disq.  arithm.,  art.  356),  et  il  les  soumit  à 
des  recherches  subtiles  dans  son  Mémoire  Summatix^o  serierum 
quarumdam  singularium,  1808.  Dirichlet  rattacha  plus  tard  la 
théorie  de  ces  sommes  à  celle  des  séries  de  Fourier.  (Dirichlet,  f^or- 
lesungen  iiber  Zahlentheorie,  herausgegeben  von  Dedehind.)  Ja- 
cobi  en  signala  le  premier  (  ^  )  Timportance  pour  la  détermination  de 
U  constante  dans  la  théorie  des  formes  en  nombre  infini  de  la 
fonction  elliptique  5,  détermination  exécutée  avec  un  si  beau  succès 
par  M.  Hermite  [Journal  de  Liouv^ille,  i858). 

Cherchant  à  étendre  les  recherches  à  la  théorie  des  fonctions  5  de 
plusieurs  variables,  Tauteur  des  deux  Mémoires  cités  fut  porté  à 
généraliser  d'abord  les  sommes  de  Gauss.  Il  considère  des  sommes 
multiples  de  cette  forme 

ou 

20^^Cl\Sl  Si,  ^^  Cyi  S  ^  -\-  10 11  5|  5^  -h  .  .  •  -f-  Cpp  Spy 
k  A 

C,  n  étant  entiers  ^  5|,  ^s,. . .,  5^  parcourant  séparément  un  système 
complet  de  résidus  suivant  le  module  n. 

\  )  Journal  de  Crelle,  t.  36,  trad.  Journal  de  LiouvilU,  t.  XIV. 
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Ed  posant  alors 

l'évaluation  de  la  somme  multiple  (  i  )  se  réduit  à  la  détermination 
de 


S 


somme  que  TAuteur  désigne  au  besoin  par 

*    y'")       y'')       ...       y'/») 


■)■;;■;,■■ 


>'. 


:;» 


L'auteur  réussit  à  montrer  de  quelle  manière  on  parvient  à  dé- 
terminer, dans  chaque  cas  proposé,  la  valeur  de  la  somme  ^  j  7}  (/z. 
Pour  cela,  il  faut  mettre  à  exécution  un  certain  nombre  d'opérations 
qui  ne  dépasse  pas,  pour  chaque  puissance  d'un  nombre  premier  /; 
contenu  dans  /Zi,  /i,,. . .,  /i^,  la  valeur  de  ce  nombre  premier  p. 

L'expression  définitive  de  (f  se  compose  de  puissances  entières 

de  i  et  de  i-h  i\i  =:=  ^ —  i  ),  et  de  racines  carrées  de  nombres  en- 
tiers. On  ne  peut  pas  s'étonner  que  l'auteur  ait  été  obligé  de  dis- 
tinguer un  grand  nombre  de  cas  spéciaux  :  on  sait  que  les  sommes 
de  Gauss  demandent  déjà  cette  distinction  ;  on  peut  plutôt  s'éton- 
ner que  le  résultat  se  prête  quelquefois  à  une  simplicité  et  une  élé- 
gance inattendues. 

Renvoyant  pour  plus  de  détail  le  lecteur  au  Mémoire,  nous  nous 
bornerons  à  citer  les  titres  des  différents  paragraphes,  qui  donne- 
ront une  idée  de  la  méthode  employée  par  l'auteur. 

§  L  Théorèmes  généraux  sur  la  fonction  ç. 

§  IL  Réduction  de  la  détermination  de  çjyj./z)  au  cas  où  les 
nombres  n  sont  des  puissances  d'un  même  nombre  premier. 

§111.  Détermination  de  '^jy  •  (^,  9,. . .,  y),  q  étant  un  nombre 
premier  impair. 


i 
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S IV.  Détermination  de  fjyjt?))  D  (déterminant  des  y)  étant 
divisible  par  q, 

S  V.  Détermination  de  (f  {7{(/ii, /i,,. . ., /i^),  /i|, /if,. .., /i^  étant 
des  puissances,  à  exposants  différents,  d'un  même  nombre  premier. 

S  VI.  Détermination  de  9|y|(/i, /i,. . ., /i),  n  étant  un  nombre 
impair,  D  premier  avec  n. 

S  VII.  Détermination  de  çjy!  (9'»,  ^'«,. . .,  9''),  D  étant  divisible 
par  q. 

S  Vni.  Détermination  de  çjyî(a'«,  2'--,. . .,  a'^»). 

Six.  Procédé  récurrent  pour  déterminer  cyjyj(2'«,  a'»,...,  7}') 
d'une  manière  générale. 

S  X.   Recherches  sur  une  classe  plus  générale  de  sommes. 

Ce  dernier  paragraphe  di^  premier  Mémoire  est  consacré  à  Tétude 
de  sommes  teUes  que 


1 


e 


n 


— /(*!.*«.       .*p)-+-(t'i*|-»-»'t-^i  +...-^*'j,Sf,)r.i 


m 

dont  M.  Le  Besgue  a  considéré  un  cas  spécial  dans  son  Mémoire  : 
«  Sur  le  symbole  (  t  )  et  quelques-unes  de  ses  applications  »  {Jour- 
nal de  Liouville,  t.  XII). 

L'application  des  sommes  considérées  se   fait  dans   le  second 
Mémoire.  L'auteur  déânit  la  fonction  5  par  cette  somme 


p    r 


f  i»i^«»i( Vr»)(*^'*^»*^)^'^'(*'' ;*.)(" "^^'''") 


(i)''^"^ 


II  introduit  une  autre  fonction  II  par  Téquation 

n(cv„  iVj..  . . ,  iv^j  ^^  e  '^  3-(iv,,  «'2..  .  .,  KVp\  0), 


ou 


k  X 


n  faut  résoudre  le  problème  de  trouver  ime  substitution  linéaire 
pour  les  variables  Wk^  telle  qu'à  Taide  d'un  choix  convenable  des 
coefficients  en  la  fonction  II  se  transforme  en  luie  fonction  5.  Cette 
transformation  s'effectue  alors  comme  pour  la  fonction  elliptique  5 
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et  mène  à  une  équation  II  =  F5,  où  F  est  la  constante  qu'il  faut  dé- 
terminer. En  employant  une  intégrale  définie,  l'Auteur  réduit,  par 
une  intégration  multiple  de  cette  équation,  la  détermination  propo- 
sée aune  autre,  de  sommes  multiples  de  Gauss  ;  enfin  il  montre  l'ap- 
plication de  sa  méthode  au  cas  de  deux  variables.  Les  transformations 
employées  par  lui  se  fondent  sur  certains  systèmes  de  nombres  en- 
tiers, considérés  déjà  par  MM.  Kronecker,  Clebsch  et  Gordan.  Un 
dernier  paragraphe  de  l'intéressant  Mémoire  est  consacré  à  deux 
théorèmes  relatifs  à  ces  systèmes  de  nombres. 

GuNDELFiNGER  (S.).  —  Sur  Ics  formcs  binaires,  (5  p.) 
Tous  les  covariants  et  invariants  du  système  simultané  de  deux 
formes  /* et  y  des  degrés  n  et  m  (m^n)  peuvent  être  représentés, 
après  avoir  été  multipliés  par  des  puissances  convenables  de  f^  en 
fonctions  entières  et  rationnelles  de  m  -+-  /i  formes 

/,  ^,,lj;,,...,   '^yj  ,        y„y„...,^/^— Lj,        (/,<p),  (/,  9)%...,(/,  9)". 

Pàsch  (M.).  —   Sur  une  propriété  des  courbes  réciproques. 

(6  p.) 

Interprétation  géométrique  d'un  facteur  qui  se  présente  dans  le 
résultat  d'une  certaine  méthode  d'élimination  pour  les  courbes  réci- 
proques. 

Hesse  (O.).  —  Sur  le  problème  des  trois  corps,  (19  p.) 
En  bornant  le  problème  de  deux  corps  à  la  recherche  de  la  dis- 
tance des  deux  corps,  le  célèbre  géomètre  a  réussi  à  trouver  pour 
ce  problème  l'une  des  deux  intégrales  inconnues  jusqu'alors  (Hesse, 
Raum géométrie,  1.  Aufl.,  Leipzig,  1869).  P^irtant  de  ces  considé- 
rations, il  pose  dans  le  présent  Mémoire  ce  problème  : 

Déduire,  des  équations  différentielles  du  problème  des  trois 
corps  et  de  leurs  intégrales  connues,  d'autres  équations  différeu' 
tielles  formées  d'une  manière  sjmétrique,^  et  dont  chacune  con- 
duise à  une  intégrale  inconnue  jusqu'à  présent. 

L'auteur  résume  ses  recherches  à  la  fin  du  Mémoire  dans  ce 
théorème  : 

Si  l'on  borne  le  problème  général  des  trois  corps  à  la  figure  du 
triangle  dont  les  trois  corps  marquent  les  sommets,  la  solution  de 
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ce  problème  pltis  restreint  dépend  de  trois  équations  différentielles 
du  3*  ordre. 

Quand  on  suppose  connus  les  principes  de  la  Mécanique  qui 
fournissent  des  intégrales,  le  problème  peut  être  ramené  à  la  solu- 
tion de  deux  équations  du  2*  ordre  et  d'une  autre  du  3*.  Ce  Mémoire 
donne  une  nouvelle  preuve  de  l'habileté  avec  laquelle  Fauteur  sait 
maintenir  la  symétrie  du  calcul,  symétrie  à  laquelle  renonça  à 
contre-cœur  Lagrange,  son  grand  prédécesseur  dans  ce  problème, 
qui  le  traita  dans  le  Mémoire  couronné  en  1772.  Le  présent  Mé- 
moire a  paru  en  même  temps  à  Munich  dans  les  Mémoires  de 
l  Académie, 

LiPSCHiTZ  (P.)'  -"  Recherches  sur  un  problème  du  calcul  des 
variations  ou  est  compris  le  problème  de  la  Mécanique.  (35  p.) 

LiPSCHiTz  (P.).  —  Dév^eloppement  d'une  relation  entre  les 
formes  quadratiques  de  n  différentielles  et  les  fonctions  abé^ 
tiennes,  (22  p.) 

Pour  comprendre  la  portée  de  ces  deux  Mémoires,  il  faut  recou- 
rir à  d'autres  publications  du  même  auteur  faites  aux  tomes  70,  71 
et  72  du  Journal  de  Borchardt,  et  qui  concernent  les  fonctions 
entières  et  homogènes  de  n  différentielles,  en  particidier  celles  du 
2*  degré.  Le  problème  de  transformer  une  forme  donnée  de  n  diffé- 
rentielles à  coefficients  variables  en  une  autre,  ou  plutôt  de  recon- 
naître s'il  est  possible  de  la  transformer  en  une  autre  forme  donnée, 
«  été  suggéré  par  l'étude  approfondie  des  Recherches  générales  de 
Gauss  sur  les  surfaces  courbes,  et  ce  problème  fut  résolu  en  même 
temps  par  MM.  Christoffel  et  Lipschitz. 

Les  spéculations  sur  la  nature  de  l'espace  prirent  un  nouvel  élan , 
lorsque  parut  le  Mémoire  posthume  de  Ricmann  :  *Swr /e5 /yy?*- 
thèses  qui  servent  de  fondement  à  la  Géométrie.  M.  Lipschitz 
part,  dans  les  Mémoires  cités,  des  idées  sur  l'espace  général  de  Gauss 
et  de  Riemann,  en  égalant  l'élément  linéaire  à  la  ^»*"«  racine  d'une 
forme  quelconque,  mais  essentiellement  positive,  du  degré  p  par 
rtpport  aux  diflérentielles  des  coordonnées  d'un  point.  Après  avoir 
fixé  les  notions  delà  Mécanique poiu*  cet  espace,  l'auteur  considère, 
à  l'aide  du  calcul  des  variations,  une  intégrale  correspondant  à  la 
fonction  caractéristique  de  Hamilton,  et,  au  moyen  d'une  transfor- 
mation des  formes  des  différentielles,  il  parvient  à  établir  une  ana- 
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logîc  complète  entre  ses  rccherclies  et  celles  de  Gauss,  de  Hamillon, 
de  Jacobi  et  de  Kronecker. 

N'oublions  pas  de  remarquer  avec  Tauteur  que,  pour  la  Géomé- 
trie, M.  Heltrami  avait  trouvé  des  résultats  semblables  dans  un  Mé- 
moire publié  en  1869.  L'un  des  quatre  théorèmes  qui  résument  les 
études  de  M.  Lipschitz  a  été  précédemment  publié  par  l'auteur 
sans  démonstration  ^  ce  théorème  correspond  exactement  à  un  théo- 
rème de  Gauss  concernant  les  lignes  géodéslques. 

Si,  dans  le  premier  de  ces  Mémoires,  l'auteur  traite  une  question 
où  se  rencontrent  la  Géométrie,  la  Mécanique  et  le  Calcul  des  varia- 
tions, il  soumet  dans  le  second  les  formes  quadratiques  de  n  dilFé- 
rentielles  à  une  étude  spéciale,  pour  faire  voirie  point  où  se  touchent 
ses  recherches  et  la  théorie  des  transcendantes  abéliennes.  On  sait 
(|ue  Jacobi  a  déjà  donné  une  démonstration  du  théorème  d'Abel 
dans  ses  Le^'ons  sur  la  Dynamique. 

IIkink  (E.).  —  Los  clihnents  de  la  théorie  des  fonctions.  (17  p.) 
Celui  (|ui  a  déjà  professé  la  théorie  des  fonctions  connaîtra  sans 
doute  les  dillicidtés  qui  s'opposent  au  développement  des  ihcWèmes 
fondamentaux.  Les  découvertes  modernes  dans  cette  région  du 
champ  des  Mathématiques  demandent,  dès  le  premier  abord,  une 
sobre  exactitude  qu'on  ne  trouve  guère  dans  les  Traités  élémen- 
laîrt\s.  Dans  son  Ccmrssur  la  théorie  des  fonctions,  M.  Weîerstrass, 
de  Berlin,  établit  ces  principes  de  la  manière  la  plus  satisfaisante-, 
mais  il  \\\^\\  a  rien  publié,  et  dautres  géomètres,  qui  ne  connaissent 
|>as  sa  métluxle,  ne  veulent  pas  toujours  accepter  cette  base  iné- 
dile de  son  système.  M.  Heine,  ami  de  M.  Weierslrass,  prend  la 
peine  de  publier  (|uelques-uns  des  théorèmes  élémentaires.  Remar- 
quons que  la  définition  des  nombres  par  des  séries  inânies  sert  à 
éluder  les  dillicultés  qui  font  toujours  les  nombres  irrationnels. 
Le  Mémoire  se  divise  en  deux  parties  ; 

A.  —  Sur  les  nombres. 

^  1.   Les  séries  îles  nombivs. 

,OL  Intnuhu  tion  de  nombres  plus  généraux  ou  de  signes  numé- 
raux. 

S  UL  i'.alcul  a\iv  les  nombrils  généraux. 

J  IV .   Kap|H>i  t  des  nombr\^s  généraux  et  des  nombres  rationnels. 
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B.  —  Sur  les  Jonctions , 

1 1.  Fonctions  en  général. 

$  II.  Conditions  de  continuité. 

§  III.  Propriétés  des  fonctions  continuelles. 

VVeyr  (Em.).  —  Détermination  des  couples  d'éléments  en 
involation  par  des  systèmes  uniformes  des  degrés  m  et  n.  (4  P-) 

Si  deux  systèmes  élémentaires  et  uniformes  des  degrés  /// 
et  n  sont  situés  sur  la  même  base  (  géométrique  )  ,  ils  ont 
7[m(m —  i)  4-/1(71  —  i)J  couples  d'éléments  en  involution. 


MÉLANGES. 

SOI  niITtniTlO!!  D UN  SYSTtlE  DÉQUiTIONS  DIFFÉREIITiELUS  TOTilES 

SIlDLTillBES  DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  m.  bouquet. 

J'ai  reconnu  depuis  longtemps  que  la  méthode  dont  nous  nous 
sommes  servis,  M.  Briot  et  moi,  pour  démontrer  Texislence  des  in- 
tégrales sjnectiques  d'un  système  d'équations  différentielles  simul- 
tanées ordinaires  du  premier  ordre,  est  encore  applicable,  avec 
(pielques  modifications,  dans  le  cas  d'un  système  d'équations  aux 
difierentielles  totales.  L'énoncé  de  cette  proposition  a  été  commu- 
niqué à  diverses  personnes,  et  en  particulier  à  M.  Méray,  la  pu- 
blication du  Précis  d'analyse  me  montre  que  Tauteur  n'a  pas 
conservé  le  souvenir  de  notre  entretien  sur  ce  sujet.  Voici  la  dé- 
monstration que  j'extrais  d'un  travail  sur  les  fonctions  abéliennes. 


Considérons  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  celui  d'une  seule  équa- 
tion à  deux  variables  indépendantes.  Si  Ui  désigne  la  fonction  in- 
connue,  Zi  et  Z|  les  deux  variables  dont  elle  dépend,  l'équation 


•jtGG  BULLETIN  DES  SCIENCES 

aura  la  forme 

(i)  du,^f,[z,,  2„  u,)dz^'^-fi{Zt,  Zu  u^)dzu 

ou,  pour  abréger, 

du,—  p,  dzi-^  Pirf^a, 

et  elle  équivaut  aux  deux  équations  simultanées 

\  J^  =/(2|,   2u   M,)  — Pi, 

Pour  que  les  équations  (a)  aient  une  solution  commune,  il  faut 
que  les  fonctions  Pi  et  P|  vérifient  la  condition 

^^'  w,    dir,^'-  dz.^'diT,'' 

que  Ton  obtient  en  exprimant  que  Ton  doit  avoir 

dzxdzt      dztdzx 

Deux  cas  se  présentent.  Si  la  condition  (3)  n'est  pas  vérifiée 
identiquement,  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
à  Zxt  ^1,  2^1,  les  solutions  de  l'équation  (i)  seront  comprises  parmi 
les  fonctions  que  détermine  celte  condition^  la  recherche  des  solu- 
tions dépend  alors  uniquement  de  la  résolution  de  l'équation  (3). 
Nous  allons  examiner  le  cas  le  plus  important,  celui  où  la  condi- 
tion (3)  est  une  identité. 

Si  Ton  suppose  les  fonctions  y*i  et^i  synectiques  dans  le  voisinage 
du  système  de  valeurs  6|,  6|,  ai,  attribuées  aux  variables  Zi,  z^,  Ui, 
l'équation  (i)  admet  pour  solution  une  fonction  i/|  des  variables  Zi, 
Zt,  syncctique  par  rapport  à  ces  variables  dans  le  voisinage  des  va- 
leurs &i,  &i,  et  se  réduisant  à  a^  lorsque  les  variables  Zf,  Zt  pren- 
nent les  valeurs  ^i,  a^.  Dans  ces  mêmes  limites,  cette  fonction  est 
la  seule  satisfaisant  à  la  double  condition  de  vérifier  l'équation  (i\ 
et  de  se  réduire  à  a^  pour  Zi  =  b^  et  Zt  =  6}. 

Afin  de  simplifier  les  notations,  nous  supposerons,  ce  qui  est 
toujours^  permis,  en  faisant  un  changement  de  variables,  que  I'od 
a  i,  =  t,  =  ^1=  o. 
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Admettant  que  Téquation  (i)  a  une  solution,  on  peut  exprimer 
les  dérivées  partielles  de  la  fonction  Uf  à  l'aide  de  Zi,  z,,  Ui  ;  en  par- 
tant des  relations 

on  en  déduit 

rf»i<.    __  dP.      rfP.  p  rf^//.    _</P,      rfP, 

dZidZt       </zs       rfiii     '*  dZidzx       rfz,       ^Mi 

ces  deux  valeurs  de  t — -i^-  sont  égales,  d'après  Tidentité  (3).  Il  n'y 

a  qu'une  seule  manière  d'obtenir  une  des  dérivées  partielles    ,       ou 

-T—^  9  dans  lesquelles  toutes  les  dérivations  sont  eiTeetuées  par  rap- 
port à  la  même  variable  \  mais  on  peut  calculer  de  plusieurs  ma- 
nières différentes  toute  dérivée  partielle  ,  ,  qui  dépend  de  dé- 
rivations par  rapport  à  chacune  des  variables  z^  et  z,.  Il  est  néces- 
saire de  remarquer  que  le  résultat  final  est  toujours  le  même,  quel 
que  soit  Tordre  dans  lequel  on  suppose  les  dérivations  effectuées, 
puisque  l'on  peut  intervertir  l'ordre  de  deux  opérations  consécu- 
tives exécutées  successivement  par  rapport  à  l'une,  puis  par  rapport 
à  l'autre  des  variables.  Soit,  en  effet, 

F(2„  Zu  ii,)=H, 

U  fonction  de  Zi,  Z|,  u^  sur  laquelle  on  effectue  les  deux  opérations 
iiiccessives ^  les  résultats  sont,  après  la  première  opération, 

rfH^rfHp      rfH    ,   rfH  p 

dzx    '    du,    "    dZi    '    dui    *' 

et,  après  la  seconde^ 

rf»H      ^      rf'H        ^      rf'H         ^   rf'H^,  p    ^   rfH  /rfP.   ,  JP.     \ 
dz^dzj       dztdut    ^'^  dZidut    '       du\     *    *      du,  \</2,  ~^  rfii,     7' 

rf'H  rf'H  rf'H  rf'H  rfH/rfP.      rfP.     y 

di,dz,      di,du,'      dz,du,  ^'^  du]    '    ''^  du,\dz,  "^  du,  *^7' 

ces  résultats  sont  égaux  en  vertu  de  l'identité  (3). 


268  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Lorsque  Ton  aura  exprimé  les  dérivées  partielles  en  fonction  de 
^ii  "il  <^i)  on  calculera  leurs  valeurs  pour  le  système  des  valeurs 
rr,  r--  -j  =  a,  =  o  attribuées  aux  variables,  et  Ton  formera  ensuite  la 
série 


^^^  Wj  .7  +  (dlj.T + {-^J  h  "*■  tet)/"''  ^  \d^)j7. 


"t^  •  •  •  • 

2 


Or  nous  allons  démontrer  que  cette  série  est  convergente  et  que 
a  somme  est  une  fonction  des  variables  Zi  ^  z,  vérifiant  l'équa- 
tion (i).  Nous  observerons  d*abord  que,  au  lieu  de  déterminer  les 
coefficients  de  la  série  (4)^  à  Taide  des  valeurs  des  dérivées  par- 
tielles exprimées  au  moyen  des  variables  ^i,  z^,  Ui,  on  peut  calculer 
de  proclie  en  proche  ces  coefficients  par  les  formules  suivantes  : 

dz,  '-•^"     'dû,  -J'' 

dUix  _dfi        (tfi  dut, 
dz]        dzi       dux  dzt 

d^u,    _dfx        dft   du, 


(5) 


dzxdZi       dZi       dux  dzs 
d'Alix dfi       dfi  dui 


dzl       dz2  du  y  dZi 

cNi^d^  d\fy     dux        tLi^a^X      rf/;   d'u, 

dz\        dz\  dZxdUx   dzi       du\\dzi)       dui  dz] 

d^Ux 


dz\dZi 


((ue  Ton  obtient  par  des  dérivations  répétées,  sans  remplacer  dans 

d^ 
dz. 


les  seconds  membres,  après  chaque  opération,  les  quantités  -j^  et 


,7^  par  p.  et  P,. 

Pour  démontrer  la  convergence  de  la  série  (4),  on  a  recours 
à  une  équation  diflérentielle  auxiliaire ,  qui  admet  certainement 
une  solution  développable  en  série  convergente,  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  des  variables,  et  l'on  déduit  la  convergence  de 
la  série  (4)  de  la  comparaison  avec  cette  dernière.  Supposons  les 
fonctions  y,  et  /i  synectiques  tant  que  les  variables  s,,  z„  w,  se 
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meuvent  dans  des  cercles  de  rayons  /'i,  r^^  p^^  dont  les  centres  sont 
à  Torigine;  appelons  A|  et  Ât  les  valeurs  maxima  des  modules  des 
fonctions  J\  et  y,  pour  les  diverses  positions  des  points  Zt,  r?,,  Wj. 
On  peut  prendre  Téquation  auxiliaire 

dzt      dz, 

-h 


ur  rff.-fx.         '''      '^' 


(-^-)(-^'f) 


qui  équivaut  aux  deux  équations 


\2) 


'■(-^;)(-^K) 


dZ^^Tl T^/ . T-C  ^  ?'(^-  ^'^  ^.). 


\      p./  \      /••     ''ï 


Sous  supposons  que  fXi  désigne  une  constante  positive,  qui  vérifie 

les  inégalités  fi' >  A,,     ^'>A,. 

L'équation  (i)'  admet  une  solution  s'annulant  en  même  temps 
que  les  variables  et  qui  est  définie  par  la  relation 

(6)  ,.->^^_^.log(,-?:-l'). 

Celle  fonction  Ui  reste  synectique  par  rapport  aux  variables  z^  et  z,, 
lorsque  celles-ci  se  meuvent  à  l'intérieur  de  deux  cercles  décrits  de 
'origine comme  centime  et  dont  les  rayons  f  1  et  f  1  vérifient  Tinégalité 

W)  — I —  <i  —  e»i*i« 

r,       r, 

i^our  toutes  les  valeurs  des  variableis  qui  remplissent  la  condition 
P^cédente,  la  fonction  f'i  peut  se  développer  en  série  convergente, 
onlonnée  suivant  les  puissances  de  ces  variables.  On  calculera  les 
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coefficients  de  cette  série  à  Taide  des  formules 

dvx  dvt 

d^v, rf^,       d<pi  dvx 

dz]       dzx       dvidzi^ 

(^)  /     rf'c,         rfcp,       rfcp,  dvi 

dZxdZi       dZi       dvt  dzt 

çl^Vj rf9i       f/91  «/c, 

c/zj       dz^       dvx  dz\ 


analogues  aux  formules  (5).  Remarquons  que,  si  dans  les  dérivées 
partielles  des  fonctions  cpi  et  cpt,  on  remplace  toutes  les  variables  par 
zéro,  ces  dérivées  prennent  les  valeurs  suivantes 

(rf/'+v+^cp,   \   [/.xi  ,7., ,  .p,i  ,7., ,  ,q,i  .1, ,  ,s 
dzP^TûïdPj ,'' 7x  rP  r-J  p'  ' 

/   rf/'-*^+'<p'  \    |iz,  1 .2. . ./?. 1 .2. .  .ç.i  .2. .  .5 

\dz^dzyû^J.'~'T^  rP  r\  p'  ' 

on  a  d'ailleurs 


/     dP-^1'^'  fx     \       ^.      I.2...p.I.2...flf.l.2... 

mod  (   ,  „  ,  ^/,   ■  )  <  A, ^ — ^ 

\dzPdz^{du\)i^  rPr%^\ 

"^^^  \dzPdz{du^ 


s 


1.2.  ..^.1.2.  ..</.!. 2.  ..5 

A2 


Par  conséquent,  dans  le  calcul  de  proche  en  proche  des  valeurs  de 
(ê);      (è);      (£?).•••'  ^«^-"oyend"  formules  (5/,  les 

seconds  membres  seront  toujours  des  sommes  de  termes  positifs  ^ 
on  voit  en  outre,  en  comparant  les  valeurs  obtenues  avec  celles  de 

•\  t      I  -7-^  J  1      f     ,  3'  I     •  •  »  déduites  du  tableau  (5),  que  l'oii 


dz 
aura 


"-fê).'<S).'  -Hê:)^!^;);  -- (ST).<(ê). 


i 
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Les  coefficients  des  termes  de  la  série  (4))  ayant  leurs  modules 
respectivement  moindres  que  les  coefficients  positifs  des  termes  du 
développement  de  Ui^  la  série  (4)  est  convergente  quand  les  varia- 
bles Zi,  Zf  restent  comprises  dans  des  cercles  dont  les  rayons  véri- 
fient l'inégalité  (7). 

Si,  dans  la  fonction y*i,  on  remplace  Ui  par  la  série  (4),  le  ré- 
sultat est  une  fonction  des  seides  variables  Zi  et  £«)  synectique 
dans  les  cercles  de  rayons  ti  et  ^t)  et  que  Ton  peut  par  conséquent 
développer  en  série  convergente  ordonnée,  suivant  les  puissances 
de  ces  variables.  On  reconnaît  sans  peine  que  ce  développement  est 

le  même  que  celui  de  -t-^  \  c'est-à-dire  que  la  fonction  m,  vérifie 
l'équation  -7-^  =  /i.  On  voit  de  la  même  manière  que  la  fonction  i/| 
veribe  aussi  1  équation  -7—  =/». 

Remarque,  —  Les  fonctions  fi  et  f^  restant  synectiques  dans 
les  limites  indiquées,  si  la   condition  (3)  n'est  pas   vérifiée,  les 

formules  (5)  donnent  pour  les  symboles  représentés  par   {-j-]  ' 

-^ji      (^~r)  '•*•  ^^^  valeurs  qui  dépendent  de  l'ordre  suivi 

pour  les  obtenir,  et,  quel  que  soit  Tordre  adopté,  la  série  (4)  est 
toujours  convergente. 

SU- 

Soit,  en  second  lieu,  Téquation  à  n  variables  indépendantes, 
(8)  dux  —  P^dzt  -+-  Pjdzt. . .  -hfndz^, 

qui  équivaut  aux  n  équations  simultanées 

(q)  rf"«  _  p        ^-p  ^"^  -  p 

^*û$  lesquelles  Pi,  Ptv?  Pi»  représentent  des  fonctions  connues 
^^  ^t  et  des  variables  indépendantes  Z|,  r,,. . .,  z„.  Toute  solution 
''i  des  équations  (9)  doit  vérifier  plusieurs  conditions  de  la  forme 

az,       r/tt,  dzx       du^ 
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Si  Tune  de  ces  couditions  n'est  pas  une  identité,  les  valcul*s  de  iii 
qui  la  vérifient  pourront  seules  être  des  solutions  de  réquatiou 
donnée.  Supposons  toutes  les  conditions  (lo)  satisfaites  identique- 
ment, les  fonctions  Pi,  Ps,. . .,  P„  synectiques  pour  les  valeiu*s  des . 
variables  ^i,  ii|,. . .,  ^/,,  ^i,  comprises  à  l'intérieiu*  des  cercles  de 
rayons  /'i,  /t,.  • .,  'Vi^  Pu  décrits  de  Torigine  comme  centre,  et  re- 
présentons par  Al,  Al,. . .,  A„  les  valeurs  maxima  des  modules  des 
fonctions  Pj,  P,,. . .,  P„  dans  ces  limites. 

On  reconnaît,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du  para- 
graphe précédent,  que  l'équation  (8)  est  vérifiée  par  une  fonction 
Ui  des  variables  Zi,  Z|,...,  z„,  s'anntdant  avec  ces  variables,  et 
qui  reste  synectiquc  tant  qu'elles  demeurent  comprises  dans  des 

cercles  décrits  de  l'origine  comme  centre  et  dont  les  rayons  fi,  /| 

t„  vérifient  Tinégalilé 


^  ^         011  ail  —  ^   Al,  '— ^    A,,.  .  .,  '—^.'^„' 


s  111. 

Considérons  enfin  un  système  de  ni  équations  aux  dill'érentielU'S 
totales  simultanées  à  n  variables  indépendantes.  Représentons  los 
variables  par  Zi^  rj,,.  . .,  Zn  et  les  fonctions  inconnues  par  Mi,  m,,..  -• 
M„,.  Nous  supposons  que  les  équations  peuvent  être  résolues  par 
rapport  aux  dilîérentielles  totales  f///,,  r///,,...,  dit^  des  fonctions 
«,,  M,,.  . .,  M,„  et  mises  sous  la  forme 


(12) 


]  (lu,      Q,f/z,  — O^^^ï-'-  •  •    -•  Qndz,.. 

I 


Pji  1^^-  •  •  P/iî  Qiî  Qi'i'  •  "i  ^nt  Si,  Sî,. . .,  S„  désignant  des  fonc- 
tions des  fi  \ariables  arbitraires  et  des  m  fonctions  inconnues. 
Toute  solution  du  système  (i)  doit  vérifier  plusieurs  conditions 
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de  11  forme 

\        dzt       du,  dUi  ^  dun 


dzi       dux  dui  aun 

pour  ne  pas  dépasser  le  but  que  nous  nous  sommes  proposé,  suppo-  ^ 
sons  que  toutes  ces  conditions  sont  satisfaites  identiquement. 

Si  les  fonctions  P,  Q,. . .,  S  restent  synectiques  pour  les  valeurs 

de  2|,  Ttv  •  •)  ^m'i  ^1)  ^tv    •?  ^«)  comprises  dans  des  cercles  décrits 

de  Vorigine  comme  centre  avec  des  rayons  respectivement  égaux  à 

r,,  Ttv    •)  r^^  px^  /^tv  •)  pm^  les  équations  (la)  seront  vérifiées  par 

un  système  de  fonctions  synectiques  par  rapport  aux  variables  Zf, 

•IV    )  z^^  tant  que  ces  variables  restent  à  Tintérieur  de  certaines 

circonférences  qui  ont  pour  centre  Torigine,  ces  fonctions  s'annu- 

Unt  d'ailleurs  en  même  temps  que  les  variables.   On  démontre 

Texistence  de  cette  solution  en  considérant  les  équations  auxiliaires 

aax  différentielles  totales 


dZi       dZi  dzn 


dv, 


r,  r,  r, 


n 


(11)' 


dv,    -  u. 


\        p.  /    \        r,        /',  rj 

dzx       dzi  dZm 


1  _î!i\'"/,_£i-_i!_      — £î\ 

\       pi/    \        n       r7      '"      rJ 

• •• » 

dZx       dZi  ^  dzn 

-+-  -f-  .  .  .  -f-  

,  r,  /',  r, 

V      P-/    \        '••        r^  '•«/ 

^^8 lesquelles  a,,  U|,.  •  -^  [f-m  désignent  des  constantes  positives ,  la 
^*Unte  fX| ,  par  exemple,  est  telle  que  Ton  a  ^'  >  Ai ,  ~  >  A,, . . . , 

7]^  A,;  A|,  Atv  •  •)  -^A  étant  les  valeurs  maxima  des  modules  des 

"onctions  Pi,  Pj,. . .,  P„,  quand  les  variables  restent  renfermées 
^^ûsles  circonférences  de  rayons  r»,  r,,. . .,  r^,  pi,  p„. . ,  p^.  Le 

Ali/,  dti  Sciemett  mathém.  et  asiron.,  t.  111.  (Septembre  187a.)  18 
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équations  précédentes  s'intègrent  isolément,  et  si  Ton  représente 

par  -  le  plus  petit  des  nombres  —■>  —  ?  •  •  -i  —  elles  définissent  des 

^.  .    ,       "'    ^'  ^'^        . 

fonctions  i^i,  i^tv  ">  ^m  qui  s'annulent  avec  les  variables  Zi,  Ztv  ) 

Zn  et  restent  fonctions  synectiques  de  ces  variables  dans  les  cercles 

décrits  de  l'origine  comme  centre  et  dont  les  rayons  e,,  ft,. . .,  f. 

vérifient  la  condition 


(l4)  -H---4-...4--<i  — e    t"»-"^;'. 

Les  équations  (12)  admettent  pour  solution  des  fonctions  ii|, 
Mj,...,  u^,  s'annulant  avec  les  variables  z,,  c,,...,  z^  et  synec- 
tiques par  rapport  à  ces  variables  dans  les  mêmes  limites. 


m  LEIPLOI  DES  PETITES  PLUltllS  PODI  Li  DÊTEIlDIATIOll 

DE  Li  PAIIUAXE  DU  SOLEIL; 

Pab  m.  Ch.  ANDRÉ. 

Lune  des  meilleures  méthodes  qu'aient  les  astronomes  pour  dé- 
terminer la  parallaxe  solaire  consiste  à  mesiu*er  la  parallaxe  dr 
Mars  à  l'époque  de  son  opposition,  par  des  observations  compara- 
tives faites  simultanément  en  des  stations  de  l'un  et  l'autre  hémi- 
sphère, sur  Mars  et  des  étoiles  voisines.  On  trouvera,  au  tome  II  de 
ce  Recueil,  page  89,  la  discussion  complète  des  observations  faites 
eu  i86a  sur  le  plan  de  M.  Winnecke,  directeur  de  l'observatoire  de 
Carlsruhe.  Cette  méthode,  à  coté  de  ses  avautages,  présente  certains 
inconvénients  ^  les  oppositions  où  la  distance  de  Mars  à  la  Terre  est 
relativement  très-faible  sont  assez  rares  et  n'arrivent  guère  que  tous 
les  dix  ou  douze  ans  \  en  outre,  la  comparaison  de  la  planète  Mars  à 
une  étoile  ne  se  fait  pas  sans  certaines  erreurs  dépendant  surtout  du 
diamètre  apparent  de  la  planète  et  de  la  diflérence  d'aspect  qu'elle 
présente  avec  une  étoile. 

M.  Galle,  de  Breslau  (*),  propose  de  remplacer  les  observations  de 


(')  Âitronomische  Nachrichten^  n°  1897. 


l 
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Mars  par  un  mode  d'observations  analogues  de  toutes  les  planètes 
télescopiques  situées  entre  Mars  et  Jupiter,  dont  la  distance  à  la 
Terre  est  moindre  que  i ,  i  ou  au  plus  égale  à  cette  valeur. 

Au  lieu  du  plan  de  Winnecke,  qui  consistait  à  comparer,  avec  un 
cercle  méridien,  Mars  à  un  certain  nombre  d'étoiles  convenablement 
choisies,  M.  Galle  revient  à  la  méthode  employée  en  1862  par  le 
capitaine  Gilliss,  au  Chili,  et  conseille  de  mesiu*er  micrométrique- 
ment,  avec  une  lunette  montée  parallactiquement,  les  dilTérences 
de  déclinaison  de  la  planète  avec  des  étoiles  assez  voisines,  et  diffé- 
rentes pour  chaque  nuit  d'observation. 

L'idée  de  M.  Galle  a  cet  immense  avantage  que,  si  elle  permet 
d  obtenir  la  parallaxe  solaire  avec  une  précision  suffisante,  elle  as- 
suit;,  du  même  coup,  une  étude  continue  et  suivie  de  cette  constante 
si  importante  pour  la  détermination  de  la  masse  de  la  Terre,  et  peut 
conduire  à  une  valeur  très-exacte  par  une  série  d'approximations 
successives.  En  effet,  3o  des  121  petites  planètes  que  nous  connais- 
sons peuvent,  à  l'époque  de  leur  opposition,  se  rapprocher  assez  de 
la  Terre  pour  que  la  distance  soit  inférieure  à  i ,  i  ^  de  telle  sorte 
qu'il  suffirait  que  chaque  année  une  seule  d'entre  elles  satisfasse  à 
cette  condition,  pour  que  l'étude  continue  dont  nous  parlons  puisse 
être  effectuée  :  c'est  à  peu  près  la  limite  à  laquelle  on  doit  se  res- 
treindre. En  effet,  dans  certaines  années,  deux  ou  trois  de  ces  pla- 
nètes se  rapprocheront  bien  assez  ^  mais  souvent  aussi  le  manque  de 
catalogues,  ou  de  cartes,  complètement  étudiés  pour  la  portion 
éi*liptiquc  du  ciel,  s'opposera  à  des  observations  faciles,  par  suite  du 
défaut  d'étoiles  de  comparaison. 

Quoi  qu'il  en  soit,  tel  que  nous  l'avons  indiqué,  ce  résultat  offri- 
rait encore  une  grande  importance.  Il  convient  donc  d'examiner  la 
précision  que  peuvent  donner  de  pareilles  observations. 

Or,  dans  l'opposition  de  1862,  une  variation  d'une  seconde  sur 
l'angle  compris  entre  la  direction  de  Mars  en  culmination  observée 
en  deux  stations,  dont  les  latitudes  sont  à  peu  près  égales  à  celles 
du  Cap  de  Bonne-Espérance  et  de  Poulkowa,  correspondait  à  une 
variation  de  ji  sur  la  valeur  de  la  parallaxe  solaire. 

En  considérant  donc  les  petites  planètes,  dont  la  distance  à  la 
Terre  est  minimum  et  égale  à  o,  8,  la  même  variation  d'une  seconde 
donnera  lieu,  dans  la  parallaxe,  à  un  changement  de-^,  c'est-à-dire 
à  uue  variation  de  o''',  i44  dans  la  valeur  adoptée.  Or  le  premier 

18. 
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chiffre  décimal  de  la  parallaxe  solaire  est  actuellement  coima,  l'in- 
certitude porte  seulement  sur  le  deuxième^  supposons-la  égale  i 
o,  o3  en  plus  ou  en  moins  ;  il  en  résultera  nécessairement  que  les 
observations  de  petites  planètes,  qui  doivent  servir  à  la  déterminer, 
devront  être  exactes  à  o'^'^a  près. 

Les  petites  planètes  n'ayant  point,  dans  les  lunettes,  un  aspect  sen- 
siblement différent  de  celui  des  étoiles  de  même  grandeur  apparente, 
l'une  et  Tautre  se  présentant  comme  des  points  lumiueux,  on  doit 
admettre  que  Terreur  moyenne  d'un  pointé  fait  au  SI  mobile  d'un 
micromètre  bien  étudié,  avec  une  lunette  d'un  assez  fort  grossisse- 
ment et  par  un  état  favorable  de  l'atmosphère,  ne  sera  pas  beaucoup 
supérieure  à  cette  quantité,  si  l'observateur  est  exercé  et  conscien- 
cieux. 

C'est  ce  que  montrent  certaines  déterminations  récentes  de  pa- 
rallaxes d'étoiles  Gxes,  par  exemple  celles  de  M.  Brunnow  à  l'Obser- 
vatoire de  Dunsink  (*) .  La  moyenne  des  vingt  ou  trente  comparaisons, 
possibles  par  une  belle  soirée,  ne  serait  donc  soumise  sans  doute 
qu'à  une  erreur  de  o^',  3  ou  o^',  3,  et  la  répétition  de  pareilles  obser- 
vations pendant  toute  la  durée  de  l^opposition  (un  ou  deux  mois) 
ferait  descendre  cette  erreur  moyenne  environ  à  o^,o5. 

Jusqu'ici  on  a  observé  les  petites  planètes  un  peu  au  hasard,  au  fur 
et  à  mesure  de  leur  découverte,  sans  but  déterminé  et  sans  plan 
suivi*,  la  détermination  delà  parallaxe  solaire  se  présente  aux  astro- 
nomes comme  un  moyen  de  coordonner  toutes  ces  observations,  et 
en  même  temps  d'en  assurer  l'exécution  consciencieuse.  La  réalisa- 
tion de  ce  programme  présente  d'ailleurs  des  difficultés  pratiques 
assez  considérables.  Elle  exige  la  coopération  d'un  certain  nombre 
d'observatoires,  situés  autant  que  possible  dans  le  voisinage  du 
même  méridien  et  dans  Tun  et  Tautre  hémisphère,  comme,  par 
exemple,  les  observatoires  du  nord  de  l'Europe  et  celui  du  Cap  de 
Bonne-Espérance,  ou  encore  les  observatoires  du  nord  de  l'Amé- 
rique et  ceux  de  Santiago  et  de  Cordova.  Son  application  nécessite 
aussi  une  modification  au  plan  suivi  jusqu'ici  par  les  directeurs  du 
Jahrbuch  de  Berlin,  dans  le  calcul  des  éphémérides  des  petites  pla- 
nètes. 11  faudrait  s'attacher  de  préférence,  parmi  les  anciennes  pla- 


(  *  )  Astronomtcal  Observations  and  Researckes  mode  at  Dunsink,  ehe  Observaiorjr  of 
Triiitjr  Collège;  Dublin, 
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Dèies,  k  ceUes  dont  la  distance  à  la  Terre  peut  devenir  moindre  que 
U  distance  de  notre  planète  au  Soleil ,  et  étudier  rapidement  les 
planètes  nouvellement  découvertes,  afin  de  comprendre  ensuite 
dans  le  calctd  régulier  celles  qui  satisferaient  à  la  condition  précé- 
dente. Parmi  les  planètes  connues,  trente  rentrent  dans  le  pro- 
gramme que  nous  indiquons  ;  nous  en  donnons  ici  le  tableau  : 


MSTiHCI      HOBBAI 


WT«rf«. 


.    0,8 


d«ptUtet 
pluèiM. 


KOMS. 


I 


0)9 


8 


1,0 


10 


•,i 


Melpomène  (js),  Phocea  @,   Ctio  (S),  Victoria  (u), 
AHane  @,  Iris  (T),  Sapho  @. 

Eurydice  (ts),  Flore  (s),  Polymnie  @,  lais  @, 
Virginia  @,    Aulante  @,    Hébé  (ê),  Euterpe  T^. 

Echo  @,  Asia  (^,  Eurynome  (g)»  Junon  (ï), 

Clotho  @j  Miriam  @,  Melete  @),  Feronia  @, 

Daphné  @,  Thalie  (g). 

Uranie  (S),  Diana  (ts),  Calypso  @, 
Pailai  0,  Vc8ta  0. 


Enfin  il  faudrait  en  outre  que  les  dilTércnts  observatoires  con- 
sentissent à  se  partager  la  besogne  longue  et  difficile  de  cataloguer 
Cl  d'encarter  les  étoiles  de  la  région  écliptique  du  Ciel;  au  bout 
de  (juelques  années,  le  beau  travail  commencé  par  Chacomac  serait 
complet,  et  l'on  ne  négligerait  dès  lors  aucune  petite  planète,  par 
suite  du  manque  d'étoiles  de  comparaison  dans  la  région  où  elle  se 
^uve  à  l'époque  favorable. 

Quant  à  la  méthode  même  indiquée  par  M.  Galle,  nous  ne  parta- 
S^ons  pas  entièrement  ses  préférences .  Dans  beaucoup  de  cas,  on  pouf- 
l'^it  lui  adjoindre  utilement  la  comparaison  des  ascensions  droites  de 
1)  planète  avec  des  étoiles  assez  voisines  pour  qu'en  diminuant  un  peu 
'e  grossissement,  ce  qui  n'aurait  pas,  à  notre  avis,  grand  inconvé- 
nient, 00  pût  faire  ces  comparaisons  au  fil  vertical  mobile  de  l'équa- 
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torial.  Enfin  nous  ne  voyons  aucune  raison  pour  ne  pas  combiner 
avec  les  deux  précédentes  la  méthode  des  observations  méridiennes 
employée  par  Winnecke  en  1863*,  beaucoup  de  nuits  perdues  avec 
Tune  ou  l'autre  des  méthodes  précédentes  seraient  ainsi  utilisées. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  serait  peut-être  bon  que  les  astronomes  qui 
seront  chargés  d'aller  observer  le  passage  de  Vénus  dans  l'hémi- 
sphère sud  pussent  disposer  leurs  instruments  en  vue  de  Tapplica- 
tion  possible  de  cette  méthode,  afin  que,  si  un  accident  pareil  i 
celui  qui  rendit  vain  le  dévouement  de  Legentil  en  i  y6g  leur  arri- 
vait, leur  voyage  soit  néanmoins  utile  au  but  qu'ils  s'étaient  pro- 
posé. 


NOTE  SOI  LES  PODillES  OBLIQUES; 
Pab  m.  E.  PELLET, 

ÉLÈVE    DE    l'école    !IOftllALE. 

1.  Appelons  podaire  oblique  d'une  courbe,  par  rapport  à  uo 
point  O,  le  lieu  des  pieds,  sur  les  tangentes  à  cette  courbe,  des  droites 
partant  du  point  O  et  faisant  avec  les  tangentes  un  angle  donné  «r, 
toujours  dans  le  même  sens.  Pour  avoir  toutes  les  podaires,  il  suffit 
de  faire  varier  a  depuis  o  jusqu'à  r.  La  podaire  ordinaire  correspond 
à  tf  =  90®  ;  on  peut  l'appeler  podaire  droite. 

Soit 

xcosO  H- >-sinî;  ~/((/)^  o 

Téquation  d'une  tangente  à  une  courbe.  La  podaire  droite  aura 
pour  équation 

en  prenant  Taxe  dos  x  pour  axe  polaire. 

jDi,  b)i,  ci>ordonnées  {>olaires  d'un  point  de  la  podaire  oblique 
correspondant  à  l'angle  ol^  sont  reliées  aux  coordonnées  0^  o)  du  point 
ixirrespondant  de  la  {Kxlaire  droite  par  les  relations 

p,  sin  Jt  -^  ùy     Cl),  =-  'i)  -i a  ; 
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pir  suite,  Téquation  de  cette  podaire  est 


psina=/lw~  — haj- 
Ptrane  rotation  autour  du  point  O,  d*un  angle a  on  Tamèncra 

Ma 

à  être  homothëtique  à  la  podaire  droite. 

2.  U enveloppe  des  podair es  d'une  courbe  est  la  courbe  elle- 
même. 
On  aura  cette  enveloppe  en  éliminant  a  entre  les  deux  équa- 

lions 

psina^^flcù haj»      pcosa  — /'fw haj> 

/';6j  étant  la  dérivée  dey*(9)-,  ou  bien  entre 


tang 


/(«-:-..) 


D'autre  part,  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  rectangu- 
uires  s'obtiendra  en  éliminant  6  entre  les  deux  équations 

X cosO  -h X sïnQ  —  f[e)  =  o,     —  jcsinô -4- jcosô  — /'(9)  —o, 
^'^  en  coordonnées  polaires,  en  éliminant  6  entre  les  deux  équations 

L'élimination  de  a  entre  les  deux  équations  (i)  conduit  évidem- 
iQent  à  la  même  relation  entre  p  ci  (ù  que  l'élimination  de  6  entre 
'es deux  équations  (a). 

3.  Soit  TM  une  tangente  à  la  courbe,  T  étant  le  point  de  contact 
etM  le  pied  de  l'oblique.  La  tangente  en' M  à  la  podaire  est  évidem- 
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ment  la  tangente  au  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  O,  M,  T. 


Soit  T'M'  une  tangente  infiniment  voisine,  faisant  avec  la  première 
un  angle  dO.  Construisons  la  podaire  correspondant  à  l'angle  a + Ja, 
et  soient  N,  JN'  les  points  où  elle  coupe  TM  et  M'T'.  Proposons- 
nous  d'évaluer  l'aire  du  parallélogramme  NIV1M'N^ 
Elle  est  égale  à 

NH.MH'sinNHH'. 

Or  le  triangle  MON  donne 

sina 
en  posant  c  ==  OM.  Le  triangle  MTM'  donne 

^^  -sinNMM'' 
en  posant  t  =^  TM. 

Par  suite,  Taire  du  parallélogramme  que  nous  désignons  par  do 
est  égale  à 

(3)  d^^^JLdQdoc. 

sina 

4.  Supposons  que  la  courbe  donnée  soit  fermée  et  convexe,  et  le 
point  O  pris  dans  son  intérieur,  6  variera  de  o  à  air  ^  par  chaque 
point  du  plan  il  passera  deux  podaires  et  Ton  pourra  mener  deux 
tangentes  à  la  courbe. 

D'après  la  valeur  précédente  de  rfa,  on  aura 


rdd  /sina       sinaA 


2  71-, 


l'intégrale  s'étendant  à  tous  les  éléments  des  plans  extérieurs  à  la 
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coaiLe,  et  f ,  t|  étant  les  longueurs  des  tangentes  menées  par  un  point 
de  rélémentc/a  à  la  courbe,  et  a ,  oc  1  les  angles  que  les  directions  de 
ces  tangentes  font  avec  la  ligne  qui  joint  rélément  da  au  point  6. 

5.  On  peut  déduire  de  Texpression  (3)  de  tf?  une  autre  intégrale 
plus  curieuse.  On  en  lire 

dasin^a  .       ,    ,^ 
—  csinaaadB. 

Or  csina  est  la  distance  du  point  O  à  la  tangente  TM,  que  nous 
avons  désigné  par  y*(6)  ;  et  Ton  a  par  un  théorème  connu 


/    f{0)de  =  L. 


L  ctaut  la  longueur  totale  de  la  courbe  fermée.  Donc 


/j   /'sin^a      sin*ai\         . 


Imtégralc  s'étendant,  comme  précédemment^  à  tous  les  éléments  du 
plan  extérieur  de  la  courbe.  Cette  dernière  est  indépendante  de  la 
position  du  point  O  pris  dans  Tintérieur  de  la  courbe. 


SU  m  ifinoDB  hodtblu  podi  rÉmDB  des  codubs  tucées 

m  us  SIIFACBS  ALGÉBIIQIIBS  ('); 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

l^sdeux  Mémoires  de  M.  Cremona  constituaient  un  grand  pro- 
g^^s  dans  Tétude  des  transformations  rationnelles  réciproques,  cl 
ils  ont  révélé)  par  rapport  à  ces  transformations,  une  foule  de 
Impositions  dont  la  notion  n'était  pas  acquise  à  la  science, 
avec  la  généralité  qu'elles  comportent.  C'est  dans  les  travaux  de 
"*•  Cremona  qu'on  voit  apparaître  d'abord,  et  d'une  manière  géné- 
^^^'i  des  courbes  de  tous  les  degrés  dont  les  points  répondent  à  un 
f^^^i  imique  de  l'autre  figure.  La  jacobicnne  du  réseau  des  courbes 
"Ordre  /i,  correspondant  aux  droites  de  l'autre  figure,  se  décom- 
pose en  courbes  plus  simples,  comme  l'avait  remarqué  M.  Hirst,  etc. 

^ne  proposition  nouvelle  et  capitale  a  été  établie,  dans  ces  der- 


^')  yoir Bulieein,  t.  III,  p.  iSi 
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niers  temps,  sur  les  transforma tious  de  M.  Crcmona.  On  a  reconnu 
qu  elles  peuvent  toutes  se  ramener  à  une  suite  de  transformations 
quadratiques.  En  d'autres  termes,  on  peut  toutes  les  réaliser  en 
employant  successivement  et  d'une  manière  convenable  l'homo- 
graphie et  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Ces! 
là  assurément  un  fait  important  \  mais  nous  ne  savons  à  qui  en  at- 
tribuer la  découverte.  M.  Nother  l'a  publié  le  5  janvier  1870,  dam 
une  Note  des  Gbttinger  Nachrichten,  et  il  a  plus  tard  donné  sa 
démonstration  dans  un  Mémoire  important  inséré  au  tome  III  dei 
Mathematische  Annalen.  D'autre  part,  M.  Cayley,  dans  un  Mé- 
moire sur  lequel  nous  aurons  à  revenir,  et  qui  a  été  publié,  en  mai, 
dans  les  Proceedings  de  la  Société  iMathématique  de  Londres, 
annonce  que  ce  théorème  a  été  rencontré  par  M.  Clifford.  Du  reste, 
le  Mémoire  de  M.  Cayley  avait  été  présenté  à  la  Société  dans  la 
séance  du  11  mars  1869,  et  nous  voyons  que,  dans  cette  séance, 
M.  Clinbrd  a  fait  une  Communication  sur  les  transformations  qua- 
dratiques. Enfin  M.  Rosanes,  dans  un  Mémoire  publié  dans  le 
tome  LXXIU  du  Journal  de  Borchardt,  indique  la  même  proposi- 
tion comme  nouvelle,  et  il  est  clair  que  les  trois  géomètres  dont  nous 
venons  de  citer  les  noms  ont  fait  et  publié  leurs  recherches  d'une 
manière  aI)solumcnt  indépendante.  Nous  ne  devons  pas  d'ailleurs 
regnîtter  cette  coïncidence,  car  elle  nous  a  valu  deux  démonstrations 
élégantes,  celle  de  M.  Nother  et  celle  de  M.  Rosanes.  Nous  ne 
connaissons  pas  celle  du  géomètre  anglais,  M.  Clillord,  et  même,  n 
nous  en  croyons  des  renseignements  qui  nous  ont  été  donnés, 
M.  Clillord  n'avait  été  conduit  que  par  Tinduction  à  la  proposition 
(|ue  nous  venons  de  signaler. 

Un  fait  des  plus  intéressants  avait  été  laissé  de  côté  dans  les  arti- 
cles précédents.  Pour  le  faire  mieux  comprendre,  et  pour  compléter 
«Hîs  articles,  nous  allons  faire  connaître  les  tables  de  MM.  Cremona 
et  Cayley,  donnant  les  transformations  jusqu'au  i  o*  ordre  (  *  ) . 

n  désigne  l'ordre  de  la  transformation,  qui  est  aussi  celui  de 

la  transformation  rcciproc/ue; 
of-i  est  le  nombre  de  points  multiples  d'ordre  1. 

Les  nombres  mis  au  bas  du  tableau  indiquent  les  numéros  d'ordre 
servant  à  désigner  les  transformations. 


(')  Nous  extrayons  ces  taMeii  du  Mémoire  dt^J^  ciléde  M.  Cayley. 
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D  y  1  dans  ce  tableau  des  transformations  réunies  par  couples,  au 
moyen  d'accolades  :  ce  sont  les  transformations  conjuguées  ou  réci- 
procpies.  Dans  les  autres,  le  nombre  de  points  multiples  de  même 
espèce  est  le  même  pour  la  transformation  directe  et  la  transforma- 
tion réciproque. 

Mais  on  remarque  que,  quand  les  transformations  directes  et  in- 
ferses  ne  présentent  pas  les  mêmes  nombres  de  points  multiples  de 
chaque  espèce,  cependant  les  deux  séries  de  nombres  sont  les  mêmes, 
quoique  leur  ordre  ne  soit  pas  le  même. 

Ainsi,  pour  les  deux  transformations  conjuguées  du  6'  ordre,  on 
i4^i3  pour  les  deux  transformations.  Mais,  pour  Tune,  4  est  le 
nombre  des  points  simples  fondamentaux;  pour  l'autre,  c'est  le 
nombre  des  points  doubles. 

Ce  fait  curieux  avait  été  signalé  par  M.  Cremona;  M.  Clebsch  en 
I  donné  une  belle  transformation  dans  un  court  article  inséré  au 
lome  IV  des  Alathematische  Annalen  {Zur  Théorie  der  Cremo- 
naschen  Transformationen,  p.  ^go), 

[A  suwre.) 


MnCE  su  U  fil  N  JBiHiDtDSTB  tlDHBlT. 

J.-A.  GaunEET  naquit  le  7  février  1797  à  Halle-sur-la-Saale,  où 
son  père  exerçait  la  profession  d'imprimeur.  U  suivit  les  classes  du 
Faedagc^um  de  l'Orphelinat  de  cette  ville,  et  y  étudia  les  Mathé- 
matiques, principalement  sous  la  direction  de  MoUweide.  Se  desti- 
nant a  rarchitccture,  il  se  fît  inscrire,  en  181 5,  à  TUniversité  de 
Halle,  où  professait  alors  le  célèbre  Jean-Frédéric  PfalT.  Bientôt, 
cependant,  attiré  par  la  réputation  de  Gauss,  il  partit  pour  Gœt- 
tingue,  ayant  déjà  renoncé  à  la  carrière  d'architecte,  pour  se  consa- 
crer définitivement  à  Tétude  des  Mathématiques.  Le  ao  octobre  1 820, 
il  obtint,  devant  la  Faculté  de  Philosophie  de  TUniversité  de  sa  ville 
natale,  le  grade  de  docteur,  après  un  examen  soutenu  cum  laude, 
et  dans  lequel,  ainsi  que  sa  dissertation  :  De  resolutione  functionutn 
fractarum  in  fractiones  simplices  partiales,  le  diplôme  porte  que 
doctrinœ  soUditatem  et  copiam  abunde  probai^erat.  Cette  disser- 
tation a  été  publiée  plus  tard  (1822),  avec  d'autres  Mémoires,  a 
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Altona,  sous  le  titre  :  MiUhematische  jihhandlungen.  Erste 
Sanmilung. 

Peu  de  temps  après  sa  réception,  pendant  un  voyage  qu*il  faisait 
pour  sa  santé  (Pâques  1821),  Grunert  fut  déterminé  par  le  Consis- 
torial  und  Schulrath  Matthias,  de  Magdeboui^,  à  accepter  une 
chaire  de  Mathématiques  et  de  Physique  au  gymnase  de  Torgau,  où 
il  fut  installé  le  3o  avril  1 8a  i .  Là  il  dut  renouveler  de  fond  en 
comble  tout  renseignement.  En  même  temps,  il  occupait  à  Torgao 
la  place  de  professeur  à  l'Ecole  militaire  de  la  6*  division  et  celle  de 
membre  de  la  Commission  militaire  d'examen.  Eln  1827,  il  devint 
professeur  titulaire. 

A  Pâques  1828,  il  fut  envoyé  comme  professeiu*  de  Mathémati- 
ques au  gymnase  de  Brandebourg-sur-la  Havel.  C'est  là  qu'il  termina 
le  Dictionnaire  de  Kliigel,  déjà  continué  par  son  ancien  maître 
Mollweide.  C'est  vers  la  même  époque  qu'il  rédigea  ses  «  Traités  à 
l'usage  des  classes  moyennes  et  supérieiu*es  des  gymnases  »,  Traités 
dont  quelques-uns  ont  eu  jusqu'à  présent  sept  éditions. 

Ses  travaux  avaient  attiré  sur  lui  l'attention  à  Berlin,  celle  du 
Schulrath  Schulz;  si  bien  qu'à  l'automne  de  i833  il  fut  nommé 
professeur  ordinaire  à  l'Université  de  Greifswald,  où  il  a  enseigné 
pendant  près  de  trente-neuf  années.  Il  succédait  à  Jean-Charles 
Fischer  (mort  en  mai  i833}.  Le  4  novembre  i833,  il  entra  au  Sénat 
de  l'Université.  Quand  il  arriva  à  Greifswald,  aucun  des  fonction- 
naires ne  savait  rien  de  sa  nomination,  dont  lui-même  apporta  la 
première  nouvelle. 

Lorsque,  en  i838,  fut  fondée  l'Académie  d'Agriculture  d'Elldena, 
il  y  fut  chargé  de  tout  l'enseignement  des  Mathématiques  pures  et 
appliquées.  Ce  n'est  que  dans  les  dernières  années  de  sa  vie  qu'il 
renonça  à  cette  fonction,  devenue  trop  laborieuse  pour  lui. 

Jusqu'au  milieu  de  Tannée  1860,  il  fut  le  seul  représentant  des 
Mathématiques  à  l'Université  de  Greifswald,  bien  que  depuis  long- 
temps il  ne  cessât  de  solliciter  la  nomination  d'un  second  profes- 
seur. Eu  i838,  on  était  entré  eu  négociations  avec  lui  pour  lui  faire 
accepter  la  chaire  d'Astronomie  à  l'Université  de  Bonn;  mais  ces  né- 
gociations n'aboutirent  pas. 

En  i8j8  eut  lieu  le  vingt-cinquième  anniversaire  de  l'entrée  de 
Grunert  comme  professeur  au  Sénat  de  Greifswald.  Le  3  novembre, 
veille  de  ce  jour,  les  étudiants,  ses  élèves  en  tète,  exécutèrent  en 
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sou  honneur  une  marche  solennelle  aux  flambeaux,  et* lui  présen- 
tèrent une  adresse  de  félicitations,  avec  une  couronne  de  laurier  en 
argent. 

Le  jubilé  cinquantenaire  de  son  doctorat,  le  4  octobre  1870,  fut, 
à  cause  des  événements,  fêté  seulement  dans  un  cercle  très-étroit. 
Naturellement,  l'Université  de  Halle  avait  renouvelé  son  diplôme  ; 
le  roi  lui  conféra  en  môme  temps  l'ordre  de  TAiglc  rouge  avec 
la  rosette.  Par  contre,  le  jubilé  de  son  entrée  en  fonctions,  lu 
3o  avril  1871,  fut  célébré  avec  éclat.  La  veille  au  soir,  il  y  eut  une 
marche  aux  flambeaux.  Le  jour  même,  vifirent  de  nombreuses  dé- 
putations,  de  la  ville  et  du  dehors.  Ses  élèves  lui  oUrirent  un  su- 
perbe album  de  photographie  avec  leurs  portraits. 

Cependant  il  ne  lui  restait  guère  plus  qu'une  année  pour  exercer 
son  infatigable  activité.  Le  7  juin  1872,  après  une  courte  maladie, 
il  est  mort  dans  les  bras  de  la  seule  iillc  qui  lui  restât. 

Grunert  s'était  marié  deux  fois;  il  a  vu  ses  deux  épouses  descendre 
avant  lui  au  tombeau.  Son  Gis  unique  avait  succombé  aux  suites  des 
fatigues  de  la  campagne  de  Bohème  en  1866;  déjà  auparavant  il 
avait  perdu  sa  fille  la  plus  jeuqe.  Il  ne  lui  restait  plus,  dans  les  der- 
nières années  de  sa  vie,  que  sa  fille  ainée,  objet  chéri  de  son  affec- 
tion. 

Pour  ses  élèves,  Grunert  était  plutôt  un  ami,  un  guide  paternel 
qu'un  maître  sévère.  Son  enseigneuient  était  clair  et  précis;  il  avait 
mis  à  profit,  pour  le  perfectionnement  de  sa  méthode,  le  temps 
qu'il  avait  passé  à  professer  dans  les  gymnases.  Sa  riche  bibliothèque 
était  toujours  ouverte  à  ses  élèves,  et  compensait  les  lacunes  consi- 
dérables de  la  bibliothèque  de  l'Université. 

Grunert  était  d'une  taille  élevée,  avec  un  léger  embonpoint.  Dès 
sa  jeunesse,  sa  tète  avait  grisonné,  et  l'auteur  de  cette  Notice  ne  l'a 
jamais  connu  qu'avec  des  cheveux  blancs.  Son  visage,  sillonné  de 
rides,  témoignait  à  la  fois  de  sa  bienveillance  pour  tous  et  de  sa  pro- 
fonde intelligence.  Il  était  d'une  rare  activité,  comme  le  prouvent 
ses  nombreux  écrits,  dont  le  chillre  total  doit  dépasser  cinq  cents. 
Sa  distraction  était  le  petit  jardin  derrière  sa  maison.  Quand  on  ne 
le  trouvait  pas  dans  son  hospitalière  chambre  de  travail,  c'est  au 
milieu  de  ses  chères  fleurs  qu'on  était  sur  de  le  rencontrer. 

MaXIMïLÏEN  CuttTZE. 
Thoro,  le  19  juillet  1872. 
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Grunert*était  membre  des  Académies  des  Sciences  de  Vienne,  de 
Munich,  de  Stockholm,  d'Upsala,  de  Pragne,  de  Pest,  de  Cracovie, 
d'Erfurt,  de  la  Société  des  Sciences  de  Gôrlitz,  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  de  la  Société  Physio- 
graphiquc  de  Lund,  de  la  Société  dunkerquoise  pour  l'encourage- 
ment des  Sciences,  de  la  Société  Mathématique  de  Hamboui^,  de  la 
Société  Copemicicnne  des  Sciences  et  Arts  de  Thom,  de  la  Société 
de  Mathématiques  d'Ulm,  de  la  Société  Astronomique  de  Leipzig, 
des  Sociétés  des  Naturalistes  de  Danzig,  de  Halle,  de  Marbourg,  de 
Leipzig. 

En  1866,  il  obtint  le  titre  de  Conseiller  intime  de  régence.  Il 
était  décoré  de  l'Aigle  rouge  de  Prusse  de  3*  classe  avec  la  rosette; 
Chevalier  de  l'ordre  impérial  de  François-Joseph,  de  Tordre  royal 
de  rÉtoile  polaire  de  Suède,  de  Tordre  royal  italien  de  Saint-Mau- 
rice et  Lazare;  Officier  de  Tordre  de  la  Couronne  d'Italie  et  de 
Tordre  grand-ducal  badois  du  Lion  de  Zahringen. 
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RBVÏÏB  DES  PUBLICATIONS  PÊRIODIQÏÏBS. 

DECIMA  RIVISTA  DI  GIORNALI,  presenuta  al  R.  Istituto  Ve- 
ncto,  Gennajo  1870-Maggio  1871,  dal  prof.  Giusto  Bellavitis, 
membro  efTettivo  del  R.  Istituto  Veneto  di  Scicnze,  Lettere  ed 
Artî  (Elstratto  dai  vol.  XV-XVI,  série  III,  degli  Atti  dell*  Istituto 
stesso)  (^). 

A  une  époque  où  ni  la  France,  ni  TAllemagne  n'avaient  de  pu- 
blications consacrées  au  compte  rendu  et  à  l'analyse  des  diiïerents 
travaux,  M.  le  professeur  G.  Beliavitis,  bien  connu  des  géomètres, 
avait  songé  à  combler  cette  lacune  en  publiant  régulièrement,  comme 
annexe  aux  Actes  de  l'Institut  Vénitien,  des  comptes  rendus  plus 
ou  moins  développés  des  analyses  des  autres  journaux.  La  dixième 
Revue,  que  nous  avons  sous  les  yeux,  et  qui  d'ailleurs  parait 
plus  étendue  que  les  précédentes,  comprend  227  pages  in-8^,  con- 
sacrées surtout  à  l'analyse  des  travaux  d'Algèbre  et  de  Géométrie, 
{>arus  dans  les  différente  p^ys*  Grâce  aux  travaux  et  aux  publica- 
tions de  M.  Hoùel,  le  calcul  des  équipollences  est  enfin  connu  et 
apprécié  en  France;  aussi  M.  de  Bellavitis  note-t-il  avec  une  satis- 
faction bien  légitime  les  différents  articles  dans  lesquels  des  profes- 
seurs distingués  appliquent  les  principes  de  ce  calcul  à  la  solution 
des  questions  d'Algèbre  ou  de  Géométrie.  Pour  donner  une  idée  des 
articles  analysés,  nous  citerons  les  suivants  : 

Catalan.  —  Note  sur  la  partition  des  nombres.  (4  p.) 

LusAicr,  LioivNBT,  Brocaro,  Fermât,  Françoisb  (L),  Transon,  Fourbt,  La- 
GDERRB,  Gbnogchi,  Ermaivska,  Picart,  Babhr,  Wetr.  (Questioos  ^e&  Nouvelles 
Annales.) 

HocsBL.  —  Deux  figures  homographiques  peuvent-elles  être  placées  de  ma- 
nière à  devenir  homologiques  ?  (  iVbiipW/<rf  Annales.) 

Maisano  (G.-B.).  —  Sur  la  loi  des  dérivées  générales  des  fonctions  de  fonc- 
tions et  sur  la  théorie  de  la  partition  des  nombres. 

BELLAvms.  —  Analyse  des  probabilités. 

(*)  Dixième  Retnie  des  Journaux^  présentée  à  rinstitut  royal  Vénitien  (JanTier  1870- 
■ii  1871),  par  M.  le  professeur  G.  Bellavitis,  Membre  titulaire  de  l'Institut   royal 
Vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts.  (Extrait  des  t.  XV  et  XVI,  3*  série  des  Acte 
de  cet  Institut.) 

BnU.  des  Sdences  mathém.  et  asiron.,  t.  Hl.  (Octobre  1873.)  19 
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Cassani  (P.).  —  Sur  la  conique  des  neuf  points  et  des  neuf  droites.  (Giornak 
di  MatematichCf  1869.) 

FoRTi  (A.).  —  Tables  de  logarithmes. 

Vantin.  —  Des  méthodes  abrégées  pour  extraire  les  racmeB.  {F'rogrmmme  tU 
V École  technique  de  Ficence.) 

Mabsano.  —  Note  sur  une  question  de  position  des  nombres. 

Grifftths  (  W.-H.-B.]>  Lsmoine.  —  Sur  les  cerclas  et  points  remarquables  du 

triangle.  (Article  suivi  d'une  nomenclature  complète  relative  aux  œrcleBdes 
neuf  points  et  aux  questions  qui  s'y  rattachent. 

Bbltrami.'—  Recherches  sur  la  Géométrie  des  formes  cubiques.  [Mémoires de 
l* Institut  de  Bologne,) 

Gerono.  —  Propriétés  d'un  déterminant. 

Elus.  —  Formules  d'Algèbre.  [Quart,  Journal,) 

Vallès  (F.).  —  Des  formes  imaginaires  en  Algèbre. 

ZuRRiA.  —  Sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

Betti.  —  Sur  les  espaces  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions. 

Nous  avons  reçu  aussi  deux  livraisons  de  la  undecima  Jtitnsta; 
nous  en  rendrons  compte  quand  le  Volume  sera  termine. 

G.  D. 

ZEITSCHRIFT  fur  Mathematik  xjnd  Phtsik,  herausgegeben  voi^ 
D'  O.  ScHLOMiLCB,  D'  E.  Kahl,  und  D'  M.  Castor  (*). 

T.  XVI-,  1871. 

Hegek  (R).  —  Formules  fond  amentales  de  la   Géométrie  d& 
V espace  en  coordonnées  homogènes  (Addition  à  un  Mémoire  pré- 
cédent, t.  XV  du  même  Journal).  (4i  p.) 

Friedleiw  (G.).  —  Le  Calcul  de  f^ictorius,  (87  p.) 
Cette  étude  historique  est  le  complément  de  travaux  publiés  par 
Tauteur  au  tome  IX  du  même  Journal. 

Weyr  (Em.).  — Sur  les  courbes  algébriques  dont  les  points 
sont  en  relation  uniforme  avec  une  ^mriable.  (3  p.) 

L'auteur  considère  les  courbes  pour  lesquelles  les  coordonnées 
de  chaque  point  s'expriment  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre 

(')  \  OIT  Bulletin  y  t.  I,  p.  Sq. 
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1,  et  il  fait  remarquer  qu'entre  les  trois  Taleurs  de  1  correspon- 
dant à  trois  points  en  ligne  droite  il  doit  y  avoir  une  équation 

C'est  de  cette  équation  que  l'auteur  déduit  plusieurs  propositions 
connues  sur  les  tangentes  doubles,  les  points  d'inflexion  de  ces 
courbes. 

ScHUBEiLT  (H.).  '^  Propriétés  élémentaires  reLuwes  au  triangle . 

11  s'agit  du  cercle  des  9  points  et  de  questions  qui  s'y  rattachent. 

FaÔLiCH  (O.).  —  Sur  la  théorie  de  la  température  terrestre. 
(a3p.) 

L'auteur  reprend  et  développe  les  méthodes  que  Poisson  et 
Trallcs  ont  données  pour  déterminer  cette  température.  Le  travail 
se  termine  par  la  comparaison  de  ces  deux  méthodes. 

WiEHEU  (Chr.).  —  Sur  la  rectification  mécanique,  aussi  exacte 
que  possible,  d'un  arc  déterminé,  comme  application  des  principes 
du  calcul  des  probabilités.  (12  p.) 

KôTTEaiTzscH  (Th.).  —  Solution  du  problème  général  de  Vé- 
lectrostatique.  (21  p.) 

L'auteur  a  développé  ses  recherches  dans  un  Ouvrage  dont  nous 
rendrons  compte. 

Thomae  (J.).  —  Intégration  de  l'équation  aux  différences 

(m- X -f- 1)  (n-f- X -f  i)  A»9  (n) -f- (a-4- 6/1)  A<p  (n) -h  C9  (n)  =  o. 

(la  p.) 

Friscbauf  (J.).  —  TTiéorie  desjaisceaux  de  rayons  dans  l'es- 
pace. (4  p*) 

Affolter  (G.).  —  Problème  de  Géométrie.  (2  p.) 
Etant  données  quatre  sphères,  en  construire  une  cinquième  qui 
coupe  les  quatre  premières,  chacune  sous  un  angle  donné. 

Jordah  (  W.).  —  Sur  l' intercalation  d'un  point  trigonométrique 
dans  un  réseau  donné  de  triangles,  d'après  la  méthode  des  moin- 
dres carrés.  (4  p) 

>9- 
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Stolz  (O.).  —  Développement  analytique  des  formules  fonda- 
mentales de  la  Trigonométrie  sphérique  avec  une  entière  géné- 
ralité. (i2  p.) 

On  sait  que  les  formules  de  la  Trigonométrie,  telles  qu'on  les 
donne  habituellement,  ne  s'appliquent  qu'aux  triangles  dont  les 
cotés  sont  inférieurs  à  2  droits.  D'un  autre  côté,  on  adopte  en  Géo- 
métrie analytique  des  conventions  relatives  aux  signes,  et  qui  ne 
forment  pas  toujours,  avec  les  précédentes,  un  ensemble  satisfaisant. 

L'auteur  établit,  sans  aucune  restriction,  toutes  les  formules,  en 
les  déduisant  de  la  Géométrie  analytique.  On  pourra  consulter  à  ce 
sujet  la  Tlieoria  motus  de  Gauss  et  un  Ouvrage  plus  récent  de 
Mobius  [Leipziger  Berichte,  18605  p.  52  et  suiv.). 

Bachmamn  (P.).  —  Sur  la  théorie  des  formes  quadratiques. 
(lop.) 

Exposition  simple  et  élémentaire  des  propriétés  importantes  des 
formes  quadratiques  binaires.  L'auteur  renvoie  fréquemment  aux 
(excellentes  Leçons  de  Dirichlet,  dont  nous  avons  rendu  compte. 

MosT  (R.)-  —  *^"'*  V application  du  Calcul  différentiel  à  indices 
tiuelconques  à  l'intégration  des  équations  différentielles,  (26  p.) 

L'auteur  commence  par  démontrer  et  développer  les  principales 
propositions  établies  par  M.  Liouville,  et  en  dernier  lieu  par 
M.  Grunwald  (t.  XII  du  Journal).  Il  fait  ensuite  l'application  de 
ces  propositions  à  la  série  liypcrgéométrique  de  Gauss,  et  à  une 
équation  plus  générale  d'ordre  m  qu'il  a  déjà  traitée  dans  le  tome  XV 
du  Journal. 

ScHENDEL  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  séries.  (17  p.) 

Il  s'agit  de  proposit'ons  présentant  des  analogies  avec  les  séries 

(le  Taylor  et  de  Maclaurin,  et  se  rapportant  à  une  fonction  continue 

<[uelcouque. 

Matthiessen  (L.).  —  Sur  l'intégrale  de  l'équation 

d'Y      d'X  — 
dx^      djr^ 
(il  p.) 

MoHR.  —  Sur  réchauffement  des  gaz  par  la  compression  et 
leur  refroidissement  par  la  dilatation.  (11  p.) 

Steinschi^eideii  (M.).  —  Copernic,   d'après  le  jugement  de 


i 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  293 

David  Gans,  astronome  juif,  quia  été  en  relation  avec  Tjcho 
Brahé.  (i  p.) 

Frikdlein. —  Addition  au  Mémoire  sur  le  Calcul  de  f^ictorius. 

(■p.) 

Geelle  (Fr.).  —  Note  sur  l'intégration  de  la  différentielle 

g  -h  6j?  -h  ■  »  ■  -4-  px^  dx 

A  -f-  B x  -f- . . .  -h  Px"  ^a-i-  ûx  -h  yx*' 
(3  p.) 

Enicepee  (A.).  —  Condition  pour  que  trois  cercles  se  coupent 
en  un  point.  (2  p.) 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  la  fraction  continue  qui  représente 
Ungz.  (2  p.) 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  un  développement  en  fraction  con- 
tinue des  fonctions  eulériennes  incomplètes.  (2p.) 

R08AIŒS  (J.).  —  Remarques  sur  une  équation  différentielle  de 
Jacohi.  (6  p.) 

HolzmCllee  (G.).  —  Sur  la  représentation  logarithmique  et 
les  systèmes  de  courbes  orthogonales  qui  s'en  déduisent.  (12  p.) 

Matthiesseiv  (L.).  —  Sur  les  lois  du  mouvement  et  de  l'apla- 
tissement des  ellipsoïdes  homogènes  en  équilibre  et  sur  les  chan- 
gements' qui  résultent   d'une   expansion  ou  d'une  condensation. 

(34  p.) 

Wesely  (J.).  —  Solution  analytique  et  géométrique  de  quel- 
ques problèmes  de  Photométrie,  et  description  d'un  nouveau  pho- 
tomètre. (17  p.) 

Euneper  (A.).  —  Remarques  sur  quelques  théorèmes  de  Géo- 
métrie. (12  p.) 

D  s'agit  de  la  construction  de  tangentes  à  des  courbes  décrites  par 
le  mouvement  d'une  figure  de  grandeur  invariable. 

Wetr  (Em.).  —  Sur  les  involutions  du  degré  supérieur,  (i  p.} 

Wetr  (Em.).  —  Sur  les  courbes  rationnelles.  (2  p.) 

Steirschneider  (M.).  —  Sur  le  Spéculum  astronomicum  d' Al- 
bert le  Grand  et  sur  les  écrits  qui  s'y  rapportent.  (4o  p.) 
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Jordan  (  W.).  —  Sur  le  degré  d'exactitude  des  opérations géo- 
désiques  simples.  (3i  p.) 

Thomae  (J.).  — Intégration  d'une  équation  aux  différences. 

Suite  du  Mémoire  indiqué  plus  haut. 

Weyr  (Em.). —  Sur  les  normales  aux  courbes  du  second  ordre, 

(6  p.) 

Zetzsche.  —  Recherche  des  axes  parallèles  pour  lesquels  un 
pendule  possède  la  même  durée  d'oscillation,  (3p.) 

HoRNSTEiN.  —  Sur  la  relation  entre  le  magnétisme  terrestre  et 
la  rotation  du  Soleil,  (i  p.) 

BuRMESTER  (L.).  — Principes  de  la  perspectiv^e  parallèle  oblique, 
(lap.) 

Hamburger  (M.).  —  Sur  le  dés^eloppement  des  fonctions  algé- 
briques çn  série.  (3o  p.) 

Les  recherches  de  l'auteur  se  rapportent  aux  importants  travaux 
de  M.  Puiseux  sur  les  fonctions  algébriques. 

MoHR.  —  Sur  les  rapports  de  la  force  réfractive  et  delà  nature 

chimique  des  corps,  (19  p.) 

MoHR.  — Sur  Vin  combustibilité  des  fils  tV  araignée  placés  au 

foyer  d'' une  lentille.  (2p.) 

Veltmakn  (W.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  détermi- 
nants,  (10  p.) 

Becker  (J.-C).  —  Sur  un  théorème  fondamental  de  la  théorie 
des  déterminants,  (5p.) 

Critiques  adressées  avec  beaucoup  de  justesse  à  la  plupart  des 
auteurs  sur  la  démonstration  de  ce  théorème  :  la  valeur  d'un  déter- 
minant ne  change  pas  quand  on  échange  les  lignes  et  les  colonnes. 

Becker  (J.-C).  —  Petites  remarques  de  Géométrie,  (5  p.) 

MoiiR.  —  Détermination  de  la  chaleur  spécifique  sous  volume 

constant^  et  expression  de  —  déduite  de  la  théorie  mécanique  de 

c 

la  chaleui\  (i  p.) 
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Le  ZeitschriJÏ  contient,  en  dehors  des  articles  originaux  qni  pré- 
oèdent,  une  partie  très-intéressante,  analogue  au  Bulletin  que  Ter- 
quem  a  publié  pendant  quelques  années  dans  les  Noux^elles  An- 
noies.  Ce  Bulletin  contient  une  liste  de  livres  nouveaux  de  Physique 
et  de  Mathématiques,  semblable  à  celle  que  nous  donnons  à  la  fin 
de  nos  numéros.  Deux  fois  par  an,  les  rédacteurs  publient  une  liste 
des  Mémoires  parus  dans  les  années  précédentes,  rangés  par  ordre 
de  matières,  et  sans  compte  rendu.  Enfin  la  partie  principale  est 
consacrée  aux  ouvrages  de  Mathématiques  et  de  Physique  parus  dans 
l'année.  Citons  les  ouvrages  suivants  : 

Der  Inquisitionsprocess  des  Galileo  Galilei,  E.  Wohlwill.  —  11  Processo 
Galileo,  Ghebamm. 

Die  Géométrie  und  die  Geometer  vor  Eukiides,  Brbtschneidba. 

Die  Sterblichkeit  in  Sachsen,  F.  Knapp. 

Vorâchule  und  An&mgsgriinde  der  descnptiven  Géométrie,  Scheruxg. 

Lehrbuch  der  neueren  Géométrie,  Staudigl. 

Die  Hanptaafgabeo  der  descriptiven  Géométrie  in  stereoskopischen  FigureD 
dtfgestellt,  ScHLOTKE. 

Ueber  ein  einfaches  Goordinatensystem  der  Geraden,  W.  Unverzagt. 

Die  Grundziige  der  graphischen  Rechnens  und  dor  graphischen  Stalik ,   G. 
V.  On. 

Théorie  der  Bewegung  und  der  Krâfie,  Schell. 

Uotersuchungen  iiber  die  Dioptrik  der  Linsensysteme,  Zinks:<ï-Sommer. 

Die  Atome  und  ihre  Bewegungen,  G.  Hatiseman?!. 

Mathematiscbe  Gec^raphie,  Hoffmann. 

Die  Spectralanalyse  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Sloffe  der  Erde  und  die 
Kttur  der  HimmelskÔrper,  Schbllbn. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires   des  séances  de  l'Académie 
DES  Sciences. 

T.  LXXIV,  1872.  (Janvier-Juin.) 

.   ^'^  15.  SéaKe  U  8  ivrU  I81i. 

SiLBERMANir  (J.).  —  Suitc  au  3Iémoire  sur  les  lois  des  marées 
atmosphérii/ues  et  les  conséijuences  qu'on  peut  en  tirer  au  point  de 
^me  du  système. 
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Jordan  (C).  —  Recherches  sur  les  substitutions. 

CoMBESCuRE  (Éd.).  —  Sur  un  système  particulier  d' équations 
aux  différences  partielles, 

Voîci  la  proposîlîon  énoncée  cl  démontrée  par  M.  Combescure  : 
«  Si  Zi,  Zt,.  •  •)  ^n  sont  des  fonctions  inconnues  des  variables  in- 
dépendantes j?i,  Xf^. . .,  x„^  et  que  Xi,  X^,. . .,  X.,  Zf,  Zt^.-.^Za 
soient  des  fonctions  données  quelconques  de  toutes  ces  quantités  : 
si  l'on  a  le  système 

(i)  <         <y^,  aor,  oXh 


C^X,  âXj  dXn 


on  intégrera  complètement  les  équations  aux  différences  ordinaires 
.  dxx dx, dxn dzi rfz, rfz» 

^^>       X"  xT x7-"z7""'"zr X* 

Soient 

les  intégrales,  résolues  par  rapport  aux  constantes  que  cette  inté- 
gration introduit.  Le  système  intégral  des  équations  (i)  est  repré- 
senté par 

|?i  (/>  fu'"y  fp)  =  0^ 
?»  (/"  f^*'  '  f  fp)  =  ^9 
f 
?'«(/i»  /i»-  '     y  fp)~Of 

où  f  1,  opt,. . .,  (fn  désignent  des  fonctions  arbitraires.   » 

jN""  16.  Séance  dn  15  avril  1872. 

BoussiîiESQ  (J.).  —  De  l'influence  des  forces  centrifuges  sur 
V écoulement  permanent  dans  les  canaux  prismatiques  de  grande 
liU'geur, 

Saint-Venant  (de).  —  Plasticodynamique ,  Sur  l'intensité  des 
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forces  capables  de  déformer,  av^ec  continuité,  des  blocs  ductiles, 
cylindriques,  pleins  ou  évidés,  et  placés  dans  div^erses  circon- 
stances. 

LoEWY. —  Noie  sur  la  découv^erte  de  deux  nouvelles  planètes 
©ef@. 

Ces  planètes,  à  peu  près  de  la  onzième  grandeur,  ont  été  décou- 
vertes, la  planète  (»»)  par  M.  Paul  Henry,  le  9  avril,  à  Paris  5  la  pla- 
nète @  par  M.  Borrelly,  le  10  avril,  à  Marseille. 

CoMBEScuEE  (Éd.).  —  Sur  un  procédé  d'intégration,  par  ap- 
proximations successii^es,  d'une  certaine  équation  de  la  Plastico- 
dynamique, 

D  s*agit  de  Téquation 

'4(^y-{S-^)'=4K-. 

No  17.  Sfiice  4i  22  iTril  1872. 

Faye.  —  Sur  les  études  photographiques  du  Soleil  récemment 
entreprises  à  l' Obsen^atoire  de  l'Infant  Don  Luiz. 

Saiht-Veiiaiit  (de).  —  Sur  un  complément  à  donner  à  une  des 
équations  présentées  par  M.  Leyypour  les  moui^ements  plastiques 
f*€d  sont  symétriques  autour  d'un  même  axe. 

11  s'agit  dans  cette  Note  de  la  troisième  des  six  équations  posées 
Poiu^la  Dynamique  des  solides  plastiques,  dans  le  cas  où  tout  reste 
*yxnétrîque  autour  d'un  axe  fixe  (*). 

Cette  équation  de  condition  né  convient  que  lorsque  la  plus 
Scande  et  la  plus  petite  des  pressions  normales  sont  dirigées  Tune 
l'autre  dans  le  plan  méridien  du  point  considéré,  ce  qui  n'a  pas 

njours  lieu  ;  elle  doit  être  remplacée  par  une  équation  de  condi- 
^^on  pouvant  convenir  aux  trois  cas  possibles,  dont  un  seul  a  été 
^^nsidéré  par  M.  Levy. 

Secchi  (le  p.).  —  Sur  quelques  particularités  de  la  constitution 
^u  Soleil. 

Jordan  (C).  —  Sur  les  formes  réduites  des  congruences  du 
a'  degré. 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XVI,  a*  série,  p.  3o8. 
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M.  Jordan  se  propose  de  résoudre  la  question  suivante  : 
«  Déterminer  le  nombre  des  solutions  de  la  congmence  du 
2'  degré  à  m  inconnues 

2ar«^r ^«^o(mod.  H), 

où  M  est  un  entier  quelconque.  » 

VoLPicELLi  (P.).  —  Solution  complète  du  problème  relatif  au 
cav^alier  des  échecs, 

ÏARRY.  —  Réclamation  de  priorité  pour  la  théorie  de  l'origine 
solaire  des  aiu'ores  magnétiques, 

«">  18.  Séance  dn  29  aTril  1872. 

Chasles.  —  Tliéorèmes  relatifs  aux  obliques  menées  par  les 
points  d'une  courbe  sous  des  angles  de  même  grandeur, 

M.  Chasles  présente  d'abord  un  aperçu  historique,  qu'il  est  utile 
de  faire  connaître  : 

«  On  mène  en  chaque  point  d'une  courbe  U»)  d'ordre  m,  une 
oblique  sous  un  angle  de  grandeur  donnée,  compte  à  partir  de  là 
tangente,  dans  un  sens  de  rotation  déterminé.  Ces  obliques,  qui 
offrent  une  généralisation  des  normales,  ont  été  considérées  en  pre- 
mier lieu,  il  y  a  plus  d'un  siècle  et  demi,  par  Réaumur  (*).  Leur 
courbe  enveloppe  a  été  appelée  alors  par  Fontenelle  développée 
imparfaite  (*).  Réaumur  démontre  que  le  point  où  l'oblique  d'un 
point  a  de  U;„  touche  la  courbe  enveloppe  est  situé  sur  le  cercle 
dont  le  diamètre  est  le  rayon  de  courbure  au  pbint  a  \  il  donne,  en 
outre,  l'expression  analytique  de  la  distance  du  point  de  contact 
au  point  a.  Au  commencement  de  ce  siècle,  Lancret  a  nommé  ces 
courbes  dé\*eloppoïdes,  et  en  a  étendu  la  conception  aux  courbes  i 
double  courbure  (*)  5  il  suppose  que  par  tous  les  points  d'une  courbe, 
plane  ou  à  double  courbure,  on  mène  des  droites  qui  se  rencontrent 
deux  à  deux  consécutivement,  en  coupant  la  courbe  sous  un  angle 
constant  ;  ces  droites  sont  les  tangentes  de  la  dé\feloppoïde,  ligne 
plane  ou  à  double  courbure,  suivant  que  la  proposée  est  elle-même 


(*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences f  année  1709,  p.  i.'ig,  i85. 

(')  Histoire  de  l'académie  pour  1709,  p.  64- 

(*)  Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  1,  1811,  p.  1. 
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plane  on  à  double  courbure.  C'est  principalement  aux  courbes  à 
double  courbure  qu'est  consacré  ce  travai-l,  qui  faisait  suite  à  un 
Mémoire  beaucoup  plus  important  Sur  la  théorie  générale  des 
courbes  à  double  courbure  (^).  Je  crois  que,  depuis  cette  époque, 
on  ne  trouve  à  citer,  concernant  la  développoïde  plane,  qu'un 
travail  assez  récent  de  M.  Dewulf  (■).  Dans  ce  travail,  M.  Dewulf, 
se  proposant  d'abord  de  démontrer  analytiquement  deux  théorèmes 
de  Steiner  concernant  les  normales  (*),  étend  ces  théorèmes  aux 
obliques.  Il  démontre  que  les  obliques  abaissées  d'un  point  sur  une 
courbe  d  ordre  m  ont  leurs  pieds  sur  une  autre  courbe  d'ordre  m  5 
d'où  il  conclut  qu'il  y  a  m'  obliques.  M.  Dewulf  appelle  cette  courbe 
d'ordre  m  première  polaire  inclinée.  Il  en  démontre  quelques  pro- 
priétés. 

»  On  voit  que  l'on  s'est  fort  peu  occupé  des  obliques  de  Réau- 
mur,  susceptibles  cependant  de  donner  lieu  à  une  théorie  fort  éten- 
due, comprenant  particulièrement,  sous  un  énoncé  général,  tout  ce 
^'on  a  trouvé  successivement  concernant  les  normales.  » 

M.  Chasles,  en  abordant  cette  théorie,  évite  la  complication  que 
la  double  condition  d'un  angle  de  grandeur  donnée  et  du  sens  de 
rotation  dans  lequel  il  doit  être  compté  apporte  en  Analyse,  en  in- 
troduisant la  considération  du  rapport  anharmonique,  d'après  le 
théorème  suivant  : 

Les  deux  côtés  d'un  angle  (A,  A'),  tournant  autour  de  son  som- 
met, rencontrent  la  droite  de  t  infini  en  deux  points  variables  a, 
1/,  éfui  sont  dans  un  rapport  anharmonique  constant  "k  avec  les 
deux  points  circulaires  e,  y*;  rapport  égal  à  —  i ,  dans  le  cas  de 
F  angle  droit  (*). 

Cette  conception  peut  se  généraliser  facilement  et  s'étendre  k 
l'espace  ('}.  La  théorie  des  obliques,  grâce  à  la  notion  du  rapport 
anharmonique  et  au  principe  de  correspondance,  ne  présente  aucune 
difficulté  de  plus  que  celle  des  normales  ^  il  y  a  cependant  un  point 


(*)  Mémoires  des  Savanes  étrangers,  t.  î,  1806,  p.  4 16. 

(*)  NomwelUs  JnnaUs,  t.  XVIII,  iSSg,  p.  3aa. 

(')  Journal  de  Mathématiques  de  LiouvilUt  t.  XX,  i855,  p.  36. 

(*)  Géométrie  supérieure  y  i85a,  p.  130. 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  18G6,  t.  V,  a"  série,  p.  337. 
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délicat,  et  parfois  difficile  :  c'est  la  recherche  et  la  détermination  du 
nombre  des  solutions  singulières. 

M.  Chasles  énonce  un  très-grand  nombre  de  théorèmes  concer- 
nant cette  théorie  des  obliques  et  en  démontre  quelques-uns,  comme 
exemples  du  procédé  général  de  démonstration. 

Citons  le  premier  de  ces  théorèmes  : 

Si  chaque  tangente  d'une  courbe  U^  coupe  une  courbe  U«  en  m 
points,  les  obliques  de  ces  points  se  coupent  deux  à  deux  sur  une 
courbe  de  tordre 

n' 

—  [2m(m-f-n  —  i)  —  3n  —  d']; 

n  et  /i'  sont  les  classes  respectives  des  courbes  U«,  \imj\  d'  est  le 
nombre  des  points  de  rebroussement  de  la  courbe  U^- 

Llxas  (F.).  —  Théorèmes  généraux  sur  l'équilibre  et  le  mouve- 
nient  des  systèmes  matériels, 

Héraud  (G.).  —  Marées  de  la  Basse-Cochinchine ;  détermina- 
tion des  ondes  diurnes  et  semi-diurnes. 

N»  19.  Séance  <i  6  aai  1872. 

BouRGET  (J.}.  —  Du  coejfftcient  économique  dans  la  Thermo- 
dynamique des  gaz  permanents. 

Le  Mémoire  de  M.  Bourget  a  pour  but  de  démontrer  qu'en  s'ap- 
puyant  uniquement  sur  les  lois  expérimentales  connues  de  Mariette, 
Gay-Lussac,  Dulong,  Regnault,  etc.,  on  peut  établir  rigoureuse- 
ment le  principe  du  rendement  théorique  maximum  des  machines 
à  air  5  de  sorte  qu'on  peut  rendre  la  Thermodynamique  des  gaz 
indépendante  de  tout  principe  de  métaphysique. 

DuRRAADE  (H.).  —  Propriétés  générales  du  déplacement  d'une 
figurée  de  forme  variable, 

M.  Durrande  suppose  qu'une  figure  se  déplace  et  se  déforme,  de 
manière  que  les  projections  des  vitesses  des  divers  points  soient  des 
fonctions  linéaires  de  leurs  coordonnées^  il  obtient  ainsi  plusieurs 
théorèmes  intéressants  qui  présentent  une  grande  analogie  avec  plu- 
sieurs des  propositions  connues  dans  le  cas  du  déplacement  d'une 
figure  invarialjle. 
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ElsTocQuois  (Th.  D*).  —  Note  sur  le  mouv^ement  de  l'eau  dans 
les  déi^ersoirs. 

Don  ATI.  —  Sur  les  aurores  boréales. 

Réflexions  sur  les  Notes  précédentes  de  MM.  Diamilla-Muller  et 
Tarry. 

K»  20.  Séuee  4i  13  iii  1872. 

Chasles.  —  Théorèmes  relatifs  à  la  théorie  des  obliques  d'une 
courbe. 
Suite  de  la  Communication  du  29  avril. 

iV  21.  Séuee  4i  29  mû  1872. 

Le  Verrier.  —  Mémoire  sur  les  théories  des  quatre  planètes 
supérieures  :  Jupiter,  Saturne,  Uranus  et  Neptune, 

M.  Le  Verrier  indique  en  ces  termes  l'objet  de  son  important 
travail  : 

ce  . . .  Les  travaux  que  j'ai  eu  Thonneur  de  présenter  à  T Acadé- 
mie, à  diverses  époques,  ont  montré  que  les  mouvements  de  la 
Terre  et  de  Vénus  sont  représentés  par  la  théorie  avec  toute  l'exac- 
titude que  comportent  les  observations.  Mercure  et  Mars  présen- 
tèrent, au  contraire,  des  incertitudes.  Les  difficultés  en  présence 
desquelles  on  se  trouvait  à  l'égard  de  ces  deux  dernières  planètes 
se  trouvèrent  toutefois  circonscrites  par  un  examen  attentif.  On  ar- 
riva à  reconnaître  que,  pour  tout  mettre  d'accord,  théorie  et  obser- 
vations, il  devait  suffire  d'augmenter  le  mouvement  séculaire  du 
périhélie  de  Mercure  et  le  mouvement  séculaire  du  périhélie  de 
Mars)  ce  qui  impliquait  qu'il  existât,  d'une  part,  dans  les  environs 
de  Mercure,  et,  de  l'autre,  dans  les  environs  de  Mars,  des  quantités 
notables  de  matières  dont  on  n'avait  point  encore  connaissance.  Ces 
déductions  se  sont  trouvées  vérifiées  à  l'égard  de  Mars  \  on  a  constaté 
que  la  matière  devait  être  ajoutée  à  la  Terre  elle-même,  la  masse  de 
notre  planète  ayant  été  estimée  trop  petite  de  \  environ.  La  véri- 
fication n'est  point  encore  complète  à  l'égard  de  Mercure. . ..  Mais 
la  théorie  de  Mercure  a  été  établie  avec  assez  de  soin,  et  les  passages 
de  la  planète  devant  le  Soleil  fournissent  des  observations  trop  pré- 
cises pour  qu'on  puisse  douter  de  l'exactitude  des  résultats. 

»  Des  recherches  analogues  sur  le  système  des  quatre  grosses  pla- 
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nètes  les  plus  éloignées  du  Soleil  offiriraient  un  intérêt  ;  elles  nous 
fourniraient  des  données  sur  la  matière  encore  inconnue  qui  pour- 
rait se  trouver  dans  ces  parages.  D  ne  serait  point  impossible  qu'on 
arrivât  ainsi  à  constater  l'existence  de  quelque  planète  située  au 
delà  de  Neptune,  et  à  circonscrire  l'espace  où  les  recherches  de- 
vraient être  tentées.  En  tous  cas,  on  aurait  préparé  les  matériaui 
nécessaires  pour  hâter  les  découvertes  à  venir. 

)>  La  première  partie  du  travail  qu'il  s'agit  d'effectuer  consiste 
dans  la  détermination  des  mouvements  que  chacune  des  quatre  pla- 
nètes éprouve  par  l'action  des  trois  autres.  C'est  cette  première 
partie  que  je  présente  aujourd'hui  â  l'Académie. . . . 

»  Deux  routes  peuvent  être  suivies  pour  arriver  à  la  détermina- 
tion des  inégalités  de  i*'  et  de  2*  ordre  par  rapport  aux  masses. 

»  Les  méthodes  dites  Ôl  interpolation, . . ,  ou  le  développement 
des  fonctions  perturbatrices,  ainsi  que  celui  des  inégalités  des  élé- 
ments sous  une  forme  algébrique  où  on  laisse  à  l'état  d'indétermi- 
nation tout  ce  qui  varie  avec  le  temps C'est  cette  seconde  marche 

qu'il  m'a  paru  nécessaire  de  suivre  pour  rendre  à  rAstronomie  un 
service  plus  sérieux. . .. 

»  Les  deux  fascicules  que  je  présente  â  l'Académie  comprennent 
les  théories  des  perturbations  de  Jupiter  par  Uranus  et  par  Nep- 
tune. Le  suivant  comprend  les  perturbations  de  Jupiter  par  Uranus 
et  par  Neptune.  \  icnncnt  ensuite  trois  fascicules  comprenant  les 
perturbations  d'Uranus  par  Jupiter,  par  Saturne  et  par  Neptune. 
Les  derniers  fascicules  comprennent  enfin  les  perturbations  de  Nep- 
tune produites  par  Jupiter,  par  Saturne  et  Uranus. 

Secchi  (le  P.).  —  Résumé  des  observ^ations  des  protubérances 
solaires  du  i*^  jam^ier  au  29  avril. 

GvF.ROi'LT  (G.).  —  Des  relations  qui  existent  entre  les  nombres 
de  vibrations  de  sons  musicaux  et  leurs  interv^alles .  Règle  à  cal- 
cul acoustique. 

y^  22.  Séaice  <a  27  iii  1872. 

Respighi.  —  Réponse  à  une  Note  précédente  du  P,  Secchi  sur 
quelques  particularités  de  la  constitution  du  Soleil. 

Berto  (V.).  —  Sur  la  détermination  des  limites  entre  lesquelles 
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se  trouve  un  nombre  premier  d'une  forme  donnée.  Solution  élé- 
mentaire dans  un  cas  particulier. 
Ce  Mémoire  a  pour  objet  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Soit  un  module  2p^=  a^b^. .  .y  et  soient  r,,  /'i,  Ts,.  . .,  r^g  les 
{a  —  i)(ft  —  i)...  — û*~'  i^' . . .  nombres  inférieurs  à  ce  module  et 
premiers  as^c  lui  (r,  r=  i ,  r^g  ^=  ip  —  i). 

«Si  la  différence  i  —  ( 1 h. ..H )  =i  —  s  est  positivée, 

entre  les  nombres  x  et — — - — - — r  x  (t  étant  une  fonction  des 

données  de  la  question  et  indéfiniment  décroissante  lorsque  x  aug- 
mente)^ il  existe  au  moins  a  g  nombres  premiers,  chacun  d'eux 
étant  de  l'une  des  formes  différentes 

^pX-^r,,     ^pjr-^r^y     7,py  -h  r„. . .,  ipy-^  r,^. 

Catlet  (A.).  —  Sur  une  surface  quadratique  aplatie, 
D  s'agit  dans  cette  Note  de  l'intersection  d*une  sphère  par  une 
mrface  quadratique  quelconque. 

Jordan  (C).  —  Sur  les  oscillations  infiniment  petites  des 
systèmes  matériels, 

M.  Somof,  étudiant  le  système  des  équations  qui  déterminent  les 
oscillations  très-petites  d*un  système  de  points  matériels  (  '  ),  montre 
que  l'équation  caractéristique  de  ce  système  n'a  que  'des  racines 
réelles,  mais  qu'elle  peut  avoir  des  racines  égales,  et  que,  néan- 
moins, si  elle  n'a  pas  de  racine  nulle,  le  temps  ne  figurera  jamais 
dans  l'intégrale  hors  des  sinus  et  des  cosinus.  M.  Jordan  se  propose 
d'établir  très-simplement  ce  résultat  intéressant  \  le  principe  de  sa 
démonstration  revient  à  faire  disparaître  les  rectangles  des  variables 
i  la  fois  dans  deux  formes  quadratiques. 

RiBAvcoum.  —  Note  sur  les  développées  des  surfaces. 

D'après  M.  Mannheim,  la  développée  d*une  surface  (A)  est  la 
surface  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  de  la  surface  (A). 
M.  Ribaucour  démontre  par  l'analyse  plusieurs  théorèmes  établis 
géométriquement  par  M.  Mannheim  (*)  *,  toutes  ses  démonstrations 


(*)  Mémoires  de  V Académie  de  Saine-Péeersboarg,  iSSg. 
(*)  Ccmpim  remdmt,  férrier  187a. 
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ont  pour  point  de  départ  la  formule  fondamentale  suivante 

du  -5 h  dv  -r-^  -H  aidu 

i  .                         /»                       ou  ôv  ^ 

(i)  -iang0  = 


ft(R,-.R.)rf.  +  rf.^|^Ç-rfa^5 


On  a  posé 

ds'=f'du^'^g'dv\^  =  K„    |=R., 

ds  étant  l'élément  linéaire  de  (A)  rapporté  aux  li^es  de  courbure, 
Ri  et  Ri  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (A)  au 
point  A^  on  prend  pour  axes  de  coordonnées  AX  tangente  à  la 
ligne  (i'),  et  A  Y  normale  à  (A)  çn  A. 

Soient  B  et  C  les  points  où  la  normale  en  A  à  (A)  touche  les 
deux  nappes  (B)  et  (C)  de  la  développée;  Ç  est  la  distance  au  point 
B  d'un  point  M  de  la  normale  en  B;  9  est  l'angle  que  le  plan  tan- 
gent en  M  à  la  normalie  déterminée  par  les  deux  points  B  et  B' 
(correspondant  respectivement  à  u,  i^  et  m  -h  dii,  i'-t-  rft^)  fait  avec 
le  plan  XAY. 

L'équation  (i)  est  relative  à  la  nappe  (B)  de  la  développée-,  il  y 
en  a  une  seconde  analogue  relative  à  la  nappe  (C). 

N""  23.  Séance  do  3  joio  1872. 

ViLLARCEAu  (Y.).  —  Sur  les  régulateurs  isochrones,  dérii^s  du 
système  de  Tf^att. 

La  dénomination  de  régulateurs  isochrones  désigne  actuellement 
les  régulateurs  capables  de  maintenir,  dans  les  mécanismes,  une 
vitesse  sensiblement  constante,  malgré  l'existence  de  variations 
très-considérables  dans  le  travail  moteur  ou  dans  le  travail  résis- 
tant ;  les  régulateurs  isochrones  présentent  deux  classes  distinctes  :  4 
la  première  appartiennent  ceux  qui  font  varier  le  travail  résistant. 

M.  Villarceau  établit  d'abord  une  théorie  générale,  en  étudiant 
les  conditions  relatives  aux  régulateurs  isochrones  et  communes  aux 
deux  classes;  il  discute  ensuite  les  propriétés  spéciales  appartenant 
aux  régulateurs  de  chaque  classe.  M.  Villarceau  a  fait  construire  un 
régulateur  de  la  deuxième  classe,  en  se  conformant  en  tous  les  points 
aux  indications  de  la  théorie  :  l'expérience  a  parfaitement  réussi  et 
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M.  Bréguet  dit,  en  parlant  de  la  construction  du  nouveau  régula- 
teur :  «  C'est  la  première  fois  qu'il  m'est  arrivé,  dans  ma  longue 
carrière,  de  voir  un  projet  entièrement  basé  sur  la  théorie  réussir  du 
premier  coup.  »  [Séance  du  lo  juin,  p.  i483.) 

Catlet  (A.).  —  Sur  les  surfaces  dwisibles  en  carrés  par  leurs 

lignes  de  courbure. 
Voici  le  théorème  énoncé  et  démontré  par  M.  Cayley  : 
Soient  6  une  fonction  arbitraire  de  A,  A;  et  x,  j^,  z  des  fonctions 

de  A,  ky  telles  que 

^  d^x        dQ  dx      dQ  dx 

''^  Q   à'z        ôQ  âz       ÔQ  âz  _ 

^^dhdJi      dh  dk      âk  ^A""^' 

dx  dx      âr  dy       dz   dz  

'dhlk'^tR'dk'^'dh'dk'^''' 

m 

Si  l'on  élimine  A  et  A  entre  les  trois  premières  équations  (i),  on  a, 
entre  a:,  y^  z,  l'équation  V  =  o  d'une  surface.  Les  équations 
A  =  const.,  A=  const.,  déterminent  les  deux  systèmes  de  lignes  de 
courbure  de  cette  surface,  et,  de  plus,  cette  surface  est  divisible  en 
carrés  par  ses  lignes  de  courbure. 

JoEDÀH  (C).  —  Sur  les  lignes  de  faîte  et  de  thalweg, 

Pàmbouh  ("**)•  —  *5^^  le  frottement  additionnel,  dû  à  la  charge 
des  machines. 

Bekcsha.  —  Ohser\fations  de  la  déclinaison  magnétique,  faites 
à  Batavia  et  à  Buitenzorg,  pendant  l'éclipsé  de  Soleil  du  12  dé- 
cembre 1871. 

Gead  (Ch.}.  —  «Sur  la  déclinaison  magnétique  en  jilgérie. 

N^'S^.  Séaiced8l0j8iil872. 

ViLLARCEAu  (Y.).  —  Sur  le  régulateur  à  ailettes  construit  par 
M.  Bréguet. 

Maeie  (M.).  —  Détermination  du  point  critique  oh  est  limitée  la 
région  de  convergence  de  la  série  de  Taylor. 

Mmli.  Jet  SeUneei  mathém.  ei  Mtrom.,  t.  III.  (Octobre  1873.)  20 
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RiBAucoim  (A.). —  «Sur  la  théorie  des  lignes  de  courbure. 

M.  Ribaucour  se  propose  de  déterminer  a  priori  tous  les  cas  où 
l'intégration  de  l'équation  des  lignes  de  courbure  peut  être  effectuée 
d'une  manière  explicite. 

NO  25.  Sé»ee  ds  10  [m  1872. 

Secchi  (le  P.).  —  Réponse  aux  obsen^ations  présentées  par 
M.  Respighi  sur  quelques  particularités  de  la  constitution  du 
Soleil. 

Roger  (E.).  —  Théorie  des  phénomènes  capillaires.  (3*  Mé- 
moire.) 

CoMBEScuRE  (Éd.).  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  surfaces. 

M.  Gombescure  établit  que,  si  x^jr^  z  sont  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  d'une  surface,  regardées  comme  des  fonctions  de 
deux  paramètres  arbitraires  a  et  P,  il  y  a  une  relation  entre  les 
deux  quantités 

c?a»  "*■  doc'       dcc''  d^'  '^  d^*  "*"  d^»' 

lorsque  a  =  const.  et  j3  =  const.  sont  respectivement  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface  considérée  ^  et,  à  cette  occasion,  il  a  fait  re- 
marquer que  la  fonction  6,  qui  entre  dans  les  équations  de  M.  Caj- 
iey  (séance  du  3  juin),  n'est  pas  tout  à  fait  arbitraire. 

Genocchi  (A.).  —  Sur  l'intensité  de  la  chaleur  du  Soleil  dans 
les  régions  polaires. 

En  présentant  à  T Académie  un  résumé  des  recherches  qu'il  a 
faites  sur  cette  question  et  qui  ont  été  développées  dans  les  BuUe^ 
tins  de  V Institut  Lombard,  8  février  1872,  M.  Genocchî  réfute  plu- 
sieurs assertions  émises  par  Plana  (  *  ) . 


(')  On  sait  que  plusieurs  personnes  avaient  cru  Toir  dans  les  formules  de  PUbs 
une  démonstration  par  le  calcul  de  l'existence  d'une  mer  libre  au  pâle. 
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MÉLANGES. 

m  m  nitBtn  uutif  a  la  cohtdidité  m  fohctiohs; 

Pàb  M.  G.  DARBOUX. 

Parmi  toates  les  dëmonstrations  connues  du  théorème  fonda- 
mental de  la  théorie  des  équations,  une  des  plus  simples  et  des  plus 
fréquemment  reproduites  est  certainement  celle  que  Cauchy  a  don- 
née dans  le  Cours  d' Analyse  algébrique  (^).  L'illustre  géomètre, 
voulant  démontrer  que  toute  équation  algébrique  f{^z)=o  a  une 
racine  réelle  ou  imaginaire,  établit  d'une  manière  irréprochable  que 
le  module  R  de  la  fonction  f{z)  ne  peut  avoir  d*autre  minimum 
que  zéro.  Sa  démonstration  a  été  beaucoup  simplifiée  et  reproduite 
a?ec  d'heureux  éclaircissements,  que  nous  recommandons  à  l'atten- 
tion des  professeurs,  dans  la  nouvelle  édition,  déjà  presque  épuisée, 
du  Cours  d'Algèbre  supérieure  de  M.  Serret  (*).  Cependant  la 
démonstration  de  Cauchy  et  toutes  celles  qu'on  peut  lui  substituer, 
et  qui  sont  fondées  sur  la  théorie  des  cdhtours,  pèchent  en  un  point 
essentiel,  que  M.  O.  Bonnet  a  signalé  le  premier.  Elles  admettent 
toutes,  en  effet,  que  si  une  fonction  continue  reste  comprise  entre 
deux  limites  fixes,  et  ne  décroit  pas,  par  conséquent,  au-dessous 
d'une  certaine  quantité,  elle  atteint  nécessairement  la  valeur  qui 
tnarque  la  limite  inférieure  de  toutes  celles  quelle  peut  avoir. 

Ainsi  la  démonstration  de  Cauchy  prouve  bien  que,  si  le  module 
a  un  minimum,  ce  minimum  ne  peut  être  que  zéro^  mais  l'existence 
même  de  valeurs  faisant  acquérir  au  module  cette  valeur  minimum 
n'est  pas  démontrée  et  demeure  sujette  à  contestation.  On  peut 
d'aiUeurs  former  des  fonctions  prenant,  par  exemple,  toutes  les  va- 
leurs supérieures  à  un  nombre  a,  sans  acquérir  jamais  une  valeur 
égale  à  ce  nombre.  Il  est  vrai  que  ces  fonctions  ne  sont  pas  conti- 
nues ^  mais,  du  moment  qu'un  principe  n'est  pas  vrai  pour  toutes 
les  fonctions,  et  que,  d'ailleurs,  il  n'est  pas  contenu  clairement  dans 

(  ■  )  Court  d' Analyse  de  V École  royale  Polytechnique,  par  M.  Augastin-Louit  CADcar, 
laféniear  des  Ponte  et  Chaussées,  Professeur  d'Analyse  à  l'École  Polytedinique,  etc. 
i'*  Partie  :  Analyse  algéh-ique.  Imprimerie  Royale,  i8ai. 

(*)  Cours  d'Algèbre  supérieure,  fMir  J.-A.  SnRiT,  Membre  de  l'inatitat,  3*  édition 
Paris,  Gauthier^Villars,  1866. 

20« 
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la  dëfinition  des  fonctions  continues,  il  devient  indispensable  d'en 
donner  la  démonstration. 

Je  me  suis  donc  proposé  d'établir  rigoureusement  la  proposition 
qui  suit  : 

Si  une  fonction  continue  de  deux  variables  prend,  pour  tous 
les  points  situés  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé,  des  valeurs  qui 
demeurent  comprises  entre  deux  nombres  H  et  K,  elle  obtient  né- 
cessairement, pour  un  système  au  moins  de  valeurs  des  deux  va- 
riables indépendantes,  la  valeur  qui  marque  la  limite  minimum 
ou  maximum  de  toutes  les  valeurs  quelle  peut  prendre. 

J'ai  vu,  dans  le  Journal  de  Borchardt,  que  M.  Weierstrass 
avait  démontré  ce  théorème  pour  une  fonction  d'une  seule  variable. 
J'ignore  si  cet  éminent  géomètre  expose  aussi  dans  ses  leçons  le 
théorème  relatif  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles. En  tous  cas,  la  démonstration  suivante,  que  j'ai  communi- 
quée à  quelques  personnes,  a  déjà  été  introduite  par  M.  O.  Bonnet 
dans  son  enseignement  si  rigoureux  et  si  apprécié  (*). 

Étant  donnée  une  fonction 

on  peut  représenter  de  la  manière  suivante  la  variation  de  celle 
fonction.  Les  variables  x,  y  étant  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  du  plan,  nous  supposerons  que  la  fonction  z  soit  nette- 
ment déterminée  pour  tout  point  M  situé  à  l'intérieur  d'un  certain 
contour  (C),  c'est-à-dire,  qu'à  tout  système  (j^o?  JTo)  de  valeurs  des 
variables  indépendantes  x,  j^,  représenté  par  le  point  M,  corres- 
ponde une  valeur,  et  une  seule,  de  la  fonction  z  =y(«3:,  j^).  -Nous 
supposerons,  d'ailleurs,  que  la  fonction  ne  devient  infinie  pour 
aucun  des  points  situés  à  l'intérieur  du  contour  (C). 

Ces  conventions  étant  établies,  et  suivant  l'exemple  donné  par 
M.  Bonnet  pour  les  fonctions  d'une  seide  variable,  nous  définirons 
la  continuité  point  par  point,  pour  ainsi  dire,  de  la  manière  sui- 
vante : 

Une  fonction  z  =f(xyy)  est  dite  continue  pour  un  système 
(j:^,  Xo)  ^^  valeurs  des  variables,  représenté  par  un  point  M, 

♦ 

(')  M.  O.  Bonnet  veut  bien  m'indiquer  qu'il  a  aussi  considéré  et  traité  depuis  long- 
temps le  cas  des  fonctions  d'une  seule  variable. 
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quand  on  peut  assigner  autour  du  point  M  une  courbe,  quelque 
petite  quelle  soit,  telle  que,  pour  tous  les  points  M'(x,  j^)  compris 
à  l'intérieur  de  cette  courbe,  on  ait  la  différence 

/(^fr)-/(^MrO 

plus  petite  en  valeur  absolue  que  $j  i  étant  pris  aussi  petit  qu'on 
le  veut  [^), 

Une  Jonction  est  continue  à  l'intérieur  d'un  contour  C  quand 
elle  demeure  finie  et  continue  pour  chacun  des  points  situés  à  l'in- 
térieur de  ce  contour. 

11  résulte  de  ces  définitions  que  Ton  peut  étendre  aux  fonctions 
contiiiues  de  deux  variables  quelques  propositions  fondamentales 
déjà  connues,  et  démontrées  pour  les  fonctions  à  une  seule  variable 
indépendante. 

Par  exemple,  Caucby,  dans  une  Note  de  Y  Analyse  algébrique, 
p.  460,  extrêmement  remarquable,  surtout  si  l'on  se  reporte  à  l'é- 
poque où  elle  a  été  écrite,  a  prouvé  en  toute  rigueur  qu'une  fonction 
continue  d'une  seule  variable  ne  peut  varier  de  A  à  B  quand  x 
varie  de  a  à  6^,  sans  passer  au  moins  une  fois  par  toutes  les  valeurs 
intermédiaires. 

De  même,  si  une  fonction  de  deux  variables,  continue  dans  le 

Fîg.  1. 


contour  (C)  i^fig»  1),  prend  pour  deux  points  M,  M'  des  valeurs 


(  *  )  Nouft  ferons  remarquer  que  cette  définition  n'est  pas  la  seule  qu'on  puisse  prendre. 
On  pourrait  dire,  par  exemple,  que  la  fonction  est  continue  pour  (•r,,  ^9)1  quand 
/(x,-4-A,  j'.-l-A)  a  pour  limite /(x„  ^,),  A  et  A  tendant  vers  xéro  d'une  manière 
quelconque.  Cette  définition  est  comprise  dans  celle  que  nous  avons  choisie,  mais 
elle  ne  lui  est  pas  absolument  équivalente.  11  y  aurait  aussi  peut-être  avantage  à  in- 
diquer dans  la  définition  du  texte  la  nature  de  la  petite  courbe  tracée  autour  de  M,  à 
prendre  un  oerde  ou  on  rectangle. 
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a,  P,  elle  prendra  à  l'intérieur  du  même  contour  toutes  les  va* 
leurs  intermédiaires  entre  a  et  |3. 

J'ajoute  môme  qu'elle  prendra  ces  valeurs  intermédiaires  entre 
a  et  j3  sur  toute  courbe  joignant  les  points  M,  M'.  On  peut,  en  effet, 
sur  toute  courbe,  considérer  la  fonction  comme  une  fonction  con- 
tinue d'une  seide  variable,  soit  l'abscisse,  soit  l'ordonnée,  soit  l'arc  : 
c'est  ce  qu'on  nous  accordera  sans  peine.  Remarquons,  d'ailleurs, 
que,  pour  la  démonstration  qui  suit,  il  nous  suffit  de  savoir  quMl  j  a 
un  chemin,  quel  qu'il  soit,  allant  de  M  en  M',  et  tel  que,  sur  ce 
chemin,  la  fonction  prenne  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre 
a  et  j3.  Or  ce  chemin,  nous  pouvons  toujours  le  composer  avec  une 
ligne  brisée  formée  de  droites  parallèles  aux  axes,  et  sur  chacune 
desquelles  la  fonction  ne  dépend  que  d'une  seule  variable.  La  pro- 
position énoncée  plus  haut  est  donc  un  simple  corollaire  du  théo- 
rème de  Cauchy  (  *  ) . 

Ces  principes  étant  admis,  soit  une  fonction  de  deux  variables, 
continue  pour  tous  les  points  à  l'intérieur  d'un  contour,  et  suppo- 
sons qu'on  ait  démontré  que  toutes  les  valeurs  possibles  de  la  fonc- 
tion sont  plus  grandes  que  h  et  plus  petites  que  k. 

Fig.  Q. 


U  il  A  b 


Portons  sur  une  droite  des  longueurs  OH,  OK  égales  à  A  et  à  A 
[Jig'  2).  Les  points  H,  K  déterminent  les  extrémités  d'un  segment, 
et  si,  h  partir  du  point  O,  on  porte  une  abscisse  égale  à  Tune  des  va- 
leurs de  la  fonction,  l'extrémité  de  cette  abscisse  tombera  nécessai- 
rement, soit  au  point  H,  soit  en  K,  soit  entre  H  et  K.  D'après  cela, 
il  y  aura  deux  points  A  et  B  pouvant  coïncider  avec  H  ou  avec  K, 
et  man|uant,  l'un  A,  la  plus  petite  valeur  au-dessous  de  laquelle  ne 
se  trouve  jamais  la  fonction  dans  le  contour,  l'autre  B,  la  plus  grande 
valeur  au-dessus  de  laquelle  elle  ne  se  trouve  jamais.  D'ailleurs, 
toutes  les  valeurs  de  la  fonction,  intermédiaires  entre  OA  et  OB, 


(')  Od  peut  d'aiHeun  le  démontrer  pour  toute  courbe  MmlT  m' IP m* 11* m' M»  «i 
décomposant  cette  courbe  en  parties,  teUes  que  MmM'^,  M'^  mt^M',  pour  loqueUat  II 
fonction  est  déterminée  sans  ambiguïté  pour  chaque  Tale«r  de  x. 
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seront  atteintes  au  moins  une  fois  (^).  Il  njr  a  de  doute  que  pour 
les  valeurs  extrêmes  OA,  OB. 

Cela  posé,  si  la  fonction  pour  un  système  {Xi^ji)  de  valeurs  de 
X  et  de  j^  prend  la  valeur  OA,  elle  atteint  la  plus  petite  des  valeurs 
qu'elle  puisse  prendre,  et  la  proposition  est  démontrée.  Il  faut  donc 
admettre  qu'on  ignore  si  la  fonction  prend  les  valeurs  OA,  OB  \  mais 
on  peut  affirmer,  dès  à  présent,  qu'elle  atteint  toutes  les  valeurs  in- 
termédiaires. Il  reste  à  démontrer  que  les  valeurs  extrêmes,  OA  par 
exemple,  sont  eflectîvemcnt  atteintes  par  la  fonction  pour  un  sys- 
tème, au  moins,  de  valeurs  de  x  et  de  j^. 

A  cet  effet,  nous  ferons  remarquer  que,  si  Ton  divise  d'une  ma- 
nière quelconque  l'aire  contenue  dans  le  contour  (C)  en  deux  por- 
tions (Cl),  (C,)  par  un  trait  de  séparation,  à  chacune  des  deux 
nouvelles  aires  (Ci),  (C|)  correspondra  sur  l'axe  OAB  (fig.  4)  tme 

Fig.  4. 


O  A         A.  B 


droite  analogue  à  AB,  et  marquant  les  limites  des  valeiu*s  de  la 
fonction  pour  chacune  des  aires  (C|),  (C,).  Soient  AiBi,  A|  B,  ces 
deux  droites;  elles  peuvent  empiéter  l'une  sur  l'autre,  mais  il  est 
clair  qu'à  elles  deux  elles  occupent  nécessairement  tout  l'intervalle 
primitif  AB.  £1  y  aura  donc  au  moins  une  des  deux  droites  ayant  sou 
extrémité  en  A. 


(*)  Si  ce  point  n*était  pas  accordé,  Toici  comment  on  pourrait  en  établir  la  dé- 
■ODftrmtion  : 

Fig.  3. 

O  A  A,      B, 

U  A»    hn^  B«.t   B»       B       K 

Qu'on  dirise  l'intenralle  HK  en  un  certain  nqpibre  m  de  parties  égales  :  il  y  a  ainsi, 
CVDC  H  et  K,  m-i-i  points  de  dirision  correspondant  aux  valeurs  possibles  de  la  fonc- 
tion. Supposons  que,  parmi  ces  m-f- 1  valeurs,  la  plus  petite  atteinte  soit  OA,,  la  plus 
grande  OB, .  En  vertu  de  la  continuité,  la  fonction  prendra  toutes  les  valeurs  inter- 
■édiaires  entre  OA,  et  OB,.  Divisons  de  même  chacun  des  intervalles  en  m  parties, 
•B  en  formera  ainsi  de  plus  petites  donnant  de  nouvelles  valeurs  possibles  de  la 
fonction.  La  plus  petite  atteinte  ne  pourra  être  qu'inférieure  ou  égale  à  0A„  la  plus 
grande  supérieure  ou  égale  à  OB,.  On  voit  donc  que  rintervalle  des  valeurs  atteintes 
s'éleBd  progressivement  des  deux  côtés,  et  qu'il  tend  vers  un  intervalle-limite  AB  ; 
alora  tontea  les  valeurs  intermédiaires  entre  OA,  OB  sont  atteintes  :  il  y  a  doute  seu- 
lement pour  OA  et  OB. 
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En  d'autres  termes,  il  y  aura  une  des  deux  aires  partielles  pour 
laquelle  la  limite  inférieure  sera  la  même  que  pour  la  première. 

La  même  conclusion  subsiste  évidenmienl,  si  l'on  divise  l'aire  -pn- 
mitive  en  un  nombre  quelconque  d'aires  partielles. 

Par  exemple,  pour  fixer  les  idées,  divisons  l'aire  primitive  (C) 
{Jig-  S)  par  des  droites  parallèles  aux  deux  axes.  On  fonnera  aioH 


soit  des  rectangles,  soit  des  triangles  ou  des  quadrilatères  ajant  un 
cèté  curviligne.  Dans  l'un  au  moins  de  ces  contours,  la  limite  infé- 
rieure OA  sera  la  même  que  dans  le  contour  total.  Supposons,  par 
exemple,  que  ce  fait  se  présente  pour  le  rectangle  abcd  ^'). 

En  décomposant  ce  rectangle  en  d'autres  plus  petits,  et  en  raison- 
nant comme  précédemment,  on  formera  un  nouveau  rectangle  com- 
pris à  l'intérieur  du  premier,  et  ainsi  de  suite  :  on  formera  ainà 
nae  suite  de  contours  tous  compris  les  utis  dans  les  autres,  devenant 
aussi  petits  qu'on  le  voudra,  et  pour  lesquels  la  limite  inférieure 
est  toujours  la  même. 

Ainsi,  quelque  petits  que  soient  ces  contours,  la  série  des  valeurs 
de  la  fonction  à  l'intérieur  de  chacun  d'eux  a  pour  limite  inférieure 
toujours  la  même  limite  inférieure  primitive  OA. 

Cela  posé,  comme  les  rectangles  intérieurs  les  uns  aux  autres  dé- 
croissent dans  leurs  deux  dimensions,  ils  tendent  vers  tm  point 
unique  P,  qu'ils  comprennent  dans  leur  intérieur,  et  dont  les  eooi^ 
données  peuvent  être  définies  séparément  comme  limites  définies 


(')  Le  eu  oâ  l'on  aérait  obligé  de  choUir  indéDniment  un  irliaBle  on  qudriltltit 
■.iirrlliBoe  ne  hit  p>*  dilBculléj  d'ailleurs,  dan*  la  plupart  de<  eu,  on  eit  malice  ili 
Il  forme  k  donner  au  contour  (C),  el  on  peut  lui  doDoeroelle  d'un  reduifle. 
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de  grandeurs  croissantes  ou  décroissantes.  Admettons  donc  ce  fait 
d'un  point-limite  P  à  l'intérieur  de  tous  les  contours  successifs  de 
plus  en  plus  petits,  intérieurs  chacun  à  tous  ceux  qui  le  précèdent. 
Nous  allons  démontrer  que  la  valeur  de  la  fonction,  pour  ce  point  P, 
est  précisément  la  limite  inférieure  OA. 

En  effet,  soit  y  (P)  la  valeur  de  la  fonction  au  point  P.  On  peut 
tracer,  puisque  la  fonction  est  continue,  autour  du  point  P  une 
aire  telle,  que  les  valeurs  de  la  fonction  y*(x,^)  pour  les  points  à 
l'intérieur  de  l'aire  diffèrent  dey(P)  aussi  peu  qu'on  le  veut.  On 
aura,  par  exemple, 

/(^>7)~/(PX^    en  valeur  absolue, 

pour  tous  les  points  à  l'intérieur  de  cette  aire.  Mais  cette  aire  fixe 
comprend  un  nombre  illimité  des  contours  intérieurs  rectangles 
considérés  plus  haut,  dont  la  limite  est  le  point  P.  Elle  comprend 
donc  des  points  pour  lesquels  y* (x,j^)  —  OA  sera  plus  petit  que 
toute  quantité  donnée  s.  On  aura  donc 

OA  —/(?)< 5  -f-  6    en  valeur  absolue, 

c'est-à-dire 

/(P)=:OA.  c.  Q.  p.  D. 

Le  théorème  que  nous  avions  en  vue  est  donc  démontré. 

D'après  cela,  si  l'on  considère  le  module  d'une  fonction  algébrique 
imaginaire  entière,  puisque  c'est  une  fonction  continue  de  deux 
variables  et  que,  d'après  Cauchy,  il  prend  des  valeurs  aussi  petites 
qa*on  le  veut,  il  atteint  nécessairement  la  valeur  zéro,  au  moins,  pour 
on  système  de  valeurs  de  x  et  de^.  Je  dois  ajouter  que,  pour  ce  cas 
spécial,  M.  O.  Bonnet  avait  déjà  trouvé  une  démonstration  directe, 
mais  dont  je  n'avais  pas  connaissance. 

Enfin  il  est  important  d'ajouter  que  le  principe  précédeiit  per- 
met de  lever  les  objections  toutes  semblables  qu'on  pourrait  adresser 
aux  démonstrations  fondées  sur  la  théorie  des  contours  élémentaires^ 
et  par  lesquelles  on  établit  directement  que  toute  équation  de  de- 
gré m  a,  m  racines. 
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FDHÉBilLLES  N  I.  BDHilIl. 
DISCOURS  DE  M.  JAMIN,  AU  NOM  DE  UACADÊBOE  DES  SCIENCES. 

Messieurs, 

Je  viens,  au  nom  de  la  Section  de  Physique,  déposer  sur  la  tombe 
de  M.  Duhamel  les  adieux  et  les  regrets  de  l'Académie  des  Sciences, 
regrets  dont  vous  comprendrez  la  profondeur  quand  j'aurai  raconté 
quelques  circonstances  de  la  vie  et  des  travaux  de  notre  illustre 
confrère . 

Jean-Maric-Constant  Duhamel  naquit  à  Saint-Malo,  vers  la  fin 
de  Tannée  1797.  Après  de  brillantes  études  au  lycée  de  Rennes,  où 
il  eut  pour  condisciples  M.  Dubois,  de  Nantes,  qui  resta  son  ami, 
•  et  notre  confrère  M.  Roidin,  il  fut  reçu  deux  fois  à  l'Ecole  Poly- 
technique :  en  i8i3,  à  16  ans,  dans  un  rang  qu'il  ne  voulut  pas 
accepter,  et  Tannée  suivante  à  la  deuxième  place.  Son  avenir  pa- 
raissait alors  fixé  ;  mais  les  événements  politiques  amenèrent  en 
18 16  un  licenciement  général  où  il  fut  compris  avec  des  condis- 
ciples destinés  comme  lui  à  illustrer  leurs  noms  par  la  science  : 
Savary,  Lamé,  Chasles,  Morin,  Piobert,  Saint-Venant,  etc.  G)n- 
traint  de  recommencer,  le  jeune  Duhamel  revint  à  Rennes  et  suint 
les  cours  de  TEx:ole  de  droit  \  mais  il  en  fut  bientôt  exclu  pour  des 
manifestations  politiques.  Une  heureuse  inspiration  le  ramena  à 
Paris,  où  il  vint  chercher  fortune  dans  l'enseignement.  D  com- 
mença modestement  par  un  emploi  de  réjK*liteur  à  l'Institution 
Massin.  On  comprend  qu'il  n'y  demeura  pas  longtemps  ^  il  prit  ses 
grades,  puis  il  fonda  une  Institution,  puis  il  devint  directeur  des 
études  à  Sainte-Barbe. 

Cependant,  au  milieu  de  ces  occupations  multipliées  et  à  travers 
lesquelles  il  cherchait  sa  voie,  Duhamel  trouva  le  temps  d'écrire 
ses  premiers  Mémoires  et  d'établir  les  bases  de  sa  réputation  scien- 
tiflque.  Poinsot  l'avait  déjà  distingué;  il  retrouvait  en  Duhamel  les 
qualités  qu'il  possédait  lui-même,  l'élégance,  la  simplicité,  la  cor- 
rection. Ampère  lui  confiait  ses  idées  sur  TElectrodynamique,  et 
quel(|uef()is  le  chargeait  d'en  essayer  la  rédaction,  qu'ensuite  ils 
discutaient  ensemble.  Fourier  l'attirait  vers  la  théorie  mathématique 
de  la  chaleur,  telle  qu'on  l'entendait  alors  5  et  c'est  dans  cette  direc- 
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tion  que  Dahamel  exécuta  ses  premiers  travaux.  H  y  débuta  par 
un  coup  de  maître,  en  étudiant  la  conductibilité  dans  les  cristaux, 
ce  qui  le  conduisit  à  des  lois  qui  ont  été,  longtemps  après,  vérifiées 
dans  leur  ensemble  par  les  belles  expériences  de  Sénarmont. 

Mais  c'est  principalement  vers  TAcoustique  que  Duhamel  dirigea 
TefTort  de  son  analyse.  Cette  science  était  alors  professée  avec  un 
éclat  incomparable  par  Savart,  qui  était  un  expérimentateur  adroit; 
mais  son  éducation  mathématique  avait  été  négligée,  et  cette  lacune 
irrémédiable  l'empêchait  souvent  de  saisir  le  lien  théorique  des 
phénomènes  qu'il  excellait  à  découvrir.  Duhamel,  qui  avait  les 
qualités  inverses,  partait  du  calcul  pour  arriver  à  rexpérience. 
C'est  ainsi  qu'il  trouva  les  lois  des  tuyaux  d'orgues  coniques,  et 
qu'il  expliqua  les  vibrations  des  cordes  métalliques,  en  tenant 
compte  de  leur  rigidité. 

La  plus  célèbre,  la  plus  justement  célèbre  de  ses  théories,  est 
celle  de  l'archet.  Il  la  déduisit  des  lois  connues  du  frottement; 
il  expliqua  tous  les  faits  antérieurement  découverts,  et  il  prévit, 
ce  que  l'on  ne  connaissait  pas,  que  la  corde  doit  cesser  de  vibrer 
par  une  action  continue  et  suffisamment  prolongée  de  Tarchet  ei 
qu'elle  peut  rendre  des  sons  plus  graves  que  sa  note  fondamentale. 
L'expérience  montra  ensuite  que  l'Analyse  avait  raison. 

La  propriété  que  possèdent  les  corps  sonores  de  rendre  à  la  fois 
plusieurs  sons  avait  été  inexactement  expliquée  par  Bemoulli. 
Duhamel  étudia  la  question,  et  donna,  en  1 84o,  la  solution  que  Helm- 
holtz  a  généralisée  beaucoup  plus  tard  en  se  l'attribuant.  Il  dé- 
montra que  les  diverses  parties  du  corps  exécutent  des  vibrations 
mixtes,  lesquelles  peuvent  être  considérées  comme  une  superposition 
de  plusieurs  vibrations  simples,  que  Toreille  démêle  et  perçoit  sépa- 
rément, n  ne  suffisait  point  de  l'avoir  dit,  il  fallait  encore  le 
prouver,  et  Duhamel  y  parvint  en  fixant  sur  le  corps  sonore  un 
style  délié  qui  partage  ses  vibrations  et  qui  les  écrit  sur  une  surface 
noircie  qu'on  promène  en  avant  de  lui.  C'est  ainsi  que  Duhamel 
inventa  le  procédé  graphique,  qui  était  destiné  à  une  si  haute  for- 
tune, et  qu'on  emploie  aujourd'hui  pour  transcrire  tous  les  mouve- 
ments, même  ceux  du  cœur. 

Rien  ne  prouvait  mieux  que  ces  beaux  travaux  le  rôle  capital 
que  l'instrument  mathématique  doit  jouer  dans  les  sciences  expé- 
rimentales. Ils  ouvrirent  à  Duhamel  les  portes  de  l'Académie  des 
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Sciences,  dans  la  Section  de  Physique;  ils  lui  valurent  aussi  les 
chaires  d'Analyse  aux  Écoles  Polytechnique  et  Normale  et  à  laSor- 
bonne.  Élève  de  Duhamel  à  l'une  de  ces  écoles,  il  me  sera  permb, 
non  de  juger  mon  maître,  mais  de  parler  de  l'influence  heureuse 
qu'il  exerça  sur  l'enseignement  et  des  traces  profondes  que  sa 
parole  a  laissées  dans  nos  esprits.  Poisson  admettait  que  les  fonc- 
tions algébriques  croissent  par  infiniment  petits,  et  toutes  les  dé- 
monstrations dérivaient  de  cette  conception  qui  n'était  point  claire. 
On  en  était  réduit  au  conseil  de  d' Alembert  :  <c  Avancez  et  la  foi 
vous  viendra^  »  ce  qui  veut  dire  qu'on  peut  habituer  l'esprit  sans  le 
convaincre.  Quand  Duhamel  succéda  à  Poisson,  il  substitua  aux 
infiniment  petits  l'idée  de  la  continuité  et  la  méthode  des  limites,  et 
ce  fut  comme  un  soulagement,  tant  la  clarté  devint  soudaine  et  vive. 

Pour  savoir  comment  Duhamel  avait  atteint  cette  lucide  rigueur 
qui  fut  le  trait  distinctif  de  son  talent,  il  faut  lire  le  récit  qu'il  a  (ait 
lui-même  de  ses  méditations  :  «Je  devais  conmiencer  par  lever 
pour  moi-même  toutes  les  difficultés  si  cela  m'était  possible,  et  en- 
suite rendre  l'exposition  assez  claire  et  assez  rigoureuse  pour  que 
ces  difficultés  ne  se  présentassent  pas  à  Tesprit  de  mes  élèves.  La 
carrière  de  l'enseignement  que  j'adoptai  m'en  faisait  même  une 
obligation,  car  je  n'aurais  jamais  pu  affirmer  des  choses  qui  m'au- 
raient laissé  quelques  doutes,  et  il  ne  m'aurait  pas  suffi  d'avoir  la 
conviction  de  leur  exactitude  :  il  fallait  que  les  élèves  l'eussent  aussi. 

»...  Telle  a  été  mon  étude  dans  toute  ma  vie  de  professeur  \  telle 
elle  sera  quelques  années  encore,  je  Tespère.  » 

Ces  années.  Dieu  les  lui  a  accordées.  Il  en  a  profité  pour  ré- 
pandre son  enseignement  dans  des  livres  devenus  classiques.  La 
clarté,  la  méthode,  la  conscience  qui  éclataient  dans  ses  leçons, 
Duhamel  les  transporta  dans  ses  Ouvrages  en  les  accentuant  davan- 
tage. Le  style  en  est  minutieusement  travaillé  et  le  ^raisonnement  y 
est  d'une  concision  qui  surprend  à  chaque  pas.  Comme  l'a  dit  en 
un  beau  langage  son  élève  le  plus  aimé  et  le  plus  illustre,  notre  con- 
frère M.  Bertrand  :  ((  Disciple  immédiat  de  Fourier  et  animé  de  son 
esprit,  modèle  en  tout  de  netteté  et  d'élégance,  Duhamel  ne  semble 
vouloir  toucher  à  une  question  que  pour  en  dire  le  dernier  mot.  » 

Tel  fut,  Messieurs,  notre  confrère  Duhamel.  Rien  ne  lui  a 
manqué,  ni  les  épreuves  de  la  jeunesse,  ni  l'édification  laborieuse 
de  sa  fortune,  ni  les  succès  de  l'esprit,  ni  le  bonheur  domestique, 
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ni  restlme  de  ses  rivaux,  ni  le  respect  de  ses  élèves.  Par  surcroît,  la 
Providence  lui  donna  le  temps  de  jouir  des  biens  qu'il  avait  acquis, 
du  bien  qu'il  avait  fait.  Quand  l'âge  vint,  il  se  résigna,  de  son  plein 
gré,  à  descendre  des  chaires  qu'il  occupait  ^  il  le  fit  avec  le  profond 
regret  de  résigner  un  devoir  qu'il  aimait,  qu'il  avait  rempli  pendant 
quarante  années  avec  tant  de  conscience  et  avec  un  si  vif  éclat. 
D  atteignit ,  dans  le  repos ,  une  vieillesse  heureuse  et  sereine  : 
dans  le  repos,  mais  non  dans  Toisiveté^  car  il  composa  pendant  les 
dernières  années  de  sa  vie  un  Ouvrage  qu'il  avai^  longtemps  projeté, 
souvent  commencé  et  interrompu,  et  auquel  son  penchant  et 
ses  fonctions  l'avaient  toujours  ramené,  Ouvrage  intitulé  :  Sur 
les  méthodes  dans  les  sciences  de  raisonnement.  C'est  dans  ce 
livre  considérable  qu'il  a  consigné  le  fruit  de  son  expérience  et  de 
ses  méditations.  Il  en  projetait  un  autre  que  lui  seul  pouvait 
faire  :  il  voulait  retrouver  la  chaîne  aujourd'hui  perdue  qui  da^s 
l'école  de  Platon  reliait  la  Logique  à  la  Géométrie.  Il  n'en  eut 
pas  le  temps.  Le  a  a  avril  il  assistait,  plein  de  santé,  plein  de 
gaieté,  à  la  séance  de  l'Académie;  huit  jours  après,  on  nous 
annonçait  sa  mort  inattendue. 


FIIIIÉIAILLÉS  DE  I.  DELiUHAT. 
PAROLES  DE  M.  PAYE,  PRÉSIDENT  DE  UACADÉMIE. 

Honorés  Confrères,  Messieurs, 

Quelle  mort  cruelle  que  celle  de  notre  confrère  !  Frappé  dans 
toute  sa  force,  au  beau  milieu  d'une  existence  couronnée  des  plus 
brillants  succès,  entouré  de  l'estime  générale,  admiré  pour  les  plus 
beaux,  les  plus  énergiques  labeurs  que  puisse  concevoir  et  mener  à 
bonne  fin  la  science  de  notre  époque^  regretté  de  tous,  car  tous 
rendaient  hpnmiage  depuis  longtemps  à  ses  fortes  qualités  :  tel  est 
l'homme  qui  vient  de  nous  être  enlevé  subitement,  à  la  fleur  de  son 
génie,  par  une  mort  obscure  et  sans  but,  après  avoir  vaillamment 
supporté  le  siège  de  Paris  et  les  terreurs  de  la  guerre  civile.  H  y 
aurait,  dans  cette  brusque  exécution  des  décrets  mystérieux  d'une 
apparente  fatalité,  de  quoi  confondre  nos  esprits,  si  nous  ne  savions 
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qu'il  faut  être  prêt  à  toute  heure.  N'oublions  pas,  Messieurs,  que 
nous  sommes,  grands  et  petits,  dans  une  main  suprême  qui  nous 
départit  la  vie  et  Tintelligence  en  vue  du  bien  et  du  progrès,  et  qui 
soudainement  peut  clore  à  son  gré  la  page  où  nous  inscrivons  les 
actes  de  notre  vie^  heureux  si,  comme  Delaunaj,  nous  ayons  bien 
usé  du  temps  qui  nous  est  laissé  ;  si,  comme  lui,  nous  avons  aug- 
menté la  science  et  fait  avancer  l'esprit  humain  vers  la  vérité  divine  ! 

Car  jamais  existence  n'a  été  mieux  employée  que  celle  de  notre 
confrère.  Sa  vie,  hélas  !  trop  courte,  a  été  consacrée  aux  plus  rudes 
travaux  dont  l'honneur  puisse  rejaillir  sur  notre  pays.  Des  gens  qui 
ne  songent  qu'aux  infortunes  d'un  jour  parlent  de  la  puissance 
scientifique  qui  aurait  déserté  cette  terre  pour  aller  féconder  des 
races  nouvelles  :  qu'ils  nous  montrent  donc  ailleurs  un  esprit  {Jus 
solide,  qui  se  soit  attaqué  à  de  plus  grands  problèmes  et  les  ait 
aussi  vigoureusement  traités  et  résolus  !  La  Théorie  de  la  Lune,  de 
Delaunay,  est  l'œuvre  d'une  virilité  scientifique  élevée  i  la  plus 
haute  puissance  de  ce  siècle.  L'Académie,  héritière  de  cette  oeuvre, 
que  Delaunay  a  entreprise  pour  elle  et  publiée  sous  son  patronage, 
de  ce  travail  énorme  que  les  plus  compétents  jugeaient  impossible 
avant  lui  et  où  nous  admirons  à  la  fois  la  simplicité  dans  la  mé- 
thode et  la  puissance  dans  l'application,  l'Académie,  dis-je,  ne  la 
laissera  pas  inachevée. 

Je  voulais  d'abord  vous  retracer  les  appréciations  qui  ont  accueilli 
à  l'étranger  cette  œuvre  colossale^  mais  à  quoi  bon  chercher  à 
tromper  votre  douleur?  Devant  ce  coup  inattendu,  devant  ce  dé- 
sastre public,  je  ne  me  sens  pas  la  force  de  le  faire.  Les  savants 
interprètes  du  Bureau  des  Longitudes,  de  l'Observatoire  et  du  Corps 
des  Mines  vous  parleront  mieux  que  moi  de  cette  vie  si  bien  rem- 
plie. D'ailleurs,  cher  Confrère,  l'Institut  ne  se  tient  pas  quitte  pour 
si  peu  envers  vous  :  dans  une  séance  solennelle,  consacrée  à  votre 
mémoire,  l'Académie  des  Sciences  vous  rendra  un  complet  et 
solennel  hommage.  La  France  sait  déjà,  mais  elle  connaîtra  mieux 
alors  l'œuvre  grandiose  que  vous  avez  élevée  en  l'honneur  de  la 
Science  et  de  votre  pays.  En  ce  moment,  tout  entier  à  mon  profond 
regret,  je  ne  puis  que  partager  la  douleur  de  vos  camarades  et  de 
vos  élèves  \  je  m'arrête  devant  ces  larmes  que  je  vois  aux  yeux  de 
vos  maitres  et  de  vos  anciens.  Adieu  donc,  cher  confirère!  nous  gar- 
derons tous  le  souvenir  de  votre  grand  esprit,  si  noblement  uni  à 
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Unt  de  loyauté  et  d'amour  du  bieu.  Adieu,  et  puissious-uous  mar- 
cher jusqu'au  bout  sur  vos  traces  ! 


MSœURS  DE  M.  PUISEUX,  AU  NOM  DU  BUREAU  DES  LONGITUDES. 

Messieurs, 

Je  viens,  au  nom  du  Bureau  des  Longitudes,  exprimer  la  pro- 
fonde douleur  que  nous  cause,  à  mes  collègues  et  à  moi,  la  mort  du 
savant  éminent  auquel  nous  rendons  en  ce  jour  les  derniers  devoirs. 
M.  Delaonay,  dans  toute  la  force  de  Tâge,  dans  toute  la  vigueur  de 
son  talent,  semblait  destiné  à  vivre  de  longues  années  encore^  il 
avait  entrepris  une  de  ces  tâches  qui  exigent  la  vie  d'un  homme 
presque  entière;  mais  nul  de  nous  ne  doutait  qu'il  ne  parvint  i 
Taccomplir  jusqu'au  bout.  La  Providence  en  a  disposé  autrement, 
et  la  Science,  le  pays,  se  voient  enlever  soudainement,  par  un  de 
ces  coups  mystérieux  qui  confondent  notre  raison,  l'homme  dont 
ils  poavaient  attendre  encore  tant  d'utiles  et  de  glorieux  travaux. 

Par  les  rares  qualités  de  son  esprit,  M.  Delaunay  était  en  état 
d'aborder  avec  un  égal  succès  les  diverses  branches  des  sciences 
exactes  ;  ses  premiers  Mémoires  montrent  assez  qu'il  aurait  pu  se 
placer  i  un  rang  élevé  parmi  les  géomètres;  mais  l'Astronomie 
devint  de  bonne  heure  l'objet  principal  de  ses  études.  H  publiait 
dès  1 844  lui  travail  important  sur  un  point  délicat  de  la  théorie  des 
marées,  et  à  la  même  époque  il  commençait  à  se  préoccuper  de  la 
question  bien  autrement  vaste  du  mouvement  de  la  Lune. 

On  sait  combien  la  connaissance  exacte  de  ce  mouvement  importe 
i  l'Astronomie  et  à  la  Navigation;  mais  on<sait  aussi  quelles  diffi- 
cultés présente  la  détermination  des  innombrables  inégalités  de  la 
Lune.  Exprimer  le  mouvement  de  cet  astre  par  des  formules  analy- 
tiques dans  lesquelles  aucun  terme  sensible  ne  soit  négligé,  en  dé- 
duire des  tables  d'où  l'empirisme  soit  banni^  tel  est  le  but  que 
s'est  proposé  notre  regretté  collègue,  et  ceux-là  seuls  qui  ont  exa- 
miné la  question  de  près  peuvent  se  rendre  compte  de  l'immensité 
d'une  pareille  tAche.  La  nécessité  de  pousser  l'approximation  plus 
loin  que  ne  l'avaient  fait  l'auteur  de  la  Mécanique  céleste  et 
l'habile  géomètre  Plaida  augmentait' le  travail  dans  une  proportion 
effrayante  ;  d'ailleurs  les  méthodes  suivies  jusque-U  conduisaient  à 
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des  calculs  tellement  compliqués,  qu'il  eut  été  à  peu  près  impossible 
d'éviter  et  de  reconnaître  les  erreurs. 

Il  fallait  donc  imaginer  une  marche  nouvelle  qui  permit  de  dé- 
composer le  travail  en  une  série  d'opérations  successives,  exécutées 
par  un  procédé  uniforme  et  dont  chacune  se  prêtât  à  une  vérifica- 
tion rigoureuse.  Cette  condition,  sans  laquelle  le  problème  deve- 
nait inextricable,  M.  Delaunay  parvint  à  la  remplir^  le  Mémoire 
dans  lequel  il  expose  sa  méthode,  et  qui  fut  présenté  à  TAcadémie 
en  1846,  montre  avec  quelle  sagacité  il  savait  tirer  parti  des  res- 
sources de  l'Analyse. 

Depuis  cette  époque,  M.  Delaunay  ne  s'est  jamais  laissé  dé- 
tourner de  l'important  travail  auquel  il  s'était  dévoué.  Eln  1860, 
après  plus  de  quatorze  ans  d'un  labeur  assidu,  il  publiait  le  tome  l*' 
de  sa  Théorie  de  la  Lune  :  pendant  cet  intervalle,  il  avait,  dans  des 
Mémoires  du  plus  haut  intérêt,  traité  diverses  questions  se  rappor- 
tant au  même  sujet,  notanunent  le  problème  si  controversé  de 
l'accélération  séculaire.  Sept  ans  plus  tard  paraissait  un  second  vo- 
liune,  formant  avec  le  précédent  la  partie  de  beaucoup  la  plus  diffi- 
cile du  travail  entrepris  par  l'auteur.  Le  troisième  volume,  dont  les 
matériaux  étaient  pour  la  plupart  préparés  depuis  longtemps,  de- 
vait compléter  prochainement  ce  grand  Ouvrage. 

Non  content  d'avoir  établi  les  expressions  analytiques  des  coor- 
données de  la  Lune,  M.  Delaunay  avait  entrepris  de  les  réduire  en 
tables.  Les  calculs  numériques,  commencés  depuis  plusieurs  années, 
s'exécutaient  sous  sa  direction  ;  le  Bureau  des  Longitudes  avait  pris 
ce  travail  sous  son  patronage  et  obtenu  de  l'Etat  les  fonds  néces- 
saires; peu  d'années  encore  eussent  sufB  pour  le  terminer.  Les 
nouveaux  devoirs  qu'avaient  imposés  à  M.  Delaunay  les  fonctions 
de  Directeur  de  l'Observatoire  ne  l'empêchaient  pas  de  poursuivre 
son  œuvre  de  prédilection*,  vous  le  voyez.  Messieurs,  il  touchait 
presque  au  terme,  lorsque  la  mort  est  venue  trancher  le  fil  de  cette 
vie  dévouée  à  la  Science. 

Quoique  l'auteur  ne  soit  plus  là  pour  y  mettre  la  dernière  main, 
il  ne  sera  sans  doute  pas  impossible  de  terminer  ce  monument 
scientifique.  Espérons,  Messieurs,  pour  la  gloire  de  l'Astronomie 
française,  que  ce  service  sera  rendu  à  la  Science,  que  ce  suprême 
hommage  ne  manquera  pas  k  notre  illustre  confrère. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

CURTZE  (!VlAxiMiLiÀN),ordentl.  Lehrer  ainGymnasium  zuTliom. 
—  Die  mathemàtischen  Schriften  des  NICOLE  ORESME.  — 
Thorn,  i87o(*). 

Ce  travail  de  M.  Curlze,  sur  le  célèbre  géomètre  normand,  a  été 
composé  à  l'occasion  de  la  session  des  examens  publics  de  sortie 
du  gymnase  de  Thorn,  les  29  et  3o  septembre  1870.  On  sait  qu'en 
Allemagne  il  est  d'usage  qu'à  chaque  solennité  scolaire  un  des  pro- 
fesseurs du  gymnase  publie  un  travail  scientifique,  qui  remplace 
ayantageusement  les  pièces  d'éloquence  imposées  en  pareil  cas  aux 
professeurs  français. 

M.  Curtze  avait  déjà  publié,  en  1868,  à  l'occasion  du  3oo*  anni- 
versaire de  la  fondation  du  gymnase  de  Thorn,  un  Ouvrage  inédit 
d'Oresme,  d'après  un  manuscrit  couservé  dans  la  bibliothèque  de 
cet  établissement  (*).  Depuis  il  s'est  occupé  activement  de  l'étude 
des  Ouvrages,  la  plupart  inédits  et  peu  connus,  de  ce  savant,  qui 
parait  digne  d'occuper  le  premier  rang  parmi  les  représentants  des 
Mathématiques  au  moyen  âge.  Grâce  au  concours  empressé  de 
M.  le  prince  Boncompagni  et  à  l'obligeance  des  conservateurs  des 
grandes  bibliothèques  de  l'Allemagne,  M.  Curtze  a  pu  réunir  des 
documents  qui  montrent  sous  un  jour  tout  nouveau  le  génie  mathé- 
matique de  cet  homme,  si  supérieur  à  son  siècle.  Il  a  rectifié  en 
même  temps  un  grand  nombre  d'inexactitudes,  commises  par  les 
tuteurs  qui  ont  écrit  avant  lui  sur  Oresme,  entre  autres  par  son  plus 
récent  biographe,  M.  Fr.  Meunier  (']. 

Nicole  (  ^  ]  Oresme  naquit  en  Normandie,  aux  environs  de  Caen 


(*)  Max.  Curtze,  professeur  au  ^mnase  de  Thorn  :  Les  Œuvres  mathétnatiques  de 
IliooLB  Orisvs.  Thorn,  1870.  Broch.  in-4®  (30  p.)* 

(*)  Der  Algorismus  Proportionum  des  Nicolacs  Orksiie.  Zum  ersten  Maie  nach 
der  Hamdschrift  R.  j^.  i  der  Kôniffl.  Gjrmnasialbibliothek  zu  Thorn,  herausgegehen  von 
E.-L.-W.-M.  CcETZE.  Mit  einer  lithographierten  Facsimile  der  Handschrifl.  Berlin, 
Calvmry  u.  Comp.,  1868.  In-80  (3a  p.). 

(')  Essai  sur  la  vie  et  les  Ouvrages  de  Nicolas  Oresme,  par  Fraïicis  Meuxier.  Paris, 
1857. 

(')  On  Nicolas,  Dans  les  éditions  imprimées,  aussi  bien  que  dans  les  manuscrits, 
il  porte  aussi  le  prénom  de  Jean.  L'orthographe  de  son  nom  de  famille  varie  égale- 
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ou  dans  cette  ville  même.  Une  tradition  locale,  qui  ne  repose  sur 
aucune  preuve  positive,  lui  donne  pour  berceau  le  village  d'Alle- 
magne, au  sud  de  Caen,  sur  la  rive  droite  de  l'Orne.  La  date  exacte 
de  sa  naissance  n'est  pas  connue  ^  on  sait  seulement  qu'il  faut  U 
placer  dans  les  vingt-cinq  premières  années  du  xiv*  siècle.  Oresme 
entra,  en  i348,  comme  boursier  au  Collège  de  Navarre,  où  il  de- 
vint ensuite  professeur  de  théologie,  puis  grand  maître,  et  qu'il 
quitta  en  1 36 1  pour  aller  occuper  la  place  de  doyen  de  l'église  de 
Rouen.  Le  roi  Charles  V,  qui  l'avait  pris  en  amitié  k  cause  de  ses 
écrits,  le  nomma,  en  1877,  ^^èque  de  Lisieux,  et  c'est  dans  cette 
dernière  ville  qu'il  mourut,  en  i382.  Là  se  borne  à  peu  près  tout 
ce  qu'on  a  pu  savoir  sur  la  vie  de  ce  personnage. 

Voici  maintenant,  d'après  M.  Curtze,  la  liste  de  ses  Ouvrages 
scientiGques,  tant  imprimés  qu'inédits  : 

L   Tract atus  proportionum. 

Imprimé  à  Venise  en  i5o5,  dans  un  Recueil  de  Traités  de  divers 
auteurs.  La  Bibliothèque  Nationale  de  Paris  en  possède  un  exem- 
plaire (in  fol.,  R.  221).  On  en  connaît  plusieurs  copies  manuscrites, 
mais  toutes  incomplètes. 

IL   Tractât  us  de  incomniensurabilitate  nwtuum  cœlestium. 
Manuscrit  (Codex  Vatîcanus,  4082).  Inconnu  de  tous  les  bio- 
graphes d'Orcsme. 

m.   Algorismus  proportionum. 

Publié  pour  la  première  fois  par  M.  Curtze,  en  1868  {voir  plus 
haut).  Cet  Ouvrage  existe  en  manuscrit  à  la  Bibliothèque  Nationale 
[Fonds  latin,  n°  7187,  f  74-79)- 

Cet  écrit  d'Oresme  est  remarquable  comme  étant  le  premier 
Traité  où  il  ait  été  fait  usage  des  exposants  fractionnaires,  dont  on 
avait  jusqu*ici  attribué  l'invention  à  Viète  et  à  Simon  Stevin. 
M.  Curtze  en  a  donné  l'analyse  dans  le  Supplément  au  tome  Xlll 
du  Journal  de  Schlomilch  (').  Oresme  désigne  la  /i^*"*«  puissance 


ment  à  Tinfini;  on  le  trouve  écrit  sous  les  diverses  formes  :  Orem,  Orenus,  Oretimiis, 
Horen,  d'Orcsmieui,  etc. 

(*)  Veber  die  Handschrift  R.  4**  ?>  Problematam  KucHdis  explicatio,  <&r  Kômigi. 
GjrmnasialhibUothek  zu  Thorn,  {Zeitschrifi  fur  M€Uh,  u,  Phjrsik,  i3.  Jahrg.  i868. 
Suppl.,  S.  ^5-104.) 
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de  a  par  la  notation  n.a^^  de  sorte  que,  dans  son  système  de  nota- 


tion, 


2.2^     3.9^,     ^.2/»,     ^-9^ 


représentent  respectivement 


I  I 


2%        9%         ^\        9% 


11  établit  successivement  les  diverses  règles  du  calcul  des  exposants 
fractionnaires,  exprimées,  en  notations  modernes,  par  les  formules 

m  I 

l 


etc.,  etc. 


IV.    Tractât  us  de  latitudinibus  formarum. 

Cet  Ouvrage  a  été  plusieurs  fois  imprimé  (Padoue,  1482  et  i486; 
Venise,  i5oj;  Vienne,  i5i5).  Le  contenu  en  est  du  plus  haut 
intérêt.  Oresme  entend  par  forma  tout  phénomène  mesurable, 
comme  le  mouvement,  la  température,  etc.,  et  la  représentation 
géométrique  de  l'intensité  de  ce  phénomène,  dans  des  circonstances 
données,  est  ce  qu'il  appelle  latitudo.  A  la  variable  dont  ce  phéno- 
mène dépend  correspond  la  longitudo,  qui  joue,  dans  la  construc- 
tion géométrique  de  la  représentation  du  phénomène,  le  rôle 
d'abscisse,  tandis  que  la  latitudo  joue  celui  d'ordonnée.  C'est  ainsi 
qu'Oresme  peut  tracer  par  points  la  courbe  du  phénomène,  comme 
Descartes  devait  le  faire  trois  siècles  plus  tard;  seulement,  la  con- 
ception des  quantités  négatives  lui  faisant  défaut,  il  ne  peut  tracer 
sa  courbe  que  dans  le  premier  quadrant.  Il  exclut  aussi  les  cas  où  à 
une  même  abscisse  correspondraient  deux  ordonnées  difFérentes. 
Gtons  encore  quelques-unes  de  ses  remarques.  Dans  une  Ggurc, 
telle  qu'un  segment  de  cercle,  où  la  latitudo  croit  depuis  le  com- 
mencement jusqu'au  milieu,  et  décroit  ensuite  jusqu'à  l'extrémité, 
la  vitesse  de  l'accroissement  et  du  décroissement  est  un  minimum 
dans  le  voisinage  du  point  le  plus  élevé,  et  un  maximum  vers  les 
extrémités.  L'accroissement  et  le  décroissement  ont  lieu  sans  saut 

21. 
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brusque  et  d'une  manière  continue.  La  relation  entre  deux  formes 
est  la  même  que  la  relation  entre  les  figures  qui  les  représentent. 
Le  même  sujet  est  traité,  vraisemblablement  d!une  manière  plus 
développée,  dans  le  travail  suivant  d*Oresme  : 

V.  Tractatus  de  unifornUtate  et  difformitate  intensionum. 

Le  mot  intensio  (intensité)  est  pris  ici  dans  le  même  sens  que 
latitudo.  On  possède  de  ce  Traité  plusieurs  manuscrits,  dont  trois 
appartiennent  à  la  Bibliothèque  Nationale  de  Paris  (*). 

Il  est  regrettable  que  personne  en  France  n'ait  encore  songé  i 
publier  ce  précieux  monimient  de  la  science  française  auxiv*  siècle. 

VI.  Traité  de  là  sphère. 

Imprimé  deux  fois  à  Paris,  au  commencement  du  xvi*  siècle.  Un 
exemplaire  de  la  première  édition  (s.  a.  )  se  trouve  à  la  Bibliothèque 
Mazarine  (n°  loySS),  un  exemplaire  delà  seconde  (i5o8)  a  la  Biblio- 
thèque Sainte-Geneviève  (v.  in-4*'-  a  12).  Il  en  existe,  de  plus,  un 
exemplaire  manuscrit  à  la  Bibliothèque  Nationale  {Fonds  français, 
n°  565,  oUm  Ancien  fonds  français,  n®  7063  ).  Cet  Ouvrage  est  le 
plus  ancien  Livre  de  science  qui  ait  été  composé  dans  notre  langue, 
et  Ton  peut  dire  que,  en  écrivant  ce  Livre,  Oresme  a  véritablement 
créé  le  langage  scientifique  français.  Le  Livre  se  divise  en  cinquante 
Chapitres,  dont  les  premiers  traitent  :  «  De  la  figure  du  monde  et 
(le  ces  parties  principales,  de  la  nature  du  ciel,  des  parties  du  ciel, 
de  la  figure  des  espères  (sphères)  du  ciel,  de  Tessel  et  des  pôles  du 
monde  et  de  l'equinocial,  du  mouvement  des  planètes,  du  zodiaque 
et  de  ces  pôles,  de  la  division  du  zodiaque,  dont  vint  ceste  divi- 
sion, etc.  » 

VII.  Llruin  res  futur  ce  per  astrologiam  possint  prœsciri. 
Inédit.  On  n'en  connaît  qu'un  seul  manuscrit,  appartenant  à  la 

bibliothèque  Nationale  [Fonds  latin,  n®  i5i26,  olim  Fonds  Saint- 
f^ictor,  n°  439}-  A  la  suite  de  tJc  Traité,  on  trouve,  dans  le  même 
>oluinc,  trois  autres  écrits  d*Oresme,  également  inédits,  et  dont  les 
litres  sont  : 

VIII.  Rationes  et  causœ  plurium  mirabiliuni  in  natura. 


(•)  lO  Fonds  latin,  n®  14579;  i®  Fonds  lutin,   n^  i458o;  olim  Fonds  Saini^Victor, 
n**  100;  3<*  Fonds  latin,  n^  7371. 


j 
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IX.  Plura  quodlibeta  et  dwerse  questiones  (sic). 

X .  Solutiones  predictorum  probleumatum  ( sîc  ) . 

La  Bibliothèque  Nationale  possède  encore  les  manuscrits,  uni- 
ques et  inédits,  des  trois  Ouvrages  suivants  de  notre  auteur  : 

XI.  Tractatus  contra  astronomos  judiciarios. 

(Fonds  latin,  n°  i458o,  olim  Fonds  Saint- f^ictor^  n^  loo.) 

Xn.  Liber  de  diuinacionibus , 

[Fonds  français,  n®  ippSi,  olim  Fonds  Saint-Germain,  fran- 
çais, n®  1907.)  Cet  Ouvrage,  malgré  son  titre  latin,  est  écrit  en 
français.  L'auteur  y  censure,  comme  répugnant  à  la  saine  raison, 
toutes  les  tentatives  de  pénétrer  l'avenir  par  (c  astrologie,  geomance, 
hjdromance,  pyromance,  experimens,  superstitions,  auspices, 
encontres,  chant,  volement  des  oiseaulx,  membres  des  bestes 
mortes,  art  magian,  nigromance,  interprétation  de  songes  et  autres 
vanitez.  »  Ces  pratiques  sont  dangereuses  surtout  pour  ceux  qui  sont 
chaînés  de  la  conduite  des  États.  Oresme  paye  un  tribut  aux  pré- 
jugés de  son  temps,  en  admettant  la  possibilité  de  prédire  la  vérité 
par  la  sorcellerie,  qu'il  condamne  comme  un  péché  abominable. 

XHI.  Traduction  du  Livre  d'Aristote  De  Cœlo  et  Mundq. 

[Fonds  français,  n®  565,  olim  y^ncien  fonds  français,  n®  7065, 
f*  23*- 171"*).  Voici  les  premières  lignes  du  manuscrit  :  «  Au  nom 
de  Dieu,  ci  commence  le  livre  d'Aristote  appelé  du  Ciel  et  du 
Monde,  lequel,  du  commandement  de  tres-souverain  et  très-excel- 
lent prince  Charles  quint  de  cest  nom,  par  la  grâce  de  Dieu  roy  de 
France ,  désirant  et  amant  toutes  nobles  sciences ,  je  Nichole 
Oresme,  doyen  de  l'église  de  Rouen,  propose  translater  et  exposer 
en  françois.  »  A  la  suite  du  dernier  Chapitre  du  Livre  d'Aristote, 
Oresme  a  ajouté  trois  Chapitres  de  sa  propre  composition.  Il  ter- 
mine son  Ouvrage  par  ces  mots  :  «Et  ainsi,  a  Taide  de  Dieu,  je  ay 
accompli  le  livre  du  Ciel  et  du  Monde  a  commendemcnt  de  très- 
excellent  prince  Charles  quint  de  cest  nom,  par  la  grâce  de  Dieu 
roy  de  France,  le  quel  en  ce  faisant  m'a  fait  evesque  de  Lisieux, 
et  pour  animer,  exciter  et  esmouvoir  les  cuers  des  jœunes  hommes 
qui  ont  subtilz  et  noblez  engins  et  désir  de  science,  afin  que  il  estu- 
dient  a  dire  encontre  et  a  moy  reprendre  par  amour  et  affection  de 
vérité,  je  ose  dire  et  me  faiz  fort  que  il  n'est  homme  mortel  qui 
onques  veist  plus  bel  ne  meilleur  livre  de  philosophie  naturelle  que 
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est  ccstui,  ne  en  ebrcu,  ne  en  latin,  ne  en  françoiz.  »  Ces  citations 
font  voir  que  TOuvrage  a  dû  être  composé  pendant  les  années  1376- 
1377,  Oresme  ayant  été  élevé  en  novembre  1377  à  Tévêché  de 
Lisieux  (*). 

On  connaît  encore  un  Ouvrage  d'Oresme  contre  les  ordres  men- 
diants : 

Tractatus  îîiagistri  Nycholai  de  Orem  contra  mendicantes. 

Le  manuscrit  se  trouve  à  la  Bibliothèque  de  l'Université  de  Kiel, 
n^  CXXVU. 

M.  Curtze  termine  son  intéressant  travail  par  ces  lignes,  dont 
nous  nous  faisons  un  devoir  de  donner  ici  la  traduction  complète  : 

«  Récapitulons  maintenant  les  services  rendus  par  Oresme  à  la 
Science.  Nicole  Oresme,  adversaire  déclaré  de  l'Astrologie  et  de  la 
Divination,  a  composé  contre  elles  une  suite  de  remarquables  écrits. 
Par  sa  traduction  du  Livre  De  Cœlo  et  Mundo^  et  par  son  Traité 
original  De  la  Sphère,  il  a  coordonné  dans  une  composition  ency- 
clopédique tout  ce  que  Ton  connaissait  de  son  temps  concernant 
les  mouvements  célestes  et  les  autres  phénomènes  physiques  sur  la 
Terre.  Ces  travaux  ont  créé  la  langue  scientifique  des  Français.  Les 
écrits  d'Oresme  sur  les  Mathématiques  pures  ont  fait  faire  à  la 
science  des  progrès  considérables.  Son  Algorismiis  proportionum 
renferme  des  calculs  qui  ont  du  être  réinventes  trois  siècles  plus 
tarJ^  son  Tractatus  de  lalitudinibus  formarum  contient  l'idée 
fondamentale  de  la  Géométrie  analytique  de  Descaries.  Ce  dernier 
Traité  n'a  pas  passé  aussi  inaperçu  que  les  autres  :  il  en  a  été  fait 
i\cs  éditions  cl  des  manuscrits  jusque  vers  le  milieu  du  xvi*  siècle, 
el  il  n'est  pas  invraisemblable  qu'il  se  soit  ainsi  trouvé  h  la  portée 
(l(î  Dcscarlcs. 

»  ]Nous  nous  croyons  donc  en  droit  d'affirmer  qu'Oresmc  doit 
i''tro  considéré  comme  un  des  plus  éminents  représentants  des 
éludes  mathéinaliqucs  au  xiv*  siècle,  et  que  les  services  rendus  par 
lui  h  la  vraie  science  le  placent  bien  dM-ànssxxsdixxDoctorprofundas 
Thomas  Bradwardine,  à  qui  M.  Chasles  a  assigné  un  rang  si  élevé 
dans  son  aperçu  historique,  » 

(')  Depuis  rimprcssion  de  sa  brochure,  M.  Curtze  a  fuit  encore  la  découverte  de 
(|uoIques  manuscrits  d'Oresme,  ainsi  que  d'une  édition  parisienne  du  Tractatus  àe 
yroportionibus  proportionum,  dont  i)  existe  deux  exemplaires  à  la  Bibliothèque  Maxa- 
riiic.  Les  manuscrits  dont  il  est  question  se  trouvent  à  la  Bibliothèque  de  Bàle. 
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Puisse  maintenant  la  France  ne  pas  laisser  aux  seuls  ëtraugçrs  le 
soin  de  célébrer  ses  gloires  scientifiques  d'autrefois  et  d'éditer  leurs 
œuvres!  J.  H. 


*o* 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MATHEMATISCHE  ANNALEN,  herausgegeben  von  A.  Clebsch 
und  C.  Neumakn  (^). 

Zevthen  (H.-G.).  —  Recherche  des  singularités  qui  ont  rap- 
port à  une  droite  multiple  d'une  surface.  (20  p.  ;  fr.) 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Etudes  géométriques  de  quelques-unes 
des  propriétés  de  deux  surfaces  dont  les  points  se  correspondent 
un  à  un,  (20  p.^  fr.) 

Zeutheh  (H.-G.).  —  Note  sur  la  théorie  des  surfaces  réci- 
proques.  (5  p.  \  fr.) 

Les  recherches  auxquelles  M.  Zeuthen  s'est  livré  dans  le  second 
de  ces  Mémoires  abordent  par  le  côté  géométrique  la  question  de 
la  transformation  rationnelle  des  surfaces  algébriques,  traitée  dans 
ces  derniers  temps  par  divers  géomètres  (*),  de  préférence  par  la 
voie  analytique.  Ces  recherches  conduisent  à  des  résultats  intéres- 
sants par  leur  démonstration  géométrique,  et,  de  plus,  en  partie 
nouveaux  et  de  grande  importance  pour  cette  théorie  de  la  transfor- 
mation. 

Par  les  démonstrations  géométriques,  auxquelles  sont  aussi  con- 
sacrés le  premier  et  le  troisième  des  Mémoires  indiqués  ci-dessus, 
et  qui  servent  d'introduction  au  second,  les  recherches  de  MM.  Sal- 
mon  (*)  et  Cayley  (*)  sur  les  singularités  des  surfaces  se  trouvent 
poussées  plus  loin.  L'Introduction  à  la  première  Note  donne  une 
extension  des  vingt-cinq  équations  de  Sa! mon  et  Cayley  (analogues 
aux  relations  de  Plûcker  pour  les  courbes),  par  l'admission  de  points 
coniques  particidiers  et  des  plans  tangents  singuliers  correspon- 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  I3/|. 

(*^  Foir  let  articles  Sur  la  représentation  des  sur/aces  dans  les  trois  premiers  to- 

■Mt  da  Bulletin, 

(')  Geometrjr  of  three  dimensions ^  2^  édition,  p.  4^* 

(*)  On  Beciprocal  Surfaces,  {Philosoph,  Transact,  1869,  p.  iSg.) 
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dants.  La  difficulté  de  ces  considérations  consiste  en  ce  que  les 
points  ou  les  plans  singuliers  d'une  surface,  définis  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie  ponctuelle,  présenteront,  en  général,  des  pro- 
priétés tangentielles  particulières,  et  réciproquement  ^  ou  encore 
en  ce  que  la  transformation  qui  change  une  surface  dans  sa  réci- 
proque a  des  propriétés  spéciales,  qui  jusqu'ici  n'ont  guère  pu 
être  prises  en  considération  dans  la  théorie  générale  des  transfor- 
mations. Ainsi  la  théorie  actuelle,  pour  quelques-uns  des  points 
singuliers,  a  du  rester  incomplète,  et  c'est  ce  que  signale  particuliè- 
rement la  troisième  Note. 

Le  premier  Mémoire  étudie  en  outre  les  singularités  qui  se  rap- 
portent à  une  droite  multiple  (M)  d'une  surface,  en  s'aidant  d'une 
courbe  qui  représente  la  relation  entre  les  points  et  les  plans  tan- 
gents de  la  surface  sur  M.  On  obtient  ainsi  les  nombres  de  Plûcker 
pour  la  section  résidue  d'un  plan  passant  par  M,  et  pour  le  cône  cir- 
conscrit résidu  mené  d'un  point  de  M.  Enfin  l'auteur  fait  une 
application  aux  propriétés  des  droites  d'une  surface  du  4*  ordre 
ayant  deux  droites  doubles  qui  se  coupent. 

Le  deuxième  Mémoire,  dans  son  Introduction,  qui  se  rattache  en 
partie  à  un  Méuioire  de  M.  Nother  (^),  donne  une  discussion  éten- 
due des  relations  entre  deux  surfaces  (Fj,  Ff)dont  les  points  se 
correspondent  un  à  un,  et  des  courbes  qui  sur  chacune  de  ces  sur- 
faces correspondent  aux  points  fondamentaux  de  l'autre.  On  sup- 
pose ici,  en  particulier,  qu'il  n'existe  pas  de  directions  fondamen- 
tales aux  points  fondamentaux,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas  deux 
points  fondamentaux  consécutifs  en  cet  endroit.  La  partie  principale 
du  Mémoire  est  consacrée  à  la  démonstration  de  quatre  relations 
entre  les  nombres  caractéristiques  des  deux  surfaces  et  les  nombres 
introduits  par  la  transformation. 

Les  deux  premières  de  ces  relations  (I^)  et  (I^)  sont  les  mêmes 
que  l'on  peut  déduire  par  l'étude  des  courbes  d'une  surface  qui  cor- 
respondent aux  points  fondamentaux  et  aux  courbes  fondamentales 
de  r autre  surface  (').  M.  Zeuthen  considère  deux  courbes  infini- 
ment voisines  sur  F} ,  qui  correspondent  k  deux  sections  planes 
consécutives  de  Ft,  et  il  détermine  directement  le  nombre  des  points 


(•)  Machem,  Annalen,  l.  II,  p.  i^\.  (Voir  BuUetin,  t.  II,  p.  i8i.) 
(')  J'oir  le  Mémoire  cité.  {Mathem,  Ann.^  t.  II,  p.  3i9.) 
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d'intersection  apparents  de  ces  courbes;  comme  on  connaît  les 
points  d'intersection  réels  et  Tordre  des  courbes,  on  obtient  une 
relation,  qui  est  une  des  deux  ci-dessus. 

Pour  déduire  les  deux  autres  relations  (II)  et  (UI),  Fauteur 
prend  une  voie  semblable  à  celle  qu'il  a  déjà  suivie  pour  les  courbes 
planes  (^)-  H  construit  une  surface  auxiliaire  F»,  lieu  des  points  où 
les  droites  qui  joignent  un  point  fixe  aux  points  de  Fi  rencontrent 
les  plans  qui  joignent  les  points  correspondants  de  Ft  à  une  droite 
fixe  M;  et,  en  outre,  une  seconde  surface  auxiliaire  F4,  résultant 
d'une  construction  semblable  où  Ton  a  échangé  entre  elles  F|  et  F). 
Les  singularités  de  la  surface  F,  (ou  F4),  qui  correspondent  uni- 
formément à  Ft  et  à  Fj,  sont  déterminées  par  celles  de  F|  et  de  Ff. 
En  établissant  deux  expressions  de  la  classe  de  Fa,  on  obtient  l'é- 
quation (II),  qui  met  en  relation  les  points  fondamentaux  des  deux 
surfaces  données,  et  qui  est  nouvelle  dans  la  théorie  générale  des 
transformations  (*).  Citons  seulement  un  cas  particulier  de  cette 
fcHmule. 

Supposons  que  Fi  et  F)  n'aient  aucune  courbe  cuspidale. 
Soient  /II,  n\  Tordre  et  la  classe  de  Fi^  a,  la  classe  d'une  section 
plane  de  Fi  ;  /it,  /i',,  ^t  les  nombres  analogues  pour  F^.  La  condi- 
tion pour  que  les  deux  surfaces  puissent  se  correspondre  uniformé- 
ment sans  qu'il  existe,  et  pour  qu'elles  aient  ainsi  la  même  géomé- 
trie, c'est-à-dire  pour  que,  suivant  une  expression  de  M.  Clebsch  (•), 
elles  puissent  appartenir  au  même  tjpe,  sera 

/i',  —  2a, 4-  3n,  =  n'j  —  ^a^-h  3/ia. 

La  quatrième  relation  (III)  exprime  le  théorème  de  l'égalité  du 
genre  p  des  surfaces  F|  et  Ft  (*).  On  détermine  les  nombres  C» 
et  C4  des  plans  tangents  stationnaires  des  cônes  résidus,  circonscrits 
aux  surfaces  Ft  et  F4  d'un  point  de  la  droite  M  comme  sommet.  Pour 
deux  de  ces  cônes,  on  démontre  qu'ils  ont  des  nombres  caractéris- 


(*)  Mathem,  Ann,,  t.  III.  (Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  SS;.) 

(')  Elle  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  Tautear  dans  les  Comptes  rendus 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXX,  p.  74S;  1870.  (Voir  Bulletin,  t.  I, 
p.  i56.) 

(')  M€Uhem,  Ann,,  t.  V,  p.  18. 

(*)  Foir  l'analyse  du  Mémoire  déjà  cité  de  M.  N5ther.  {Bulletin,  t.  II,  p.  183.) 
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tiques  égaux,  et  la  relation  Ct  ^  C^  conduit  alors  directement  à 
celle  qui  se  rapporte  à  p. 

Cette  démonstration  a  sur  celle  qu'a  donnée  M.  Nôther  l'avan- 
tage de  s'appliquer  aussi  aux  cas  où  la  formule  donne  pour  p  une 
valeur  négative,  et  où  Ton  avait  posé  p  =  o  dans  l'exposition  de  ce 
dernier  auteur,  parce  que  précisément  la  quantité  Ct  y  reste  elle- 
même  positive.  Ainsi  la  formule  pour  les  surfaces  coniques  donne  le 
genre  d'une  section  plane,  pris  négativement  {'). 

M.  Zeuthen  s'est  encore  occupé,  à  la  fin  de  son  Mémoire,  de  trois 
applications  de  la  théorie  : 

I  ^  A  la  représentation  d'une  surface  sur  un  plan  simple  \ 

a*^  A  la  théorie  des  surfaces  réciproques.  Dans  cette  théorie,  on 
obtient,  au  moyen  des  relations  (II)  et  (UI),  une  nouvelle  équation 
(différente  des  vingt-cinq  précédentes),  l'équation  (i3)  ct  (i4)  de  la 
page  ^6^  donnée  déjà  par  M.  Cayley  dans  son  Mémoire  sur  les  sur- 
faces réciproques.  Cette  équation  a  été,  en  outre,  dans  la  troisième 
des  Notes  que  nous  analysons,  déduite  du  principe  de  correspon- 
dance de  M.  Chasles  (p.  636). 

3^  A  la  représentation  d'une  surface  sur  un  plan  multiple,  consi- 
déré luî-môme  comme  surface. 

Klein  (F.)  et  Lie  (S.).  —  Sur  les  courbes  planes  qui  se  chan- 
gent en  elles-mêmes  par  un  système  fermé  de  transformations 
linéaires  permutables  en  nombre  simplement  infini.  (36  p.) 

Ce  Mémoire  traite  un  sujet  que  les  auteurs  avaient  déjà  abordé 
auparavant  ('),  et  doit  être  considéré  comme  un  dévcloppemenl 
plus  étendu  des  Notes  présentées  à  cette  époque.  11  ne  s'agit  ici 
que  de  la  théorie  des  formes  géométriques  qui,  par  un  nombre  in- 
fini de  transformations  linéaires  permutables,  se  succédant  d'une 
manière  continue,  se  changent  en  elles-mêmes.  Le  présent  travail 
ne  contient  cependant  qu'une  partie  de  la  théorie  entière,  celle  qui 
se  rapporte  aux  figures  planes;  les  auteurs  se  réservent  de  traiter 
plus  tard  le  cas  des  figures  dans  Tespace.  L'objet  de  leur  étude  est 
donc  essentiellement  la  considération  des  courbes  qui,  comme  le 
titre  l'indique,  se  reproduisent  elles-mêmes  par  une  infinité  de 


(')  Comme  M.  Cayley  l'avait  déjà  observé.  {Mathem,  Ann,^  t.  III,  p.  SaG.) 
(*)  Comptes  renduSy  6  et  i3  juin  1870.  (Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  335  et  338.) 
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transionnatlons  permatables  (se  succédant  les  unes  aux  autres  d*une 
manière  continue). 

Les  auteurs  commencent  par  une  énumération  des  courbes  ap- 
partenant à  cette  catégorie.  Ces  courbes  peuvent  être  définies  direc- 
tement comme  les  intégrales  des  équations  difTérentielles  linéaires 
du  premier  ordre  à  coefficients  constants  entre  deux  variables. 
Parmi  elles  se  trouvent,  par  exemple,  les  paraboles,  ainsi  que  la 
spirale  logarithmique.  Ensuite  on  établit  les  propriétés  de  ces 
courbes  qui  s'obtiennent  par  un  mode  de  déduction  particulier  et 
immédiat,  qui  est  systématiquement  employé  dans  tout  le  cours  du 
Mémoire,  et  que  les  auteurs  formident  ainsi  : 

Quand  une  figure  géométrique  se  reproduit  elle-même  par  cer- 
taines transformations,  toute  figure  qui  a  auec  la  proposée  une 
relation  inaltérable  par  les  transformations,  se  change  par  ces 
différentes  transformations  en  des  figures  qui  ont  la  même  rela- 
tion at^cc  la  figure  primitive . 

Parmi  les  propositions  que  Ton  obtient,  nous  ne  remarquerons, 
par  exemple,  que  la  suivante,  que  nous  énoncerons  pour  la  spirale 
logarithmique  :  «  Si  Ton  coupe  une  spirale  logarithmique  par  une 
droite,  et  qu'en  n  des  points  d'intersection  on  continue  les  tan- 
gentes, celles-ci  rencontrent  la  courbe  en  de  nouveaux  points,  qui 
sont  situés  /i  à  /i  en  ligne  droite.  » 

Vient  ensuite  une  recherche  pour  déterminer  combien  il  y  a  dans 
le  plan  de  systèmes  de  transformations  linéaires  permutables,  qui 
ne  soient  pas  encore  contenues  dans  d'autres  plus  générales.  Il  s'en 
trouve  cinq,  qui  sont  toutes  doublement  infinies;  parmi  elles  se 
trouve,  en  particulier,  le  système  de  toutes  les  transformations  li- 
néaires qui  laissent  un  triangle  invariable.  Chacun  de  ces  systèmes 
détermine,  au  point  de  vue  des  auteurs,  une  série  infinie  d'affinités, 
el,  relativement  à  ces  affinités,  les  courbes  considérées  ont  la  pro' 
priété  remarquable  de  se  changer  en  courbes  de  la  même  espèce. 
Parmi  les  affinités  qui  se  rattachent  aux  transformations  linéaires 
d*nn  triangle  en  lui-même,  se  trouve,  par  exemple,  la  réciprocité 
polaire  ordinaire  par  rapport  à  une  conique,  ainsi  qu'un  grand 
nombre  d'autres  affinités  connues.  Citons  encore  le  théorème  sui- 
vant, qui  en  est  une  dépendance  :  «  La  spirale  logarithmique  est  sa 
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propre  polaire  réciproque  par  rapport  k  toute  hyperbole  équilatère 
qui  a  son  centre  au  pôle  de  la  spirale  et  qui  lui  est  tangente.  » 

Enfin  vient  une  application  des  mêmes  considérations  aux  équa- 
tions diflerentielles,  d'abord  à  celles  qui  ont  lieu  entre  deux  va- 
riables. Les  équations  différentielles  qui  se  reproduisent  elles- 
mêmes  par  les  mêmes  transformations  continues  présentent  les 
mêmes  difficultés  d'intégration;  en  particulier,  l'intégration  des 
équations  différentielles  qui  se  reproduisent  elles-mêmes  par  des 
transformations  linéaires  continues  n'exige  que  des  quadratures. 
Comme  application  géométrique  de  cette  proposition,  on  a,  par 
exemple,  le  théorème  suivant  :  Si  l'on  imprime  à  une  courbe  quel 
conque  un  mouvement  hélicoïdal,  elle  décrit  une  surface  dont 
on  peut  trouver  les  courbes  aux  tangentes  principales  et  les  lignes 
de  courbure  par  des  quadratures, 

HoppE  (R.).  —  Sur  la  détermination  directe  des  dérivées 
d'ordre  supérieur,  (3p.) 

Mayer  (A.).  —  Sur  ^intégration  des  équations  simultanées 
aux  dérix^ées  partielles  du  premier  ordre  d'une  même  fonction 
inconnue,  (7p.) 

Brioschi  (F.).  —  Les  tangentes  doubles  à  une  courbe  du  qua- 
trième degré  avec  un  point  double.  (4  p.  ;  fr.) 

Cbemona  (L.).  —  Observatioiu  géométriques  à  propos  de  la 
Note  de  M,  Brioschi.  (4  p.;  fr.) 

Par  une  transformation  uniforme,  toute  courbe  du  4*  ordre  avec 
un  point  double  peut  être  changée  en  une  courbe  dans  laquelle  le 
point  double  est  aussi  un  centre,  de  sorte  que  les  rayons  partant  de 
ce  point  rencontrent  encore  la  courbe  en  deux  points  équidistants 
du  précédent.  Une  telle  courbe  est  appelée  par  M.  Cremona  courbe 
ho mo logique-harmonique.  Son  équation  est 

u  —  bvz^  =  o, 

u  et  ^^  ne  dépendant  que  de  x  et  de  j.  M.  Brioschi  fait  voir  que  la 
théorie  de  cette  courbe  est  en  correspondance  exacte  avec  la  théo- 
rie des  formes  binaires  simultanées  du  a*  et  du  4*  degré  u,  v. 
D'autre  part,  la  courbe  est  liée  avec  les  intégrales  hyperelliptiques 
dans  lesquelles  le  produit  uv  entre  sous  le  radical  carré.  La  bîssec- 
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tion  des  fonctions  hyperelliptiques  correspondantes,  c'est-à-dire, 
géométriquement,  la  recherche  des  tangentes  doubles  de  la  courbe, 
se  ramène,  k  l'aide  des  formes  simultanées  u,  u^  à  la  résolution  des 
Équations 


a  1=0,     i'^o 


y 


staux  équations  quadratiques.  M.  Cremona  rattache  à  la  détermi- 
lution  des  tangentes  doubles  de  la  courbe,  traitée  par  M.  Brioschi, 
la  remarque  que  ces  tangentes  peuvent  être  mises  en  rapport  avec 
les  droites  d'une  surface  du  3*  ordre,  lorsque  cette  surface  a  une 
certaine  singularité^  de  même  que  M.  Geiscr  a  mis  en  rapport  les 
tangentes  doubles  d'ime  courbe  générale  du  4^  ordre  avec  les  droites 
d'une  surface  générale  du  3*  ordre. 

LoMMEL  (E.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  de  Bessel,  (i4  p.) 

KoioiDÔRFER  (G.).  —  Représentation  d'une  surface  du  4'  ordre 
avec  une  courbe  double  du  4*  degré,  formée  de  deux  droites  in- 
finiment  voisines  qui  se  coupent.  (i8  p.  ) 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  un  précédent  Mémoire  de  l'auteiu*,  pu- 
blié dans  les  Mathem.  Annalen  (t.  I),  et  embrasse  les  cas  particu- 
liers indiqués  dans  le  titre.  Dans  un  Appendice,  M.  Komdôrfer 
donne  un  aperçu  de  tous  les  cas  traités  par  lui  et  de  leur  repré- 
sentation. 

Du  Bois-Retmond  (P.)-  —  Note  sur  un  théorème  de  Cauchy, 
concernant  la  continuité  des  sommes  de  séries  infinies,  (3p.) 

Caator  (G.).  —  Sur  les  séries  trigonométriques.  (5p.) 

GuNDELFiNGER  (S.).  —  Sur  Us  formes  cubiques  ternaires. 
(aop.) 

La  théorie  des  courbes  planes  du  3®  ordre  a  donné  une  impulsion 
x>nsidérable  au  développement  de  la  nouvelle  Algèbre.  Ces  recher- 
ches algébriques  remontent  aux  grands  travaux  de  M.  Hesse  sur  les 
points  d'inflexion  des  courbes  du  3®  ordre,  travaux  dans  lesquels  un 
:ovariant  de  la  forme  (la  forme  hcssiennc)  et  un  invariant  (le  dé- 
terminant) se  présentent  déjà.  Tandis  que  Cayley,  dans  ses  Me- 
moirs  upon  Quantics,  établissait  d'autres  formes,  en  s'appuyant 
(ur  la  forme  conique  donnée  par  Heine,  c'est  Aronhold  qui,  le  pre- 
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mier  (^),  a  entrepris  de  développer,  en  partant  de  principes  géné- 
raux, la  théorie  des  formes  cubiques  ternaires.  Sa  méthode  de 
notation  symbolique  Ta  conduit  à  établir  les  deux  invariants  S  et  T, 
comme  ceux  en  fonction  desquels  tous  les  autres  peuvent  s'expri- 
mer. Le  cycle  de  formes  considéré  par  lui  a  été  d'abord  élargi  par 
Brioschi  ('),  qui  y  a  ajouté  un  covariant  du  9*  degré;  puis  par 
Clebsch  et  Gordan,  dans  le  1. 1  des  Maihem,  Annalen.  Ce  sont  les 
travaux  fondamentaux  de  Gordan  sur  la  non-infinité  du  système  de 
formes  qui  se  présente  dans  les  formes  binaires  qui  ont  permis, 
pour  la  première  fois,  de  penser  à  la  possibilité  qu'il  existe  aussi, 
dans  les  formes  ternaires,  un  système  fini  de  formes.  Cette  possibi- 
lité a  été  ensuite  démontrée  par  Gordan  dans  le  même  volume  des 
Matherti.  Annalen  ('). 

Dans  le  présent  travail,  M.  Gundelfinger  a  pour  objet  de  grouper 
d'une  manière  claire  le  système  des  formes  nécessaires  \  puis  il  per- 
fectionne les  anciennes  méthodes  de  manière  à  rendre  possible  la 
représentation  de  toutes  les  formes  de  ce  système  pour  le  faisceau  de 
coiu^bcs  avec  les  points  d'inflexion  communs,  comme  pour  le  fais- 
ceau correspondant  avec  des  tangentes  de  rebroussement  conununes. 

GuKDELFiKGER  (S.).  —  SuT  qiwlques  théorèmcs  généraux  de  la 
nouvelle  Algèbre.  (5p.) 

Pour  les  formes  binaires  biquadratiques  et  les  formes  ternaires 
cubiques,  on  a,  comme  Heine  Ta  montré  le  premier,  la  loi  suivante: 
«  La  forme  hessienne  de  toute  combinaison  linéaire  de  la  forme 
primitive  et  de  sa  forme  hessienne  est  encore  une  combinaison  li- 
néaire. »  Ce  théorème  a  été  le  point  de  départ  des  nouveaux  tra- 
vaux sur  les  formes  de  Cayley  et  d'Aronhold.  M.  Gundelfinger  fait 
remarquer  que  Ton  peut  tirer  généralement  les  mêmes  conséquences 
toutes  les  fois  que  Ton  possède  un  covariant  qui  se  comporte  vis-à- 
vis  de  sa  forme  primitive  comme  le  fait,  dans  les  cas  indiqués,  la 
forme  hessienne  vis-à-vis  de  sa  forme  primitive. 

Gordan  (P.)-  —  Résultantes  de  cos^ariants.  (3p.) 

L'auteur  détermine  les  résultantes  d'une  forme  binaire  donnée, 


(  '  )  Journal  de  Crelle^  t.  39  et  55. 

(•)  Comptes  rendus,  i863.  {Journal  de  Crelle,  t.  63.) 

(")  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  129. 
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de  son  déterminant  fonctionnel  avec  une  seconde,  ainsi  que  de  son 
déterminant  hessien. 

HmnoLZER  (C).  —  Sur  une  surface  du  4'  ordre.  (9p.) 
Étude  développée  de  la  surface  du  4*  ordre  qui,  d'après  un  pré- 
cédent travail  de  l'auteur  (*\  est  engendrée  par  le  sommet  d'un 
c6ne  passant  par  six  points  de  l'espace. 

LtJROTH  (J.).  —  Note  sur  les  points  de  ramification  et  sur  les 
sections  transuerses  d'une  surface  de  Riemann.  (4  P-  ) 

Ce  petit  travail  donne  la  solution  d'un  problème  d'une  impor- 
tance fondamentale  pour  la  théorie  des  fonctions  abéliennes,  et  con- 
duit surtout  a  des  conceptions  précises  sur  la  nature  des  surfaces  à 
plusieurs  feuillets  ou  nappes ,  à  l'aide  desquelles  Riemann  nous  a 
tppris  à  interpréter  la  marche  d'une  fonction  algébrique  d'une  seule 
variable.  L'auteur  fait  voir  que  la  connexion  des  nappes  peut  toujours 
être  ordonnée  d'une  manière  déterminée,  et  qu'en  même  temps  les 
points  de  ramification  qui  les  unissent  peuvent  être  ordonnés  d'une 
façon  entièrement  déterminée.  Les  points  de  ramification  se  par- 
tagent alors  en  groupes,  dont  chacun  en  contient  un  nombre  pair. 
Les  points  du  premier  groupe  unissent  tous  la  première  nappe  avec 
la  seconde*,  ceux  du  second  groupe  la  seconde  nappe  avec  la  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite  \  enfin  les  points  du  dernier  groupe  unissent 
râvant-demière  nappe  avec  la  dernière.  En  se  servant  de  cette  dis- 
position, on  peut  tracer  dans  les  surfaces  à  n  nappes  les  sections 
transverses  et  les  sections  de  passage  avec  autant  de  simplicité  et  de 
darté  que  Riemann  l'a  fait  pour  les  surfaces  à  deux  nappes  dans  le 
cas  des  fonctions  hjperelliptiques. 

Affolter  (Fr.-G.}.  —  Théorèmes  et  problèmes  sur  la  sphère. 

('op.) 

Solution,  par  la  voie  des  constructions  géométriques,  du  problème 
de  construire  une  sphère  qui  coupe  cinq  sphères  données  sous  des 
angles  égaux. 

Hosse:nfelder  (E.).  —  Sur  l'intégration  d'une  équation  dijffé- 
rentielle  du  /i'*'*'  ordre.  (18  p.) 


(*)  Mathem.  jinn.,  t.  11.  (Voir  Bulletin,  t.  Il,  p.  iSg.) 
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Cremona  (L.).  —  Sur  la  représentation  des  surfaces  algé* 
briques.  (i8  p.) 

Clausius  (R.)-  —  Sur  l'application  d'une  noui^elle  équation 
mécanique,  établie  par  l'auteur,  au  mouvement  d'un  point  maté 
riel  autour  d'un  centre  fixe  d'attraction,  et  de  deux  points  maté- 
riels l'un  autour  de  t autre,  (i^  p*) 

Weye   (Em.).  —  Sur  les  courbes  rationnelles  du  4*  ordre. 

(2  p.) 

GoDT  (J.-W.-P.).  —  Note  concernant  la  distribution  de  l'élec- 
tricité sur  un  corps  terminé  par  deux  calottes  sphériques.  (4  P-) 

Sturm  (R.)*  —  ^^^  ^^  surfaces  auec  un  nombre  fini  de  droites 
simples,  et  principalement  sur  celles  du  4'  et  du  5*  ordre,  (35  p.) 

Ce  Mémoire  contient  un  grand  nombre  de  résultats,  les  uns  con- 
nus, les  autres  nouveaux,  que  l'auteur  a  extraits  d'un  Ouvrage 
étendu  qu'il  se  dispose  à  publier.  Les  surfaces  qu'il  étudie  sont  en 
grande  partie  les  mêmes  que  M.  Clebsch  a  traitées  successivement 
par  la  méthode  de  la  représentation.  M.  Sturm,  un  des  élèves  les 
plus  distingués  de  Steiner,  et  connu  par  son  Livre  sur  les  surfaces 
du  3*  ordre,  a  aussi  cfTcctué  les  recherches  actuelles  exclusivement  â 
l'aide  des  considérations  synthétiques,  de  sorte  que  la  publication 
de  son  travail  complet  sera  sans  aucun  doute  d'un  grand  intérêt 
pour  les  progrès  de  la  Géométrie  synthétique. 

Clebsch  (A.). — Sur  l' application  des  substitutions  quadratiques 
aux  équations  du  cinquième  degré  et  à  la  théorie  géométrique  du 
quintilatère  plan.  (62  p.) 

Tandis  que  la  nouvelle  Algèbre  a  commencé  par  considérer  les 
formes  algébriques  au  seul  point  de  vue  des  transformations  li- 
néaires de  leurs  variables,  cependant  elle  peut  aborder  aussi  de  la 
même  manière  l'étude  des  transformations  uniformes  d'ordre  supé- 
rieur. Que  ces  dernières,  dans  la  théorie  des  formes  binaires,  ne 
conduisent  pas  à  d'autres  principes  que  ceux  que  l'on  a  employés 
dans  les  transformations  linéaires,  c'est  ce  qui  résulte  déjà  des  tra- 
vaux de  MM.  Hermite  et  Gordan.  Dans  les  recherches  actuelles,  il 
s'agit  de  l'interprétation  d'une  transformation  d'ordre  supérieur  des 
formes  binaires,  qui  rattache  celles-ci  aux  transformations  linéaires 
d'un  espace  à  plusieurs  dimensions.  Pour  les  équations  du  5*  degré. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  337 

le  fJan  esl  suffisant.  Toutes  les  équations  dans  lesquelles  peut  se 
transformer  une  équation  donnée  du  5®  degré  sont  représentées  par 
les  systèmes  des  points  d'intersection  des  droites  du  plan  avec  cinq 
droites  fixes,  choisies  arbitrairement.  Pour  que  l'équation  résul- 
tante possède  une  propriété  d'invariant  déterminée,  la  droite  va- 
riable, sur  laquelle  se  trouve  le  système  des  points  d'intersection, 
doit  être  tangente  à  une  courbe  plane  correspondante.  Les  courbes 
ainsi  définies,  qui  sont  subordonnées  au  quintilatère  fixe  et  déter- 
minées par  lui,  sont  remarquables  par  leurs  propriétés  et  par  les 
relations  qu'elles  ont  entre  elles.  Par  exemple,  Tauteur  traite  en 
particulier  une  courbe  de  12®  classe,  possédant  une  double  série  de 
tangentes  doubles  singulières,  et  au  moyen  de  cette  courbe  il  donne 
une  interprétation  géométrique  exacte  des  propriétés  de  la  résol- 
vante du  6*  degré,  à  laquelle  conduit  la  théorie  des  équations  du 
5*  degré. 

La  résolution  géométrique  des  équations  du  5*  degré,  équivalente 
à  celles  qui  ont  été  données  par  MM.  Hermite  et  Kronecker,  repose 
sur  la  dépendance  que  Tauteur  établit  entre  la  recherche  de  ces  tan- 
gentes doubles  et  les  équations  modulaires  connues  avec  leur  inter- 
pfétation  géométrique.  On  y  est  conduit  par  cette  circonstance,  que 
ces  douze  tangentes  doubles  correspondent  uniformément  aux  droites 
d'une  double  série  qui  appartient  à  une  certaine  surface  remar- 
quable du  3*  ordre.  Cette  surface,  appelée  par  l'auteur  surface  dia- 
gonale, est  définie  comme  une  surface  passant  par  les  diagonales 
de  tous  les  quadrilatères,  suivant  lesquels  chaque  face  d'un  certain 
pentaèdre  est  coupée  parles  autres.  Parmi  les  trente-six  doubles-six 
que  forment  les  vingt-sept  droites  de  cette  surface,  il  y  en  a  une  qui 
se  trouve  linéairement,  c'est-à-dire  sans  résoudre  une  équation  de 
degré  supérieur*,  les  deux  sixaines  dans  lesquelles  il  se  décom- 
pose donnent  deux  représentations  particulières  de  la  surface  sur 
le  plan,  lesquelles  se  trouvent  au  moyen  d'une  équation  quadra- 
tique, et,  par  suite,  se  construisent  avec  la  règle  et  le  compas.  Les 
six  points  fondamentaux  d'une  telle  représentation  forment  un 
système  de  points  très-remarquable,  qui  représente  géométrique- 
ment l'équation  modulaire.  Ces  six  points  ont,  en  effet,  la  propriété 
de  pouvoir,  de  dix  manières  différentes,  être  assemblés  en  un  hexa- 
gone de  Brianchon  \  le  système  des  six  points  est  par  là  complète- 
ment défini  aux  transformations  projectives  près.  Mais  si  l'on  joint 
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à  CCS  six  points  un  autre  point  quelconque  du  plan,  on  obtient 
six  rayons,  dont  les  rapports  anharmoniques,  formés  avec  deux  droites 
quelconques  menées  du  même  point,  sont  les  racines  de  l'équation 
modulaire,  ou  plutôt  les  racines  d'une  équation  qui  ne  peai  diflerer 
de  celle-là  que  par  une  transformation  linéaire.  Tandis  donc  que  la 
représentation  de  la  surface  diagonale  se  trouve  au  moyen  d'une 
équation  quadratique,  on  obtient  ses  points  fondamentaux  au 
moyen  d'une  équation  modulaire.  Si  Ton  connaît  celle-ci,  on 
|>ourra  déterminer  toutes  les  vingt-sept  droites  de  la  surface  diago- 
nale, et,  par  suite  aussi,  les  faces  du  pcntaèdre,  c'est-à-dire  les  ra- 
cines de  Téquation  du  5^  degré  qu'il  s'agit  de  résoudre. 

Kleikî  (F.).  —  Sur  une  représentation  géométrique  de  la  ré- 
salivante  des  équations  algébriques,  (i3  p.) 

Ce  travail  se  rattache  a  celui  de  MM.  Klein  et  Lie  :  (c  Sur  les 
courbes  planes  qui  se  changent  en  elles-mêmes,  etc.  (  ^)  »,  par  cette 
circonstance  que,  comme  dans  ce  dernier,  on  a  en  vue  des  systèmes 
de  transformations  géométriques  \  toutefois  celles-ci  ne  se  succèdent 
pas,  comme  précédemment,  les  unes  aux  autres  d'une  manière  con- 
tinue, mais  les  systèmes  se  composent  d'individus  discrets.  L'auteur 
fait  voir  que  la  tliéorie  des  équations  générales  du  n'*"^  degré  de 
Gâtais  coïncide  a^ec  la  théorie  des  coi'ariants  et  des  in%uiriants 
de  n  éléments  d'une  espèce  de  n  —  2  dimensions,  en  ce  sens  qu'aux 
permutations  des  n  racines  d'une  équation  algébrique  entre  elles 
correspondent  les  transformations  linéaires  de  l'espace  de  /i  —  2  di* 
mcnsions,  qui  permutent  entre  eux  n  éléments  de  cet  espace.  Ainsi 
la  théorie  projectivo-géométrique  du  quadrilatère  dans  le  plan  et 
du  pentaèdre  dans  l'espace  est  en  même  temps  la  théorie  des  équa- 
tions générales  du  4^  et  du  5*^  degré.  Mais  les  équations  particu- 
lières peuvent  trouver  aussi  leur  interprétation  d'une  manière  ana- 
logue. L'auteur  rappelle  surtout  l'équation  aux  points  d'inflexion 
d'une  coui'be  du  3*^  ordre,  pour  laquelle  on  fait  usage  de  cette  pro- 
position :  Toute  courbe  du  3*  ordre  se  cliange  en  elle-même  au 
mojen  de  dix-huit  transformations  linéaires.  Puis  il  explique 
comment  on  peut  rattacher  une  interprétation  des  équations  du 
6*^  degré  à  six  complexes  linéaires,  situés  deux  à  deux  en  involu- 

(*)  Voir  plus  haut,  p.  33o. 
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tion,  et  dont  le»  relationâ  mutuelles  ont  été  déjà  étudiées  par  L'auteur 
dans  une  autre  occasion  (  '  ) . 

CtTLET  (  A.  ).  —  Exemple  de  transformation  d'ordre  supérieur 
^ une  fonction  binaire.  (3  p.^  ^ngl.) 

A  l'aide  d'une  méthode  très-directe,  une  forme  biquadratique  est 
soumise  à  une  substitution  quadratique,  problème  qui  a  été  traité 
sous  la  même  forme  d'énoncé  par  Gordan  ('),  et,  plus  ancienne- 
ment, sous  un  autre  énoncé,  par  Hermite  ('). 

Du  Bois-RcTMOiiD  (P.).  —  Théorie  des  intégrales  eu  des  séries» 
de  Fourier.  (ap  p.) 

AiiDaÉïKWSKY  (M.),  —  Propriétés  de  queLjues  quadratures, 
déduites  de  l'intégration  des  expressions  différentielles  à  deux 
variables.  (la  p.^  ir.) 

Klein  (F.).  —  IVote  concernant  la  dépendance  entre  la  Géo^ 
métrie  linéaire  et  la  Mécanique  des  corps  solides.  (i3  p.  ) 

Que  la  théorie  des  mouvements  infiniment  petits  des  corps  so- 
lides, ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  composition  des  forces  qui 
agissent  sur  un  corps  solide  soit  étroitement  liée  avec  la  doctrine 
projectivo-géométrique  dont  il  était  question  quelques  lignes  plus 
haut,  c'est-à-dire  avec  la  Géométrie  linéaire,  c'est  un  fait  connu  et 
souvent  énoncé,  nommément  par  Plûcker  dans  sa  Nouv^elte  Géo^ 
métrie  {^)  ;  mais  jusqu'ici  il  manquait  à  ces  assenions  d'être  établies 
avec  toute  la  précision  désirable.  L'auteur  a  entrepris  de  suppléer  à 
ce  défaut,  et  il  explique  ainsi,  en  particulier,  comment  à  chaque 
sptème  de  forces  ou  a  chaque  mouvement  infiniment  petit  corre9- 
pond  un  complexe  linéaire  comme  image  géométrique.  Puis  il  éta- 
blit, entre  autres,  le  théorème  suivant  :  Lorsqu'un  sjstème  de 
forces  donné  par  l' inters^ention  d'un  mouv^ement  infiniment  petit 
ne  produit  aucun  trai^ail,  les  deux  complexes  correspondants  sont 
en  in^olution.  On  peut  ramener  à  cette  proposition  la  dualité  qui 


(  *  )  Sur  la  théorie  dm  compiexwt  de  ligtèet  droUet  du  premier  «t  da  second  de^ré. 
[Metkem.  Ann.;  Tolr  Bulletin,  t.  II,  p.  179.} 
;*)  Journal  de  Borchardi^  t.  71. 

;*  )  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  dm  Seienem,  t.  XLYI. 
(•)  Voir  Bulletin^  t.  I,  p.  7}  el  siiiT. 

as. 
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règne  entre  les  systèmes  de  forces  et  les  mouvements  infiniment 

petits. 

Stolz  (O.).  —  Signification  géométrique  des  éléments  com- 
plexes en  Géométrie  analjtique.  {26  p.) 

L'imaginaire  en  Géométrie,  qui  s'est  introduit  forcement  dans 
l'application  de  l'Analyse  à  cette  science,  a  depuis  longtemps,  comme 
on  sait,  constitué  une  des  principales  difficultés  que  l'on  ait  ren- 
contrées dans  la  formation  rationnelle  d'une  doctrine  purement 
géonrétrique  (ou  synthétique}.  Chez  Poncelet,  Chasles,  etc.,  on 
trouve  les  éléments  complexes,  définis  d'une  manière  plus  ou  moins 
vague ^  ainsi,  chez  ces  auteurs,  les  éléments  complexes  conjugués 
ne  sont  pas  considérés  séparément.  Von  Slaudt,  le  premier,  est 
parvenu  à  résoudre  ce  problème  fondamental,  en  définissant  les 
éléments  complexes  comme  les  éléments  doubles  de  relations  invo- 
lutives ,  et  caractérisant  l'élément  double  isolé  d'une  manière  plus 
précise,  par  le  sens  dans  lequel  on  se  meut,  en  vertu  de  la  relation, 
en  allant  d'un  élément  vers  son  correspondant.  Les  recherches  de 
Von  Staudt,  qu'il  a  publiées  dans  ses  Beitrâge  zw  Géométrie 
der  Lage  (i  856- 1860),  n'ont  été  depuis  qu  imparfaitement  com- 
prises. On  doit  attribuer  cela  tant  aux  difficultés  assez  considérables 
que  présente  le  sujet  par  lui-même  qu'à  Texposition  serrée  et  sys- 
tématiquement rapide  dont  Von  Staudt  a  revôtu  ses  pensées.  On  a 
d'autant  plus  lieu  d'ùtre  reconnaissant  envers  l'auteur  du  présent 
.Mémoire,  qui  a  entrepris  de  développer  les  conceptions  de  Von 
Staudt  par  la  voie  des  considérations  analytiques.  Elles  présentent, 
sur  le  mode  d'exposition  de  Von  Staudt  lui-môme,  cet  avantage, 
(jue  le  ffrincipe  directeur  est  donné  à  l'avance.  En  même  temps  se 
trouve  ainsi  remplie  une  lacune  qui  existait  jusqu'à  présent  dans  le 
système  de  la  nouvelle  conception  géométrique,  personne  n'avanl 
encore  démontré  explicitement  que  les  imaginaii-es  de  la  Géométrie 
analytique  sont  identiques  avec  ceux  de  Von  Staudt. 

DiEKMAKî^  (J.).  —  Sur  les  modifications  que  subit  une  repré' 
sentation  plane  d'une  surface  du  3*  ordre,  lorsqu'il  s'j-  introduit 
des  singularités.  (34  p-) 

On  possède,  comme  on  sait,  une  classification,  due  à  M.  Schlaili. 
des  surfaces  du   3*  degré  d'après   le   nombre  de  leurs  points  no- 
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daux  ('  ).  Le  présent  Mémoire  a  maintenant  pour  objet  de  recher- 
cher comment  la  représentation  de  la  surface  générale  Fa  sur  le  plan 
(représentation  dans  laquelle  se  présentent  six  points  fondamen- 
taux situés  arbitrairement)  se  modifie  dans  les  cas  singuliers.  La 
recherche  est  faite  pour  les  huit  espèces  de  M.  Schlâfli  qui  ne  pos- 
sèdent qu'un  seul  point  nodal.  Son  principe  est  contenu  dans  les 
deux  théorèmes  suivants  : 

L  Za  représentation  ordinaire  de  Fs  peut  être  regardée  comme 
obtenue  au  moyen  d'une  courbe  gauche  du  3*  ordre,  tracée  sur  la 
surface. 

On  rapporte,  en  effet,  inmiédiatement  Ft  aux  systèmes  de  sé- 
ctntes  de  Ct;  si  l'on  représente  ces  dernières  sur  le  plan,  conformé- 
ment â  leur  génération,  par  deux  faisceaux  de  plans  projectifs,  on  a 
U  représentation  ordinaire  de  ¥%.  On  conclut  de  là  qu'il  y  a  autant 
de  représentations  d'une  surface  Ft  essentiellement  différentes, 
qu'il  y  a  sur  la  surface  de  groupes  de  courbes  Cs  d'espèce  différente. 
Parmi  les  soixante-douze  groupes  de  courbes  C|  sur  la  surface  gé- 
nérale Ft,  il  n'y  en  a  aucun  qui  soit  singulier;  il  n'y  a  aussi  pour  la 
«urface  générale  Ft,  en  réalité,  qu'une  seule  espèce  de  représenta- 
^OQ.  Pour  le§  espèces  particulières  de  Ft,  il  en  est  autrement^ 
^Q$i  l'espèce  7  de  Schlâfli  admet  six  modes  de  représentation 
«•iflerenu. 

n.  Si  l'on  a  une  représentation  d'une  surface  Ft,  on  en  obtient 
une  autre,  et,  en  répétant  le  procédé,  on  obtient  toutes  les  autres, 
^  appliquant  au  plan  de  représentation  une  transformation  qua^ 
dratique  qui  se  rapporte  à  un  triangle  formé  avec  les  points  fon- 
damentaux. 

Dans  les  Ft  avec  un  point  nodal,  il  y  a  un  mode  de  représenta- 
tion donné  à  l'avance  :  la  représentation  au  moyen  de  la  projection 
œntrale  partant  du  point  nodal.  Par  cette  représentation,  on  étudie 
combien  il  y  a  sur  la  surface  d'espèces  différentes  de  systèmes  de  Ct, 
et  Ton  obtient  ensuite  les  représentations  de  la  surface  correspon- 
dant à  ces  systèmes,  au  moyen  de  transformations  quadratiques, 
convenablement  choisies,  du  plan  de  représentation.  Au  Mémoire 
est  jointe  une  planche  sur  laquelle  est  indiquée  sehématiquement 

(*)  Yoir  miotoph.  Transactions;  t863. 
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la  posHion  des  points  fondameiftaiix  pour  les  différents  cas.  Dans 
le  dernier  cas  (Scblâfli,  n?  ao),  tous  les  points  fondamentaux  se 
sont  rapprochés  à  des  distances  infiniment  petites  les  unes  des 
autres,  et  trois  d'entre  eux  se  trouvent  en  ligne  droite. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  le  pentagone  plan,  (i4  p«) 
Si  dans  un  pentagone  sans  angles  rentrants  on  construit  le  pen- 
tagone des  diagonales,  celui-ci  sera  de  même  natune  que  le  premier, 
et  seulement  plus  petit.  Si  ipour  le  nouveau  pentagone  on  oonstruit 
encore  le  pentagone  des  diagonales,  et  ainsi  de  suite,  on  s'appro- 
chera ainsi  indéfiniment  d'un  point  déterminé.  L'auteur  fait  voir 
que  deux  pentagones  consécutifs  quelconques  se  correspondent 
suivant  une  certaine  coUinéation.  Le  pointrlimite  est  un  sommet  da 
triangle  fondamental  de  la  coUinéation,  et  il  correspond  à  une  ra- 
cine, que  l'on  peut  indiquer  d'une  manière  précise,  de  l'équation 
cubique  corrélative,  racine  qui  se  trouve  en  même  temps  construite 
géométriquement . 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  transformations  de  Cre- 
mona.  [y  p.) 

M.  Cremona  a  trouvé  par  induction  ce  théorème,  que,  dans  une 
représentation  uniforme  d'un  plan  sur  un  plan,  les  nombres  qui 
indiquent  combien  il  y  a,  dans  l'un  et  dans  l'autre  plan,  de  points 
fondamentaux  équivalents,  sont  les  mômes,  à  Tordre  de  succession 
près.  Ce  théorème  est  démontré  dans  le  présent  travail. 

MiNNiGERODE  (B.).  —  Remarque  sur  les  nombres  irration- 
nels. (2  p.) 

L'auteur  démontre  qu'il  n'est  pas  possible  d'exprimer  toutes  les 
grandeurs  numériques  sous  forme  de  fonctions  rationnelles  d'un 
degré  fini  donné,  au  moyen  d'une  suite  finie  donnée  d^irrationnali- 
tés,  mais  avec  des  coefficients  du  reste  rationnels. 

MosT  (R.).  —  Sur  les  dériv^ées  d'ordre  supérieur.  (6p.) 

SoMOFF  (J.).  —  Sur  la  rectification  approximative  des  courbes 
quelconques.  (5p.) 

Brill  (A.).  —  Sur  la  théorie  de  l'élimination  et  des  courbes 
algébriques.  (17  p.) 

Lorsque  les  équations  de  trois  courbes  algébriques  sont  identi- 
quement satisfaites  par  les  coordonnées  d'un  ou  de  plufiieurs  points, 
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on  sait  que  la  résultante  s'annule.  On  peut  se  proposer  de  recher- 
cher la  condition  poiu*  que  les  courbes  aient  un  nouveau  point 
commun.  L'auteur  indique  une  méthode  pour  former  les  fonctions 
des  coefficients  des  équations  qui  se  présentent  dans  ce  cas  à  la 
place  de  la  résultante,  et  il  en  détermine  le  degré.  Passant  au  cas 
où  l*équalion  de  Tune  des  courbes  n'est  pas  identiquement  satis- 
faite, il  résout  pour  une  courbe  de  genre  quelconque  le  problème 
connu  :  «  Si  à  chaque  point  d'une  courbe  correspond  un  certain 
nombre  de  points  x  et  de  points  y^  trouver  le  nombre  de  ces  points 
pour  lesquels  un  point  x  coïncide  avec  un  point  j^  correspondant.  » 
(Dans  les  Gbit.  Nachr,,  4  octobre  1871,  l'auteur  a  donné  au  ré- 
sultat une  autre  forme  élégante.)  Viennent  ensuite  des  applications 
à  la  théorie  des  courbes  dans  l'espace. 

BaiLL  (A.).  —  Sur  deux  problèmes  de  contact.  (23  p.) 
L'auteur  traite  par  des  moyens  algébriques  ces  jn^oblèmes,  déjà 
résolus  par  la  voie  synthétique  :  «  Trouver  les  courbes  d'un  fais- 
ceau qui  ont  avec  une  courbe  donnée,  i  ^  en  un  point,  2^  en  deux 
points  différents,  un  contact  multiponctuel.  )>  Chaque  théorème  snr 
les  points  d'intersection  d'un  faisceau  plan  de  courbes  à  r  para- 
mètres arbitraires  avec  une  courbe  donnée  peut  être  interprété  re- 
lativement à  une  Ogure  dans  un  espace  à  r  dimensions,  qui  corres- 
ponde uniformément  à  chaque  courbe.  La  relation  réciproque  des 
plans  osculateurs  et  des  poiifts  d'une  coiu*be  dans  l'espace  donne 
lieu  ainsi  à  vn  théorème  sur  la  rclatiofi  réciproque  entre  deux  cer- 
tains faisceaux  de  courbes.  L'auteur  généralise  ce  théorème  sous  la 
forme  d'un  théorème  de  déterminants,  qui  est  le  fondement  de  la 
solution  du  premier  problème.  Le  second  problème  est  résolu  par 
l'emploi  de  la  proposition  du  précédent  Mémoire  sur  la  cctrrespon- 
dance  des  couples  de  points.  L'auteiu*  fait  ensuite  des  applications 
aux  courbes  dans  l'espace  et  aux  surfaces  gauches. 

AjiDRÉiEWSRY  (M.).  —  Formules  relatwes  à  la  théorie  des  inté- 
grales définies.  (8  p.  5  fr.) 

CàTLïT  (A.).  —  Sur  une  surface  du  8*  ordre.  (3  p.  5  an|[l.} 
Nouvelle  étude  analytique  de  la  surface  traitée  par  M.  Hierhokei*, 
en  miant  confae  du  travail  de  cet  «uteur  (^  ). 

(*)  F'oir  plus  haut,  p.  335. 


344  BULLETIN  DES  SCIENCES 

GuNDELFiNGER  (S.).  —  Sur  Us  singularités  dune  courbe  du 
3*  ordre,  (ii  p.) 

L'auteur  étudie  les  invariants,  covariants,  etc.,  qui  s'évanouissent 
lorsqu'une  courbe  du  3*  ordre  acquiert  un  point  double  ou  un  point 
de  rebroussement,  ou  se  décompose  \  il  établit,  en  outre,  les  formes 
dont  les  coefficients  servent  à  trouver  les  coordonnées  des  éléments 
singuliers  correspondants,  ou  les  parties  isolées  de  la  courbe  qui  se 
décompose. 

Klein  (F.).  —  Sur  la  Géométrie  dite  non  euclidienne.  (54  p.) 
Ce  Mémoire  est  le  développement  d'une  Note  publiée  sous  le 
même  titre  dans  les  Nachrichten  de  Gottingue,  et  dont  la  traduc- 
tion a  paru  dans  le  Bulletin  (^).  Nous  nous  bornerons,  en  consé- 
quence, à  remarquer  que  l'exposition  développée  traite  principale- 
ment de  la  détermination  métrique  projective,  pour  obtenir  ainsi 
une  image  aussi  concrète  que  possible  de  la  nature  des  détermina- 
tions métriques  dans  les  multiplicités  de  courbure  constante,  et  en 
particulier  de  la  détermination  métrique  de  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne. 

Heine  (E.).  —  Sur  quelques  hypothèses  dans  la  démonstration 
du  principe  de  Dirichlet.  (5p.) 


PROCEEDINGS  OF  THE  London  Mathematigal  Society  ("). 

T.  I.  Janvier  i865  à  novembre  i866. 

Morgan   (A.   de).    —  Discours  à    la  séance   d'inauguration 
(  \6  janvier  i865).  (lo  p.) 

Sylvester  (J.-J.).  —  Preusfe  élémentaire  et  généralisation  de 


(•)  T.  II,  p.  3'|i-35i. 

(')  Nous  analyserons  régulièrement  cet  important  Recueil,  dont  le  4*  volume 
est  en  cours  de  publication.  Nous  donnons  les  titres  des  Mémoires  déjà  anciens 
contenus  dans  les  deux  premiers  volumes.  Nous  développerons  les  comptes  rendus 
des  Mémoires  à  partir  du  t.  III.  Les  volumes  complets  des  Proceedings  se  trourent 
chez  MM.  C.-P.  Hodgson  et  fils,  i  Gough  Square,  Fleet  Street,  aux  prix  suivants  : 
Vol.  1,  10  sh.  ;  Tol.  II,  i6  sh.  Les  communications  aux  secrétaires  doivent  être  adres- 
sées :  London  Mathematical  Society,  aa,  Albemarle  Street,  W.  ^  ou  Univertity  Col- 
lège Scbool,  Go  ver  Street,  W.-C. 
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la  règle  donnée  sans  démonstration,  par  Isaac  Newton,  rehuwe 
aux  racines  imaginaires  des  équations.  (i6  p.) 

Catlet  (A.).   —  Sur  la  transformation  des  courbes  planes, 
(il  p.) 

Hàkust  (R.)«  —  Sur  les  résonantes  différentielles,  (lo  p.) 

TucRER  (M.-A.).  —  Sur  les  courbes  radiales,  (7  p.) 

CoTTEaiix  (T.).  —  Sur  certaines  propriétés  des  poljrgones  plans 
d'un  nombre  pair  de  côtés,  (4  p*) 

MoEGÀH  (A.  de).  —  Prouvée  que  toute  équation  a  une  racine, 

(ip.)     • 

Syltester  (J.-J.). —  Sur  une  addition  au  procédé  de  Poinsot 
pour  représenter  le  moui^ement  d'un  corps  solide  tournant  libre- 
ment autour  d'un  point,  addition  dans  laquelle  le  temps  est 
compté  mécaniquement,  (2  p*) 

CaoFTOif  (  W.).  —  Sur  certaines  propriétés  des  Oi^ales  de  Des- 
cartes,  traitées  par  la  méthode  des  coordonnées  bipolaires,  (i4  P-) 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  correspondance  entre  deux  points  d'une 
courbe.  (4  P-) 

Smith  (S.).  —  Sur  une  formule  relativ^e  à  la  multiplication  de 
i  fonctions  â.  (12  p.) 

CoTTEEiLL  (T.).  —  Sur  un  système  de  cubiques  circulaires  en 
inyolution  et  sur  la  description  de  la  courbe  par  points,  quand  le 
double  foyer  est  sur  la  courbe,  {2  p.) 

T.  II.  Novembre  1866  à  Novembre  1869. 

Cliffoed  (  W.-K.).  —  Sur  la  théorie  générale  du  rapport  an- 
harmonique.  (4p*) 

Roberts  (S.).  —  Sur  l'ordre  de  certains  systèmes  d'équations 
^dgébriques .  (  1 3  p .  ) 

TowiisEHD  (R.)«  —  Solution,  par  la  méthode  ordinaire  homo- 
graphique,  du  problème  suivant  :  Inscrire  dans  une  quadrique 
donnée  un  polygone  d'un  nombre  de  côtés  donné ^  dont  les  côtés 
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passent  par  des  points  fixes  disposés  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace.  (4  P*) 

MoHGÀif  (A.  de).  —  Sur  l'octagramme  conique.  (3  p.) 

Morgan  Jekkins.  —  Preuve  d'un  théorème  important  d'^^rith- 
métique,  par  le  moyen  duquel  on  peut  déduire  de  la  4'  démons- 
tration,  donnée  par  Gauss,  de  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre 
l'extension  de  cette  loi.  (4  P-) 

Crofton  (W.).  —  Sur  dijfférentes  propriétés  des  quartiques  bi- 
circu  lai r  es  .(12p.) 

HiRST.  —  De  la  représentation  des  points  de  l'espace  par  des 
groupes  de  trois  points  portés  sur  une  ligne. 

Cayley  (A.)  —  Sur  les  logarithmes  des  quantités  imaginaires. 

(4p) 

Crofton  (W.).  — Sur  la  théorie  delà  probabilité  locale,  (a  p.) 

Clerk  Maxwell  (J.).  —  Sur  les  diagrammes  réciproques  dans 
l'espace  et  leur  relation  av^ec  la  fonction  des  forces  de  Airf. 

(4  p.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  surfaces  réciproques.  (3  p.) 

Martin  Gardiner  (C.-E.).  —  Sur  l'inscription  dans  un  éjua- 
drèque  d'un  polygone  de  n  côtés,  dont  les  côtés  doivent  passer, 
dans  un  ordre  déterminé,  par  n  points  fixes.  Simplification  du 
mode  de  réduction  de  sir  TV.-R.  Hamilton.  (5p.) 

Poli(;hac  (C.  de).  —  Sur  un  problème  de  combinaisons.  (6  p.) 

WoLHOusE  (VV.-S.-B.).  —  Sur  les  solutions  numériques  des 
problèmes.  (10  p.) 

Morgan  (A.  de).  —  Remarques  sur  le  trav^ail  précédent,  (i  p.^. 

Smith  (S.-T.-J.-H.).  —  Sur  différentes  constructions  géomé- 
triques. (16  p.) 

'Hbwrict  (O.).  —  Sur  une  certaine  formule  concernant  la  théorie 
des  discriminants,  av^ec  applications  aux  discriminants  de  discri" 
minants  et  à  la  théorie  des  courbes  polaires.  (12  p*) 

Clïffohd  (W.-K.).  —  Sur  une  généralisation  de  la  théorie  des 
polaires.  (3p.) 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  347 

«CoTTERTUL  (Tli.).  —  SuT  uue  Correspondance  entre  les  points  de 
dmix  figures,  dans  laïquelle  à  une  courbe  du  n*^*  ordre  dans  une 
figure  correspond  dans  l'autre  une  courbe  d'ordre  /^n  av^ec  trois 
points  multiples  d'ordre  n  et  d'autres  points  multiples  d'ordre 
an.  (7  p.) 

RoBEETS  (S.).  —  Sur  la  description  mécanique  de  différentes  es- 
pèces de  courbes  circulaires  du  3'  et  du  4'  degré.  (10  p.) 

Stlvester  (J.-J.).  —  aperçu  de  la  théorie  des  cyclodes  réduc- 
tibles, c'est'àrdire  sur  une  jamille  particulière  d' enveloppées  suc- 
cessives du  cercle,  dont  la  détermination  dépend  de  la  solution 
d'une  équation  indéterminée  algébrique,  (24  p.) 

Walker  (J.-J.).  —  Sur  les  tangentes  à  la  cissoïde.  (6  p.) 

Hirst(A.).  — Sur  les  formes  /imi7e5  (degenerate)  des  coniques, 

Mebeifielp  (C-W.).  —  Sur  une  proposition  géométrique,  in- 
diquant  que  les  propriétés  de  l'axe  radical  ont  été  probablement 
connues  des  Arabes,  (3  p.) 

Heiveici  (O.).  —  Sur  les  séries  de  courbes,  en  particulier  sur 
les  singularités  de  leur  enveloppe  avec  application  aux  cowhes 
polaires,  (^i  8  p.) 

Smith  (  J.-St.).  —  Sur  les  propriétés  focales  des  figures  homo- 
graphiques.  (54  p.) 


ARCHIVES  NÉERLANDAISES  des  Sciences  exactes  et  hatu- 
KELLES,  publiées  par  la  Société  Hollandaise  des  Sciences  à  Harlem, 
et  rédigées  par  T. -H.  von  Baumhauer,  secrétaire  de  la 'Société,  avec 
la  collaboration  de  MM.  R.  van  Rees,  I.  van  der  Hoeven,  D.  Bierens 
de  Haan,  C.-A.-J.-A.  Oudemans  et  W.  Koster.  —  La  Haye,  Mar- 
linusNijhoff5in.8°(*). 

T.  I-,  1866. 

LoBATTO  (R.)-  —  Remarques  sur  une  formule  de  M.  T.  Reboul 
pour  évaluer  le  prix  d'une  assurance  de  survie,  (17  p.) 

(')  Parait  annuellemeot  par  Tolume  de  6  fascicules. 
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LoBÀTTO  (R.).  —  Note  sur  la  formation  des  équations  qui  font 
connaître  le  côté  et  les  diagonales  des  polygones  réguliers.  (  1 8  p.) 

T.  n^  1867. 

BiEREns  DE  Hààn  (D.).  —  Note  sur  la  théorie  des  intégrales 
définies,  (28  p.) 

T.  in^  1868. 

Kaiser  (P.).  —  Étude  de  la  marche  de  la  pendule  astrono- 
mique Hohwii,  n^  20,   et  du  chronomètre  Knohlich,  n^  1700. 

(16  p.) 

HoEK.  —  Sur  les  prismes  achromatiques  construits  ax^ec  une 
seule  substance,  (21  p.) 

HoEK.  —  Détermination  de  la  s^itesse  avec  laquelle  est  entraînée 
une  onde  lumineuse  traversant  un  milieu  en  mous^ement,  (6p.) 

T.  IV;  1869. 

Kaiser  (F.).  —  Quelques  obsen^ations  sur  les  erreurs  pério- 
diques des  v^is  micrométriques  faites  à  l'occasion  des  derniers  tra- 
vaux  de  l'Observatoire  de  Lejde. 

CoHEjv  Stuart  (L.).  —  Note  sur  les  formules  connues  de  l'équi- 
libre intérieur  d'un  cjdindre  creux  et  d'une  sphère  creuse.  (2  p.' 

Cohen  Stuart  (L.).  —  Note  sur  la  pression  exercée  sur  les 
points  d'appui,  (2p.) 

T.  V; 1870. 

Baehr  (C.-F.-W.),  —  Note  sur  les  résultats  d'une  étude  ma- 
thématique des  mouvements  de  l'œil,  (5  p.  ) 

BiERENS  de  Ha  an.  —  Sur  quelques  nouvelles  formules  de  réduc- 
tion dans  la  théorie  des  intégrales  définies,  (24  p.) 


1^  a  —       —    — 
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MÉLANGES. 
EITlilT  D'OHI  LEITU  Dl  I.  I.  UPSGUTZ, 

PROFEtSICR  A  l'dIIITKESITÉ  DB  BONN. 

Les  Comptes  rendus  du  29  juillet  187  a  contiennent  une  Note  dé 
M.  Yvon  Villarceau  intitulée  :  Mécanique  :  Sur  un  noux^eau  théo- 
rème de  Mécanique  générale.  L'auteur  indique  au  début  de  cette 
Note  que,  par  suite  de  la  facilité  avec  laquelle  il  démontre  son 
théorème,  il  a  présumé  que  celte  proposition  devait  être  connue 
depuis  longtemps,  et  que  M.  Bertrand  a  bien  voulu  lui  indiquer 
comme  pouvant  avoir  quelque  analogie  avec  son  théorème  une  Note 
de  M.  Clausius,  qui  a  été  communiquée  à  T Académie  dans  la 
séance  du  20  juin  1870  sous  le  titre  suivant  :  Physique  mathéma- 
tique :  Sur  une  quantité  analogue  au  potentiel  et  sur  un  théorème 
y  relatif.  Je  suis  en  mesure  d'indiquer  plusieurs  travaux  qui  sont 
dans  les  rapports  les  plus  étroits  avec  le  théorème  publié  par 
M.  Villarceau.  D'abord,  dans  le  Mémoire  de  Jacobi  :  Ueber  die 
Rédaction  der  Intégration  der  partiellen  Dijfferentialgleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  irgend  einer  Zahl  Variabeln  auf  die 
Intégration  eines  einzingen  Systems  gewohnlicher  Dijfferential- 
gleichungen, du  9  novembre  i836  (Journal  de  Crelle^  1. 17,  p.  97- 
162;  la  fin  de  Tarticle  6,  p.  1 18  à  122)^  en  second  lieu,  les  recher- 
ches précédentes  plus  développées  dans  TOuvrage  de  Jacobi  :  f^or- 
lesungen  ûher  Djnamik  (Berlin,  1866,  à  la  fin  de  la  4*  Leçon, 
p.  2i-3o}-,  en  troisième  lieu,  un  travail  que  j*ai  publié  dans  le 
Journal  de  B or cliardt,  16  octobre  1866,  t.  66,  p.  363-374  :  Ueber 
einen  algebraischen  Typus  der  Bedingungen  eines  bewegten 
Massensjstems,  où  sont  mentionnés  les  travaux  que  je  viens  de 
signaler  de  Jacobi.  J'ai  indiqué  verbalement  l'existence  de  ces  trois 
Mémoires  à  M.  le  professeur  Clausius,  quand  ce  savant  publia  une 
première  Note  sur  les  recherches  dont  il  a  été  question  plus  haut 
dans  les  Sitzungsberichte  der  Niederrheinischen  Gesellschaft 
fur  Natur-und  ffeilkunde  zu  Bonn  (Juin  1870, .p.  1 14). 

Pour  montrer  avec  évidence  les  rapports  des  Mémoires  dont  il  a 
été  question  plus  haut  avec  le  théorème  de  M.  Villarceau,  j'emploie 
les  notations  suivantes.  Soient  j:«,  ^«,  z^  les  coordonnées  rectan- 
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gulaires  d*un  point  mobile  ifl.  ;  a«,  &.,  c.  les  coordonnées  rectan- 
gulaires d'un  point  fixe  ^.,  lindioe  »  pouvant  prendre  les  valeurs 
I,  a,  3,...,  n.  Soit  m. la  masse  du  point  mobile  i&.  et  supposons  que 
ce  point  soit  soumis  k  l'action  d'une  force  mottioe  ayant  pour  com- 
posantes X«,  Y«,  Z..  On  suppose  que  le  système ifl.  soit  soumis  a  des 
liaisons  qui  s'expriment  par  les  équations  de  condition 

$1  =  o,  $,  =  o,  ...,$,  =  o, 

où  4>|,. . .,  ^i  sont  des  fonctions  homogènes  des  différences 

Soit  t  le  temps,  et  désignons  par  X|,  Xi,. . . ,  1^  des  multiplicateurs 
indéterminés^  alors  les  équations  diiTérentieUes  du  mouvemeni  do 
système  des  points  matériels  seront  les  suivantes  : 

Introduisons  maintenant  une  quantité  G  définie  par  l'équation 

aG  =  y  in.[( X.  -  a.)'  -n  {.r.  -  t. )'-+-(«.  -  c)'], 

et  la  force  vive  totale 

m. 

alors  il  résulte  du  système  d'équations  diilérentielles  la  relation 

(II)   ^-2T=2[(x.-a.)X.+  {/.-6.)V.+  (î.-c.)Z.], 

« 

qui  est  indépendante  des  fonctions  4>],  <tt^. .  .^  ^^. 

Ces  résultats  reviennent  à  ceux  que  j'ai  donnés  dans  le  Mémoire 
cité,  si  l'on  suppose  que  les  composantes  X«<i  Y«,  Z«  des  forces  mo* 
trices  soient  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  des  forces 
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U  pir  rapport  aux  ooocdonnëcs  correspondantes  ar.,  j\^  z«,  et 
rtfqaatîan  (II)  précédente  se  transforme  alors  en  Téquation.  (6)  de 
ce  Mémoire,  p.  366.  Cette  équation (6),  dont  Tanalogie  avec  Vinté-' 
grale  des  forces  vwes  a  été  signalée  dans  l'introduction  du  Mémoire 
cité,  forme  la  base  des  recherclies  qui  j  sont  exposées,  sur  les  con^ 
ditions  de  stabilité  dans  ^certains  problèmes  de  moui^ements. 

D'ailleurs,  si  Ton  suppose  qu'il  n'y  ait  pas  d'équations  de  condi- 
tion 01  =  o,...,  <^j=o,  et  que  tous  les  points  ift».  Tiennent  se 
réunir  k  l'origine,  et  par  suite  que  l'on  ait  âr.=  &.=:  c«=  o,  l'équa- 
tion (II)  devient  identique  avec  l'équatibn  (6}  de  M.  Villarcean. 

On  doit  faire  les  mêmes  suppositions  et  les  combiner  avec  celle 
de  l'existence  d'une  fonction  des  forces,  pour  obtenir  le  résultat  de 
Jacobi.  Cette  fonction  des  forces  U  doit  être  supposée  une  fonction 
homogène  d'ordre  k  des  coordonnées  j:«,  r«)  ^^«9  en  sorte  qu'elle 
satisfasse  à  Téquation 


1 


"•^-v.l.-.z.*.*». 


cl  qu*on  puisse  appliquer  l'intégrale  des  forces  vives 

TrzrUH-A. 

Alors  de  l'équation  (II)  on  déduit  la  formule  (2)  de  la  page  22  des 
/'orlesungen  iiber  Djnamik  de  Jacobi.  Cet  auteur  nomme  plus 
tard  la  masse  totale  du  système  M,  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  A,  B,  C,  la  distance  de  deux  points  du  système  tll.,  tll«',  /««/, 
et  il  forme  l'équation 

111)  mV  m.ri  —  MnV-4-  B'-h  O)  =y  m.m.Ti..'. 


«.  « 


En  supposant  que  les  forces  motrices  du  système  soient  telles  que 
le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  se  déplace  avec  ime  vitesse  imi- 
formc  sur  une  droite,  Jacobi  combine  l'équation  précédente  avec 
les  suivantes  : 

(IV)  A  =  aH-a'/,    B  =  (5h-(3'/,    C  =  yH-y'/, 

qui  sont  la  tradiu:tion  analytique  de  la  supposition  relative  au 
centre  de  gravité  du  système,  et  où  a,  P,  7,  a',  /3',  y'  sont  des 
constantes,  et  il  obtient,  par  la  substitution  dans  son  équation  (a). 
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un  nouveau  résultat  exprimé  dans  son  équation  (3)  de  la  page  a3. 
Il  rappelle  ensuite  que,  si  Ton  désigne  par  p«  la  distance  du  point 
B«  au  centre  de  gravité  du  système,  on  a 

(V)  m\  m^pl  =y  m^m^T^^. 

Si  l'on  ne  tient  pas  compte  de  la  supposition  exprimée  par  les 
équations  (IV),  et  qu'on  applique  seulement  les  équations  (III)  et 
(Y)  à  la  transformation  de  Téquation  (6)  de  M.  Villarceau,  on 
obtient  le  résultat  donné  par  ce  géomètre  à  la  page  a36. 

L'équation  (II),  multipliée  par  l'élément  dt  et  intégrée  entre  les 
limites  a  et  r,  nous  fournit  la  relation 


(VI) 


(t):-/"' 


=  /^y  [(X.-  fl.)X.+  (r.-  6.)Y.+  (a.-  o.)Z.]«//. 


•'  fl- 


Dans  le  cas  où,  comme  précédemment,  on  a 

._.         rfU       V  -  ^U       _        rfU 

dx^  dy^  dz^ 

et  où  l'on  a  par  conséquent  Tintégrale  des  forces  vives 

T=U-hA  =  UH-T(o)-  U(o), 

et  où,  en  outre,  Ucst  une  fonction  homogène  des  diiTérenccs  x. — ^,, 
Ta —  ^a»  ^a —  ^aî  CH  sortc  quc  Ton  ait 

a 

alors  on  déduit  de  (VI)  la  formule  (lo),  page  368  de  mon  Mémoire 
déjà  cité.  Si  Ton  ne  suppose,  au  contraire,  aucune  équation  de  con- 
dition et  tous  les  points  X.  réunis  à  Torigine  des  coordonnées, 
alors  l'équation  (VI)  divisée  par  t  —  a,  en  ^vl^^sbuX,  le  système 
doué  d'un  mouvement  stable^  donne,  en  faisant  croître  t  —  a  au 
delà  de  toute  limite,  le  théorème  mentionné  de  M.  le  professeur 
Clausius.  Eufln,  si  l'on  ajoute  à  ces  conditions  la  suivante  :  qu'il 
existe  une  fonction  des  forces  qui  soit  une  fonction  homogène  du 
degré  k  =  —  i  des  coordonnées  J:^,,  j>'«,  ^«,  alors  l'équation  (VT 
coïncide  avec  celle  que  Jacobi  a  donnée  à  la  page  28  des  Vorh- 
sungen  liber  Djnamik. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 
VASSAX.  (le  major  Vladimir),  ex-îngénîeur.  —  Nouvelles  Tables 

DONNAlfT  AVEC  CINQ  DÉCIMALES  LES  LoGARITHMES  VULGAIRES  ET 
NATURELS  DES  NOMBRES  DE  I  A  I080O,  ET  DES  FONCTIONS  CIRCULAIRES 
ET    HYPERBOLIQUES    POUR  TOUS  LES  DEGRÉS  DU  QUART  DE  CERCLE  DE 

MINUTE  EN  MINUTE.  —  Parîs,  Gauthîcr- VîUars ,  1872.  i  vol. 
m-4°,  LVI-196  p.  Prix  :  12  fr. 

Le  volume  que  nous  avons  sous  les  yeux  est  le  résultat  d'un  long 
et  consciencieux  travail,  pour  lequel  Tauteur  n*a  reculé  devant 
aucun  sacrifice,  celui  même  de  sa  vue.  M.  Vassal  s'est  proposé, 
dit-il  dans  sa  Préface,  de  combler  les  lacunes  que  présentent,  sui- 
vant lui,  les  Tables  publiées  en  France  jusqu'à  ce  jour,  lacunes  qui 
consistent  :  i^  en  ce  que  ces  Tables  n'indiquent  pas  les  cas  où  le 
dernier  chiffre  d'un  nombre  tabulaire  a  du  être  forcé;  2?  en  ce 
qu'on  y  accorde  trop  peu  de  place  aux  logarithmes  naturels  ou 
hyperboliques^  3^  en  ce  qu'on  n'a  (c  absolument  rien  fait  »  pour 
faciliter  et  répandre  l'usage  des  fonctions  hyperboliques.  Exami- 
nons ce  qu'il  peut  y  avoir  de  fondé  dans  ces  trois  reproches  géné- 
raux. 

1®  Depuis  la  publication  des  Tables  de  Babbage  (i83i),  on  are- 
connu  que  l'erreur  nécessaire  des  Tables  logarithmiques  peut  (théo- 
riquement) être  diminuée  de  moitié,  si  l'on  distingue  au  moyeu 
d'un  signe  quelconque  les  logarithmes  dont  le  dernier  chiffre  est 
forcé  (  *).  Si  l'on  tient  compte  cependant  du  surcroît  de  calculs  que 
nécessite  alors  l'interpolation,  on  voit  sans  peine  qu'il  est  beaucoup 
plus  simple  et  plus  expéditif  d'opérer  à  la  manière  ordinaire,  avec 
des  Tables  donnant  une  décimale  de  plus,  et  que  l'on  obtient  ainsi, 
en  moins  de  temps,  une  approximation  plus  sûre.  L'utilité  de  l'in- 
dication des  chiiires  forcés  se  réduit  donc,  en  réalité,  à  ceci  :  que^ 
si  Ton  veut  prendre  la  moitié  d'un  logarithme  terminé  par  un 


(*)  Foir,  par  exemple,  V Introduction  des  Tables  de  Schron. 

Bull,  det  Scienctt  mathém,  et  astron,,  t.  III.  (Décembre  1873.)  23 
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chifirc  impair,  on  sait  s*il  faut  ou  non  forcer  le  dernier  chiffre  da 
quotient  pour  obtenir  le  résultat  à  moins  d'une  demi-unité  près; 
de  même  pour  le  cas  où  Ton  doit  supprimer,  à  la  fin  d'un  loga- 
rithme, un  ou  plusieurs  chiilres  formant  TuA  des  nombres  5,  5o, 


5oo,. . . . 


7?  L'usage  des  logarithmes  naturels  oflre  un  tout  autre  carac- 
tère que  celui  des  logarithmes  décimaux.  Ceux-ci  ne  constituent,  à 
proprement  parler,  qu'un  système  d'écriture  spécial  pour  repré- 
senter les  nombres,  système  dont  l'avantage  est  d'abaisser  d'un 
degré  l'ordre  de  difficulté  des  opérations  de  rArithmétique  ;  et  une 
Table  de  logarithmes  vulgaires  n'est  qu'une  sorte  de  dictionnaire 
servant  à  passer  d'un  système  d'écriture  à  l'autre.  Les  logarithmes 
naturels,   au  contraire,  se  présentent  dans  FAnalyse  comme  des 
fonctions  jouant  un  rôle  propre,  et  leur  importance  est  de  tout 
point  analogue  à  celle  des  valeurs  naturelles  des  fonctions  expo- 
nentielles, circulaires,  hyperboliques,  eulériennes,  etc.  En  un  mot, 
les  logarithmes  décimaux  appartiennent  à  l'art  du  calcul  numé- 
rique; les  logarithmes  naturels,  à  la  science  analytique.  Les  appli- 
cations de  CCS  derniers  doivent  donc  être  beaucoup  plus  restreintes 
(]ue  celles  des  premiers,  et  il  est  inexact  de  les  assimiler  sous  le 
rapport   de    l'usage  pratique,   de  même  qu'il  est  inopportun  de 
donner  aux  deux  Tables  correspondantes  la  même  extension.  Cette 
assimilation  est  d'autant  plus  iàchcuse  dans  l'Ouvrage  actuel  que 
l'auteur  s'est  cru  obligé,  par  la  symétrie,  de  conserver  les  caracté- 
ristiques des  logarithmes  décimaux,  ce  qui  n'est  pas  seulement  une 
supcrfluîté,  mais  encore  une  gcne  et  une  source  d'erreurs  pour  le 
r.alculatcur.    Par    contre,    l'auteur  a  omis   l'utile  précaution    de 
répéter,  dans  chaque  ensemble  de  deux  pages  en  regard,  les  loga- 
rithmes naturels  des  puissances  j>ositives  et  négatives  de  lo,  qui 
jouent,  dans  le  calcul  des  logarithmes  naturels,  le  même  rôle  que 
les   caractéristiques  pour    les  logarillinies  décimaux,  et  qui  sont 
indispensables    pour   la    recherche    du    logarithme  naturel  d'un 
nombre  pris  en  dehors  des  limites  de  la  Table. 

3°  M.  Vassal  avait  cru  d'abord  pouvoir  affirmer  qu'avant  1873 
la  France  ne  possédait  aucun  Recueil  de  Tables  de  fonctions  hyper- 
boli(jucs.  Depuis  l'impression  de  son  Ouvrage,  il  a  reqpnnu  que  son 
asseition  était  trop  absolue,  et  il  a  signalé  «î  ses  lecteurs,  dans  une 
Note  rcclilicative,  placée  à  la  fin  du  volume,  rexistcncc  de  Tables 


i 
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da  même  genre,  à  quatre  décimales  seulement,  publiées  il  j  a  quel- 
ques années  par  Fauteur  de  cet  article  ('  ). 

Le  volume  commence  par  une  Introduction,  suivie  d'un  Recueil 
de  Formules  relatives  aux  logarithmes  et  fonctions  hyperboli^ 
ques  et  circulaires,  ainsi  qu'à  la  résolution  des  triangles  recti^ 
lignes  et  sphériques. 

L'Introduction  se  divise  en  sept  Chapitres.  L'auteur  expose 
d'abord  ses  notations,  dont  quelques-unes  ne  nous  ont  pas  semblé 
heureusement  choisies.  L'emploi  des  caractères  égyptiens  dans  la 
désignation  des  logarithmes  et  des  fonctions  hyperboliques  fatigue 
notablement  la  vue.  On  s'habituera  difficilement  à  représenter  par 
toth  et  par  Lot  les  logarithmes  hyperboliques  et  les  logarithmes 
Tulgaires,  tandis  que  les  lettres  1  et  L  seront  employées  (suivant  la 
notation  de  Gudermann]  pour  représenter  les  fonctions,  inverses 
Tune  de  l'autre, 

1  // 1=  t;  =  2 arc lang e* 1     hv=^u^=.\o% tang (  -  -H  v ) • 

Les  Chapitres  suivants  traitent  des  précautions  à  prendre  pour 
obtenir  toute  l'approximation  que  permet  d'atteindre  l'indication 
des  derniers  chiflres  ybrcej,  et  de  la  résolution  par  les  fonctions 
circulaires  et  hyperboliques  des  équations  du  2®  et  du  3*  degré. 

Le  Recueil  de  formules  se  divise  en  cinq  sections,  dont  les  titres 
sont  :  L  Notation  et  formules  d'interpolation.  IL  Formules  rela- 
tives aux  logarithmes  naturels  et  aux  fonctions  exponentielles, 
circulaires  et  hyperboliques.  III.  Résolution  des  triangles  rectîli- 
gnes.  IV.  Résolution  des  triangles  sphériques.  V.  Formules  diverses. 
L'auteur  a  mis  en  évidence,  autant  que  cela  a  été  possible,  le  paral- 
lélisme entre  les  formules  relatives  aux  fonctions  circulaires  et  aux 
fonctions  hyperboliques. 

Viennent  ensuite  les  quatre  Tables  qui  forment  le  corps  de  l'Ou- 
vrage. 

La  Table  I  donne,  pour  les  10800  premiers  nombres,  les  loga- 
rithmes décimaux  et  les  logarithmes  naturels.  Elle  est  disposée  à 
simple  entrée,  chaque  tiers  de  page  contenant  les  logarithmes  de 


(•)  Becuetî  de  formuUt  et  de  Tables  numériques ^  par  J.  HoSel.  —  Paris,  Gauthier- 
TOlar»,  1866.  6r.  in-8^  Lxx-64  p. 

23. 
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60  nombres,  avec  révaluation  en  degrés  et  minutes  de  ces  nombres, 
considérés  comme  représentant  des  secondes,  et  avec  les  difiërences 
tabulaires.  L'auteur  n'a  point  inséré  les  parties  proportionnelles 
des  dlfFérenccs,  qui  sont,  en  effet,  inutiles  pour  quiconque  sait 
manier  une  règle  à  calcul.  Il  nous  semble  seulement  que  les  trois 
tiers  de  chaque  page  ne  sont  pas  assez  distinctement  séparés,  et 
que  la  clarté  a  été  un  peu  sacrifiée  à  l'élégance  typographique. 

A  la  suite  de  la  Table  I  sont  deux  pages  de  Tables  auxiliaires, 
contenant  :  i*^  le  tableau  des  nombres  de  la  forme  a*  5"*  89",  jus- 
qu'à 1000  000 ',  2^  les  logarithmes  vulgaires  à  10  décimales  des  fac- 
toricUcs  1.2...  71,  1.3...  (2/1  —  i),  et  des  nombres  nécessaires 
pour  les  calculs  d'intérêts^  3^  les  racines  carrées  et  cubiques  des 
nombres  premiers  jusqu'à  83^  4^  ^^^  ^^  premiers  multiples  de  log. 

vulg.  e,  de  e,  de->  et  les    10  premières  puissances  de  -  et  de  7-, 

5**  la  Table  abrégée  de  Briggs  pour  le  calcul  des  logarithmes  vul- 
gaires et  naturels  à  10  décimales. 

Les  Tables  II,  III  et  IV,  relatives  aux  fonctions  circulaires  et 
hyperboliques,  sont  disposées  suivant  un  plan  uniforme.  Elles  sont 
à  deux  arguments,  comme  les  Tables  trigonomé triques  ordinaires. 
Seulement  chacun  des  deux  arguments,  à  gauche  et  à  droite,  est 
double  lui-mcmc,  l'une  de  ses  valeurs  étant  l'arc  x  auquel  se  rap* 
portent  les  nombres  tabulaires  considérés  comme  fonctions  circu- 
laires, l'autre  étant  la  fonction  Lx  =  log  tang  (  — ^"  7  )  ^   laquelle 

se  rapportent  les  mêmes  nombres  considérés  comme  fonctions  hyper- 
boliques. Les  arcs  sont  évalués,  dans  les  Tables  II  et  III,  en  degrés 
et  minutes;  dans  la  Table  IV,  en  grades  (centièmes  du  quadrant) 
et  fractions  décimales  du  grade.  Dans  les  trois  Tables,  une  colonne 
additionnelle  contient  les  valeurs  des  mêmes  arcs  en  parties  du' 
rayon.  La  Table  II  donne  les  valeurs  naturelles  des  fonctions  circu- 
laires et  hyperboliques  ;  les  Tables  III  et  IV  donnent  leurs  valeurs 
logarithmiques. 

^ous  ne  pouvons  que  féliciter  l'auteur  de  son  heureuse  idée  de 
publier,  le  premier,  une  Table  trigonométrique  à  cinq  figures, 
construite  suivant  la  division  décimale  du  quadrant.  Seulement 
celte  Table  pèche  par  les  mêmes  défauts  de  détails  que  les  Tables 
publiées  précédemment  dans  le  même  système,  et  ces  défauts  en 
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rendent  l'usage  aussi  laborieux  que  celui  des  Tables  sexagésimales, 
qui  sont  généralement  mieux  ordonnées.  Nous  regrettons  d'abord 
que  M.  Vassal  ail  contribué  à  faire  revivre  la  malheureuse  dénomi- 
nation de  grade,  sorte  de  demi-mesure,  destinée,  croyait-on,  à 
faciliter  le  passage  de  Tancienne  division  à  la  nous^elle,  et  qui  pré- 
cisément donne  à  la  division  décimale  Tapparcnce  d*une  division 
artificielle  comme  Tanciennc,  et  la  fait  participer  aux  mômes  incon- 
vénients. On  devrait  bien  reconnaître  une  bonne  fois  que  l'unité 
angulaire  naturelle  est  l'angle  droit,  que  sa  division  décimale  n'est 
pas  plus  nouvelle  que  l'arithmétique  décimale  cUe-môme,  d'après 
laquelle  toutes  les  autres  unités  ont  été  divisées,  et  que  l'exception 
que  l'on  fait  à  la  règle  générale  en  choisissant  pour  unité  le  cen- 
tième du  quadrant  ne  fait  que  compliquer  Técriture,  en  même 
temps  qu'elle  expose  le  calculateur  à  une  confusion  entre  les  degrés 
modernes  et  les  degrés  anciens. 

Un  autre  inconvénient  de  la  Table  de  M.  Vassal,  c'est  d'avoir 
fait  varier,  à  partir  de  0*^,0700,  l'argument  par  des  intervalles  de 
o*ï,oooa,  puis  de  0*^,0005,  qui  introduisent  des  facteurs  très-incom- 
modes poiu»  l'interpolation,  parce  qu'ils  obligent  à  faire  une  règle 
de  trois  complète,  au  lieu  d'une  seule  opération  de  multiplication 
ou  de  division.  Cet  inconvénient  devient  surtout  sensible  lorsqu'on 
doit  revenir  de  la  fonction  circulaire  à  l'arc,  et  il  faut  l'éviter  avec 
soin  dans  les  Tables  destinées  aux  calculs  rapides. 

Aux  Tables  U  et  III  sont  annexés  des  tableaux  de  conversion  et 
des  tables  d'interpolation  pour  les  fonctions  des  petits  angles. 

Nous  n'avons  pu  naturellement  nous  renseigner  encore  sur  la 
correction  typographique  de  ce  Recueil.  Dans  l'examen  rapide  au- 
quel nous  nous  sommes  livré,  nous  avons  rencontré  deux  fautes  : 

Page  V,  ligne  9  en  remontant,  au  lieu  de  Brigg,  lisez  Briggs. 

Page  121,  log.  tang.  6^45',  au  Heu  de  1,97820,  lisez  1,07320. 

On  voit,  par  la  description  que  nous  venons  de  faire  de  ce  remar- 
quable Ouvrage,  quels  nouveaux  secours  il  offre  aux  calculateurs. 
Si  nous  sommes  entré  dans  des  détails  critiques  aussi  minutieux, 
c'est  dans  l'espoir  qu'en  corrigeant  des  défauts,  qu'il  serait  généra- 
lement aisé  de  faire  disparaître,  ce  Livre,  dans  une  nouvelle  édi- 
tion, poorra  devenir  le  plus  beau  Recueil  de  Tables  à  cinq  déci- 
males qui  ait  encore  paru.  J.  H. 
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FRnS  (F.-R.).  —  Ttge  Brahe.  En  hîstorisk  Frcmstilling  eller 
trykte  og  otrykte  Kilder.  Mcd  Tyge  Brahes  Portraet  og  flere 
Tracsnit  i  Texten.  —  Kjôbenhavn.  Forlagt  af  den  Gyldendalske 
Bogbandel,  1871  ('). 

Quoique  Ton  ait  déjà  beaucoup  écrit  sur  la  vie  du  grand  astronome 
danois,  bien  des  points  de  sa  biographie  présentaient  encore  des 
obscurités  ou  des  lacunes.  M.  Friis  a  repris  les  trayaux  de  ses  pré- 
décesseurs, relatifs  à  cette  époque,  si  glorieuse  pour  le  Danemark  et 
si  importante  pour  l'histoire  de  TAstronomie.  H  a  consulté  les  ma- 
nuscrits de  Tycho  que  possède  la  ville  de  Copenhague,  les  archiTes 
publiques  et  tous  les  Recueils  danois  ou  allemands  où  il  est  question 
de  Tycho.  De  plus,  une  mission  du  gouvernement  danois  lui  a  per- 
mis de  poursuivre  ses  recherches  dans  les  bibliothèques  de  Vienne 
et  de  Prague,  et  de  visiter  les  lieux  où  le  grand  observateur  a  passé 
ses  dernières  années. 

L'Ouvrage  se  divise  naturellement  en  quatre  Parties. 

La  première,  intitulée  :  La  jeunesse  de  Tycho  Brahe,  comprend 
la  première  période  de  sa  vie  jusqu'à  Tépoque  où  le  roi  Frédéric  II 
le  décida  à  se  fixer  en  Danemark,  en  lui  faisant  don  de  l'ile  de 
Hveen. 

La  deuxième  Partie,  Tycho  Brahe  à  Hs^een,  renferme  l'historique 
de  la  vie  et  des  travaux  de  Tycho,  depuis  son  installation  à  Hveen, 
en  i5  j6,  jusqu'à  son  départ  de  cette  lie,  en  iSp^.  L'auteur  y  donne, 
d'après  les  Ouvrages  mêmes  de  Tycho,  la  description  et  la  carte  de 
l'ile  de  Hveen,  telle  qu'elle  était  au  xvi"  siècle,  les  plans  et  les  des- 
sins du  célèbre  château  d'Uraiiiborg  et  des  autres  constructions  que 
Tycho  avait  fait  exécuter  dans  son  domaine. 

La  troisième  Partie  a  pour  titre  :  Tycho  Brahe  dans  l'exii 
Elle  contient  l'histoire  de  ses  pérégrinations,  depuis  le  jour  où  il  dut 
quitter  sa  patrie  jusqu'à  celui  où  il  se  fixa  à  Prague,  en  iSpp. 

La  quatrième  Partie,  Tycho  Brahe  en  Bohême,  commence  par 
un  tableau  très-intéressant  de  la  coiu*  de  l'empereur  Rodolphe  II  et 


(*)  Friis  v^F.-K.).  Tjrcho  Brahe,  Étude  historique  d'après  les  sources  imprimées  M 
manuscrites,  avec  le  portrait  de  Tycho  Rraho  et  plusieurs  graTures  sur  bois  dans  \t 
texte.  —  Copenhague,  librairie  Gyldendal,  1871.  —  i  toI.  in-8®;  386  p.  Pr.  :  a  Rd. 
48  Sk. 
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du  caractère  bizarre  de  ce  prince.  Après  quelques  mois  de  séjour 
i  Prague,  Tyclio  obtint  de  Tempereur  d'habiter  le  château  de 
Benatky,  où  il  installa  son  observatoire.  C'est  là  qu'il  fit  venir 
Kepler,  chasse  de  Gratz  par  les  persécutions  religieuses.  Au  bout 
d'un  an  de  séjour,  Tycho,  s*ennuyant  de  son  isolement,  retourna  h 
Prague,  où  il  mourut  quelques  mois  après,  le  24  octobre  1601. 

Un  cinquième  Chapitre,  intitulé  :  Conclusion,  nous  donne  tous 
les  renseignements  qu'il  a  été  possible  de  recueillir  sur  le  sort  de  la 
famille  de  Tycho  et  sur  le  précieux  héritage  qu'il  laissait  en  manu- 
scrits et  en  instruments.  Tous  les  instruments  ont  péri  dans  les 
guerres  et  les  incendies,  sans  qu'il  ait  été  permis  même  à  Kepler  de 
s'en  servir.  Heureusement  il  n'en  a  pas  été  de  même  des  manuscrits, 
d'où  Kepler  a  tiré  ses  immortelles  découvertes,  et  qui  ont  été 
imprimés,  pour  la  plupart,  à  des  époques  très-diverses  (  ^  ). 

Ce  volume  est  terminé  par  un  recueil  de  pièces  justificatives,  et 
par  l'indication  des  sources  consultées  par  l'auteur. 

M.  Friis  a  rectifié,  dans  son  intéressant  et  savant  travail,  un  cer- 
tain nombre  de  détails  inexacts,  accrédités  avant  lui  par  les  bio- 
graphes de  Tycho.  Citons-en  quelques  exemples. 

Le  véritable  prénom  de  l'illustre  astronome  est  Tyge  (prononcez 
Tughé)  \  c'est  ainsi  qu'il  signait  toutes  les  fois  qu'il  écrivait  dans  sa 
langue  maternelle  \  il  signait  Tycho  dans  ses  correspondances  en 
latin  ou  en  allemand.  A  ce  prénom  il  joignait  le  surnom  d'Ottesen 
(fils  d'Otto).  Son  nom  de  famille  était  Brahe  (ou  Brade,  comme  on 
l'écrivait  quelquefois),  et  non  de  Brahé  ou  yon  Brahe,  comme  l'ont 
répété  ses  biographes,  sur  la  foi  sans  doute  de  Philander  von 
Weistritz  (pseudonyme  de  Christian  Gottlob  Mengcl),  qui  a  fait 
paraître  une  histoire  de  Tycho  en  ijSô.  La  distinction  nobiliaire 
s'indiquait  par  l'addition  au  nom  de  famille  du  nom  du  fief  patri- 
monial. Ainsi  le  nom  complet  de  Tycho  était  Tyge  Bralie  til 
Knudstrup,  Après  qu'il  eut  vendu,  en  16949  à  son  frère  puiné 
Steen  Brahe,  sa  portion  de  la  seigneurie  de  Knudstrup  (Knudstrup 
Gaard)^  il  retint  dans  le  marché  le  droit  de  conserver  pour  lui  et 
ses  descendants  l'appellation  de  til  Knudstrup. 

Relativement  aux  causes  de  la  disgrâce  de  Tycho,  elles  ne  sont  pas 


(')  M.  FriU  a  publié  à  Copenhague,  en   1867,  les  obsenrations  de  Tycho  sur  sept 
comètes. 
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aussi  simples  qu'on  le  croit  généralement,  et  n'ont  pas  pour  unique 
origine  sa  querelle  légendaire  avec  Christoffer  Valkendorf  til 
Glorup,  au  sujet  des  chiens  dont  le  roi  Jacques  YI  avait  fait  présent  à 
Tycho,  lorsqu'il  était  venu,  en  1 690,  visiter  l'ile  de  Hveen.  Bien  que 
Valkendorf  ne  fût  pas  en  très-bons  termes  avec  le  grand  astronome, 
il  s'en  faut  de  beaucoup  cependant  qu'il  fut  son  ennemi  le  plas 
acharné,  et  il  est  loin  d'avoir  mérité  la  violente  apostrophe  par 
laquelle  Lalande  (')  et  après  lui  Laplace  (')  ont  voué  l'infortuné 
rigshos^mester  de  Christian  IV  à  l'exécration  de  la  postérité.  La 
noblesse  danoise  n'avait  jamais  pardonné  complètement  à  Tycho  de 
s'être  mésallié  avec  une  roturière  et  de  s'être  adonné  aux  Sciences, 
surtout  d'avoir  fait  imprimer  ses  travaux.  Cependant  la  faveur  dont 
le  roi  Frédéric  U  entourait  son  astronome  (•)  avait  réduit  ces  griefs 
au  silence,  tandis  que  d'autre  part  elle  devait  exciter  de  nombreuses 
<*t  sourdes  jalousies,  qui  éclatèrent  après  la  mort  du  roi  (i588). 
Tycho,  de  son  côté,  n'était  pas  sans  reproche.  Sa  dureté  envers  ses 
vassaux  lui  avait  attiré  de  scandaleux  procès,  où  la  justice  avait  du 
prononcer  contre  lui.  Pendant  la  minorité  du  jeune  roi,  les  amis 
influents  qu'il  avait  dans  le  Conseil  de  régence  ajournèrent  de 
quelques  années  la  catastrophe  •,  mais  le  retentissement  qu'eut  la 
querelle  de  Tycho  avec  son  ancien  disciple  Gellius  Sascerides,  à  l'oc- 
casion de  la  rupture  du  mariage  projeté  entre  celui-ci  et  INIadeleine 
Brahc,  fille  aînée  de  Tycho,  puis  le  long  procès  de  Tycho  avec  son 
tenancier  Rasmus  Pcdersen,  servirent  à  ses  ennemis  d'occasion  pour 
faire  circuler  sur  lui  toute  sorte  de  calomnies,  contre  lesquelles  ses 
anciens  amis  n'étaient  plus  là  pour  le  défendre.  A  la  majorité  du 
roi,  les  nouveaux  grands  dignitaires  de  l'Etat,  et  particulièrement  le 
chancelier  Christian  Friis  til  Borreby,  lui  firent  supprimer  ses 
pensions,  lui  enlevèrent  successivement  tous  les  bénéfices  que  lui 
avait  accordés  le  feu  roi,  et  ne  manquèrent  pas,  naturellement,  de  s'en 
pourvoir  eux-mêmes.  Tycho  ne  pouvait  plus,  avec  sa  seule  fortune 
personnelle,  maintenir  son  établissement  d'Uraniborg,  et  sa  posses- 
sion même  du  fief  de  l'ile  de  Hveen  était  sérieusement  menacée. 


(')  Astronomie^  a*  éd.,  t.  I,  p.  196. 

(')  Exposition  du  sj'sthme  du  monde,  p.  ^06. 

(')  Ou,  si  l'on  veut,  son  astroIo(pic ;  car  Tycho,  mal(p*é  sa  foi  chancelante  dans 
l'astrologie,  avait  dû  se  résoudre  à  faire  l'horoscope  de  tous  les  jeunes  princes  de  U 
famille  royale. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  36i 

Cest  alors  qu'il  prit  le  parti  d'abandonner  la  magnifique  résidence 
qu'il  s'était  créée,  et,  après  un  court  séjour  à  Copenhague,  d'aller 
chercher  à  l'étranger  une  nouvelle  patrie.  Plusieurs  années  aupara- 
vant, en  confiant  ses  pressentiments  à  ses  amis,  il  ajoutait  déjà  ce 
vers  significatif  : 

Omne  solum  forti  patria,  et  cœlum  undique  supra  est! 

Il  ne  put  cependant  jamais  oublier  son  ingrat  pays,  dont  le  sou- 
venir attrista  les  derniers  moments  de  sa  vie,  au  milieu  de  la  géné- 
reuse hospitalité  avec  laquelle  Rodolphe  l'avait  accueilli. 

Nous  recommandons  vivement,  à  tous  ceux  qu'intéresse  l'histoire 
des  Sciences,  la  lecture  du  volume  de  M.  PViis,  qui  n'offre  pas  une 
grande  difficulté  aux  personnes  familiarisées  avec  la  langue  alle- 
mande, dont  le  danois  est  si  voisin.  J.  H. 


BAUSCHINGER  (J.).  —  Elemekte  der  graphischeic  Statik.  Mûn- 
chen,  1871.  —  I  vol.  in-4®  avec  Atlas.  Prix  :  3  Thlr.  10  Sgr. 

Voici,  d'après  l'auteur,  le  but  de  la  Statique  graphique  : 

«  La  Statique,  dit-U,  enseigne  la  composition  et  la  décomposition 
des  forces  qui  agissent  sur  un  corps  ;  de  là  elle  déduit  les  conditions 
d'équilibre  entre  ces  forces.  La  Statique  graphique  traite  les  mêmes 
problèmes,  mais  par  une  voie  purement  géométrique,  au  moyen  de 
constructions  qui  opèrent  en  réalité  sur  le  mode  de  représentation 
des  forces  conmie  sur  de  simples  grandeurs  dans  l'espace.  » 

L'auteur  considère  la  Statique  graphique  comme  une  science 
nouvelle  \  il  veut  en  faire  ime  nouvelle  méthode  d'investigation  ^  il 
déclare  que  son  but  est  a  de  coordonner  la  Statique  graphique,  d'y 
apporter  un  ordre  méthodique,  en  dehors  des  applications,  comme 
cela  a  été  fait  depuis  longtemps  pour  la  Statique  en  général  et  pour 
les  autres  branches  de  la  Mécanique.  » 

L'auteur  n'a  donc  point  immédiatement  en  vue  les  applications, 
ff  Son  livre,  ajoute-t-il,  donnera  la  préparation  indispensable  aux 
ingénieurs  ou  à  tous  ceux  qui  auront  à  faire  des  applications,  d 

La  composition  des  forces  est  traitée  à  un  point  de  vue  nouveau. 
A  la  considération  du  polygone  des  forces,  l'auteur  joint  celle  d'un 
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nouTeau  polygone,  le  polygone  funiculaire  :  cette  modification  esl 
le  principal  caractère  de  l'Ouvrage,  sinon  le  fondement  même  de 
la  Statique  graphique.  Le  polygone  funiculaire  procure  un  moyen 
commode  et  expéditif  pour  construire  graphiquement,  en  grandeur 
et  en  position,  la  résultante  d'un  nombre  quelc<mque  de  (orca 
situées  dans  un  plan.  Comme  cette  considération  est  la  base  de  tous 
les  procédés  graphiques  indiqués  dans  le  courant  de  TOuvrage,  je 
vais  la  résumer  en  quelques  mots  ;  elle  semble  avoir  été  déduite  de 
la  théorie  du  polygone  funiculaire,  et  voici  comment  : 

Considérons  un  polygone  funiculaire  en  équilibre  ahcde\  soit 
OABCDO  le  polygone  des  forces,  et  supposons  les  côtés  du  poly- 


gone funiculaire  parallèles  aux  lignes  OA,  OB,  OC,  OD.  U  est  clair, 
puisque  les  forces  P,  Q,  R,T,  Tse  font  équilibre,  que  la  résuluntc 
des  trois  forces  P,  Q,  R  passe  par  le  point  de  rencontre  des  forces 

T,  r. 

De  là  résulte  la  construction  indiquée  par  Tauteur  : 
Pour  avoir  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  P,  Q, 
R,  situées  dans  un  même  plan,  construisez  le  polygone  des  forces 
ABCD^  la  ligne  AD,  qui  ferme  le  contour,  est  la  résultante  en  gran- 
deur et  en  direction.  Prenez  un  point  O  arbitraire,  mais  convena- 
blement choisi  pour  la  commodité  des  constructions,  et  joignez  OA, 
OB,  OC,  OD;  puis,  par  un  point  quelconque  b  de  la  force  P,  me- 
nez bc  parallèle  à  OB,  jusqu'à  la  rencontre  en  c  avec  la  force  Q, 
puis  cd  parallèle  à  OC  \  enfin,  par  les  points  extrêmes  b  et  </,  me- 
nez les  lignes  ia,  de^  parallèles  à  OA,  OB5  ces  lignes  se  rencon- 
trent en  un  point  K,  qui  est  un  point  de  la  résultante  cherchée.  La 
résultante  est  donc  connue  en  grandeur  et  en  position. 
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Le  polygone  abcde  ainsi  construit  est  appelé  par  l'auteur  le 
polygone  funiculaire  relatif  aux  forces  P,  Q^  R;  le  point  O  est  le 
pôle  du  polygone  funiculaire.  Cette  considération  n'est  pas  nouvelle 
en  Allemagne  :  on  la  trouve  exposée  dans  la  Statique  graphique 
de  Cubnann.  Comme  je  Tai  dit,  c'est  la  base  de  toutes  les  construc- 
tions indiquées  dans  l'Ouvrage;  mais  cette  considération  semble 
encore  avoir,  au  point  de  vue  théorique,  de  grands  avantages.  EJle 
supprime  toute  distinction  dans  le  cas  des  forces  parallèles  \  ce  cas 
rentre  dans  celui  des  forces  concourantes.  Elle  permet  d'énoncer  les 
théorèmes  relatifs  â  l'équilibre  des  forces  dans  un  plan  et  ensuite 
dans  l'espace,  sans  avoir  recours  à  la  considération  des  moments  des 
forces.  Le  polygone  funiculaire  jouit  par  lui-même  de  propriétés 
intéressantes-,  dans  certains  cas,  il  devient  courbe  de  pressions; 
c'est  ainsi  que  l'auteur  arrive  à  donner  des  propriétés  importantes 
sur  les  diflerentes  courbes  de  pression  des  voûtes  provenant  de  dif- 
fimntes  poussées  â  la  clef. 

Cette  considération  permet  aussi  de  construire  graphiquement, 
au  moyen  du  polygone  funiculaire,  le  moment  résultant  d'un 
système  de  forces  par  rapport  à  un  point,  de  déterminer  par  des 
cmistructions  graphiques  le  centre  de  gravité  de  certains  profils,  de 
construire  l'ellipse  d'inertie  dans  certains  cas  particuliers,  etc. 

L'ordre  habituel  de  l'exposition  de  la  Statique  n'est  pas  altéré. 
Le  Livre  dont  il  s'agit  est  remarquable,  au  contraire,  par  une  très- 
bonne  exposition  et  un  excellent  ordre  méthodique. 

Les  Chapitres  I,  II,  III  sont  consacrés  aux  préliminaires  et  à 
l'étude  des  forces  qui  agissent  sur  un  même  point.  Le  Chapitre  IV 
étudie  la  composition  des  forces  dans  un  même  plan,  avec  la  nouvelle 
notion  du  polygone  funiculaire  \  une  application  en  est  faite  à  l'étude 
d'nnc  ferme  en  fer. 

Le  Chapitre  V  est  consacré  à  Tétude  des  moments  dans  le  plan  ; 
des  applications  sont  faites  à  la  poutre  reposant  sur  deux  appuis  et 
k  la  ferme  en  fer  précédemment  étudiée.  Le  Chapitre  VI  traite  des 
fiirces  dans  l'espace  ;  on  y  retrouve  la  considération  du  polygone 
funiculaire  s'appliquant  aux  projections  des  forces  de  l'espace  sur 
trois  plans  coordonnés. 

Le  Chapitre  VII  traite  le  cas  des  forces  parallèles.  Le  Cha- 
pitre Vlll  traite  des  centres  de  gravité. 

Le  Chapitre  IX  est  consacré  â  l'étude  des  forces  parallèles  situées 


364  BULLETIN  DES  SCIENCES 

dans  un  même  plan  ^  puis  Tauteur  applique  les  résultats  obtenus 
à  la  poutre  reposant  sur  deux  appuis,  en  considérant  les  différentes 
manières  dont  cette  poutre  peut  être  chargée.  Le  Chapitre  se  ter- 
mine par  Tétudc  de  la  surcharge  qui  est  produite  sur  un  pont  par 
une  file  de  locomotives. 

Le  Chapitre  X  étudie  les  moments  d'ordre  supérieur  et  les  mo- 
ments d*inertie  d'un  système  de  forces  parallèles,  puis  la  surface 
d'inertie  et  les  surfaces  centrales  d'inertie.  H  y  a  ici  un  fait  intéres- 
sant à  signaler  :  les  surfaces  d'inertie  sont  définies  par  leurs  équa- 
tions aux  plans  tangents.  Cette  méthode  nous  semble  avoir  l'avan- 
tage de  mettre  immédiatement  en  évidence  le  rayon  de  gyration, 
sans  qu'on  soit  obligé  de  passer  par  plusieurs  théorèmes  prélimi- 
naires. 

Le  Chapitre  XI  est  consacré  à  l'étude  des  systèmes  de  forces 
parallèles,  dont  les  intensités  sont  proportionnelles  à  la  distance  de 
leur  point  d'application  à  un  plan.  Le  Livre  se  termine  par  la  thcorio 
de  l'ellipsoïde  central  et  du  noyau  des  corps,  de  l'ellipse  centrale  et 
du  noyau  des  sections  planes. 

Les  géomètres  allemands  ont  accordé  à  cette  nouvelle  science  une 
telle  importance,  que  déjà  des  cours  de  Statique  graphique  ont  été 
fondés  à  Munich  et  dans  les  principales  écoles  de  l'Allemagne. 
Bien  qu'en  France  on  n'ait  pas  attribué  jusqu'ici  la  prépondé- 
rance aux  constructions  graphiques,  il  est  bon  cependant  de  remar- 
quer que  les  ingénieurs  français  les  appliquent  dans  un  très-grand 
nombre  de  cas,  par  exemple,  pour  vériQer  la  stabilité  des  voûtes, 
de  murs  placés  dans  certaines  conditions,  etc. 

Sans  vouloir  juger  la  nouvelle  méthode,  ni  vouloir  insister  sur  ce 
point  que  la  nouvelle  science  se  prive  volontairement  d'un  auxiliaire 
aussi  puissant  que  l'Analyse,  sans  vouloir  décider  à  priori  dans 
quelle  proportion  les  constructions  graphiques  pourront  se  substituer 
aux  calculs,  on  peut  cependant,  au  point  de  vue  pratique,  présenter 
les  observations  suivantes  : 

Lorsque  les  ingénieurs  ont  une  construction  à  établir,  il  faat 
que  la  méthode  qui  leur  donne  les  dimensions  des  diilérentes  parties 
de  la  construction  soit  susceptible  d'une  grande  approximation,  car 
ils  ont  à  satisfaire  à  deux  conditions  contradictoires,  maximum  de 
sécurité,  minimum  de  dépenses,  et  l'importance  de  ces  conditions 
n'échappe  à  personne.  Or  jusqu'à  quel  point  les  procédés  graphiques 
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peaTent-ils  donner  rapproximation  nécessaire  ?  C'est  aux  ingénieurs 
k  répondre  à  ce  sujte. 

Sans  doute  les  calculs  sont  plus  longs  et  plus  pénibles  que  les 
constructions;  mais  on  conviendra  que,  lorsque  ces  calculs  sont 
répartis  entre  divers  employés  dont  les  opérations  se  contrôlent  les 
unes  les  autres,  on  a  une  garantie  de  précision  et  d'exactitude  que 
les  constructions  graphiques  ne  sauraient  donner.  Ajoutons  aussi 
que  les  calculs  sont  singulièrement  facilités  par  les  Tables. 

Enfin,  dans  cet  Ouvrage,  Tauteur  s'est  borné  à  des  applications 
très-simples;  son  Livre,  il  est  vrai,  porte  le  titre  d'Eléments;  aussi, 
avant  déjuger  la  méthode  au  point  de  vue  pratique,  il  faut  attendre 
et  savoir  si  elle  s'appliquera  aux  questions  les  plus  compliquées  des 
constructions,  comme  les  poutres  à  plusieurs  travées,  etc.         L. 


PUBLICATIONS    NORVÉGIEIVNES. 

LIE  (S.).  —  OvEa  Eif  Classe  geometrisre  Transfoamationer. 
I.  —  Christiania  Videnskabsselskabs  Forhandlinger,  1871. 
(p.  67-109.) 

En  dehors  des  transformations  qui  font  correspondre  un  point  à 
on  point,  il  existe,  comme  on  sait,  une  classe  étendue  de  transfor- 
mations géométriques  qui  font  correspondre  à  des  surfaces  qui  se 
touchent  des  surfaces  ayant  la  même  relation.  Chaque  transfor- 
mation de  ce  genre,  qu'on  peut  appeler,  avec  Tauteur,  une  transfor- 
mation de  contact,  s'exprime  par  cinq  équations  entre  x,  j-,  2,  p^ 
7  et  X,  Y,  Z,  P,  Q  (/;,  ^,  P,  Q  sont  les  dérivées  de  z,  Z  par  rapport 
à  X,  j'^  X,  Y  respectivement).  Si,  entre  ces  cinq  équations,  on  éli- 
mine p^  ^,  P,  Q,  on  obtient,  suivant  les  cas,  soit  une,  soit  deux, 
soit  trois  équations  entre  les  coordonnées  x,  j",  z,  X,  Y,  Z.  Réci- 
proquement, on  sait  que  toute  équation 

[i)  F(x,^%  z,  X,  Y,  Z)  =  o, 

que  Plùcker  appelle  une  équation  directrice,  définit  une  transfor- 
nution  de  contact,  et  Ton  voit  bien  ici  la  nature  de  ces  transfor- 
Butions.  A  chaque  point  (<r,  j ,  z)  correspondent  une  infinité  de 
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points  X,  Y,  Z,  situes  sur  une  surface  représentée  par  l'équation 
(x),  et  quand  le  point  {x^y^  z)  décrit  une  surface,  la  surface  cor- 
respondante enveloppe  une  8ui*face  correspondant  à  la  première. 
On  ne  parait  pas,  au  contraire,  avoir  renuurqné  que  deux  équa- 
tions 

(2)  P.(x,j,z,X,Y,Z):=o,    F,(x,j,  «,X,Y,Z)  =  o 

déCnissent  aussi  une  transformation  de  la  nature  des  précédentes, 
en  ce  sens  qu'à  tous  les  points  de  Tune  des  figures  correspondent 
dans  Tautrc  des  courbes  en  nombre  triplement  infini.  Par  suite, 
si  un  point  de  la  première  figure  décrit  une  surface,  la  courbe  cor- 
respondante enveloppe  la  surface  correspondante.  Et,  d'après  cela, 
on  reconnaît  que  toute  transformation  de  contact  conduit  soit  à  un 
nouveau  système  de  coordonnées,  soit  à  l'introduction,  dans  le  sens 
de  Plûcker,  d'une  courbe  nouvelle  comme  élément  de  l'espace. 
C'est  à  ce  point  que  se  rapportent  quelques  développements  géné- 
raux sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Si  les  équations  (2)  sont  linéaires,  aussi  bien  par  rapport  à 
a:,  j^,  z  que  par  rapport  à  X,  Y,  Z,  alors  les  courbes  de  chaque 
figure  qui  correspondent  aux  points  de  l'autre  sont  les  lignes  dixMtes 
d'un  complexe. 

Les  formules  de  substitution 

Z2:rZx-(X-;-/Y), 
(X  --/Y)2    -Zy-T 

sont  particulièrement  importantes. 

Si  l'on  considère  les  droites  de  l'espace  (x,  /,  5)  comme  des  cyHn- 
drcs  infiniment  petits,  elles  se  transforment  dans  les  sphères  du 
dcuxicnic  espace,  et  de  telle  manière  que  deux  droites  qui  se  cou- 
pent s(;  transforment  en  splièrcs  qui  se  touchent.  Il  suit  de  la  que 
les  courbes  asymptotiques  d'une  surface  dans  le  premier  espace  se 
transforment  dans  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  correspon- 
dante du  deuxième.  On  détermine  ainsi  les  lignes  asymptotiques  de 
la  surface  de  Kummer  a  seize  points  singidiers,  en  s'appuyant  sur 
la  détermination,  faite  par  MM.  Moutard  et  Darboux,  des  lignes  de 
courbure  des  surfaces  du  4*  ordre  à  conique  double.  Si  l'on  soumet 
alors  l'espace  primitif  (x,  ^ ,  s)  à  une  transformation  homogra- 
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phiqae,  la  transformation  correspondante  du  deuxième  espace  est 
la  transformation  de  contact  la  plus  générale,  dans  laquelle  les 
lignes  de  courbure  demeurent  invariables.  En  s'appuyant  sur  ces 
développements,  on  établit  un  rapport  fondamental  entre  la  géo- 
métrie des  lignes  droites  et  celle  des  sphères,  et  par  conséquent  entre 
U  géométrie  projective  et  les  relations  métriques. 


LIE  (S.). —  Uebek  bine  Classe  geometrischer  TuANSFORifATioifEN. 
n.  —  Christiania  Videnskabsselskabs  Forhandlinger,  1871. 
(p.  182-245.) 

La  deuxième  partie  du  travail  a  pour  but  d'établir  un  lien  entre 
les  idées  nouvelles  introduites  en  Géométrie  et  les  théories  anciennes 
relatives  aux  équations  aux  différentielles  partielles.  Les  équations 
pour  lesquelles  les  caractéristiques  sont  les  lignes  asjmptotiques  ou 
les  lignes  de  courbure,  et  une  classe  d'équations  dont  les  caracté- 
ristiques sont  les  lignes  géodésiques,  sont  comparées  et  transformées 
les  unes  dans  les  autres.  Toutes  les  équations  du  2^  ordre,  dont  les 
caractéristiques  sont  des  lignes  de  courbure  ou  des  lignes  asjmpto- 
tiques, et  qui  admettent  des  intégrales  intermédiaires,  sont  étudiées 
et  déterminées.  L'auteur  poursuit  les  recherches  connues  sur  les 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  ou  sphériques,  sur  les  surfaces 
ayant  une  représentation  sphérique  donnée,  etc.  Enfin  le  dernier 
Chapitre  contient  plusieurs  propositions  sur  la  théorie  des  com- 
plexes de  lignes  du  second  degré  et  l'étude  approfondie  de  la  rela- 
tion indiquée  plus  haut  entre  deux  surfaces  du  4^  ordre. 


mÊ^ 
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JOURNAL  FUR  die  reiiïb  uivd  angewai^tdte  ^LkTUESiATiK,  herausge- 
geben  vonC.-W.  Borchardt. 

Tome  74,  1872,  3^  cahier. 

Thomé  (L.-W.).  —  Contributions  à  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires,  (20  p.) 
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Les  recherches  de  M.  Fuchs  (t.  66  et  68  du  même  Journal)  sur 
Téquation  différentielle  homogène  et  linéaire 

dont  les  coefficients  p  sont  des  fonctions  monogènes  et  monodromes 
de  la  variable  complexe  x  dans  le  voisinage  (')  de  x  =  a^  ont  fait 
voir,  à  l'aide  d'un  théorème  de  M.  Weierstrass,  que  l'intégrale  de 
cette  équation  se  compose  linéairement  de  m  expressions  ayant 
la  forme 

c[x  —  ay  {  9i (^)  -t-  9i {x)  \o%(x  —  a) 

<p,{a:)[log(j?— a)]> -+-...-+- ÇA  (x)[Iog(jr  — a)]*  j, 


c  étant  une  des  m  constantes  arbitraires,  n  un  certain  nombre 
entier  positif,  ou  nul.  Les  fonctions  cj>  sont  monodromes  et  monogènes 
dans  le  voisinage  de  x  =  a  ;  donc  elles  peuvent  être  développées 
suivant  les  puissances  de  j: — a  à  exposants  entiers,  positifs  ou  néga- 
tifs. Or  Téquation  différentielle  peut  être  telle  que  chacune  des  in- 
tégrales particulières  ne  contienne,  dans  les  facteurs  monodromes 
de  [x  —  ay  [x  —  a)^,  qu'un  nombre  fini  de  puissances  de  x  —  a  à 
exposants  négatifs.  Ce  problème  a  été  complètement  résolu  par 
M.  Fuchs  (t.  68).  Dans  le  présent  Mémoire,  M.  Thomé  se  pro- 
pose la  question  générale  de  rechercher  la  nature  des  équations 
différentielles  telles  que,  parmi  leurs  intégrales  particulières,  il  en 
existe  f/uelques-unes  douées  de  la  propriété  que  nous  venons  de 
caractériser.  Voici  les  résultats  principaux  obtenus  par  Tautcur, 
à  l'aide  d'une  nouvelle  méthode  dont  il  se  sert  préalablement  jK)ur 
vérifier  les  théorèmes  de  M.  Fuchs. 

Si  les  coeQîcients  p  contiennent  eux-mêmes  des  puissances  de 

(x  —  a)"^  en  nombre  fini,  il  faut  les  mettre  sous  la  forme  — ^ • 

.  .  .  (^-''/ 

Soient  tIj  le  degré  du  dénominateur  pour  />!,  tt,  pour  /^,,. . . ,  î:, 

pour  p^.  A  ces  conditions  on  peut  énoncer  le  théorème  (5)  : 


(•  )  //ï  (ter  Umgebung  -von  x  =  a,  terme  employé  par  M.  Weiergtrass  pour  exprimer 
que  la  variable  complexe  x  est  comprise  dans  un  cercle  décrit  autour  du  point  a 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  entre  a  et  le  plus  prochain  d«s  points 
singuliers. 
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Soit  g  le  plus  grand  de  tous  les  nombres  entiers  positifs 
iTj  -f-  m  —  I ,  TT,  +  m  —  2, . . . ,  TC^g  est  plus  grand  que  m;  soit 
Tti^-hm—^h  le  premier  de  ces  nombres  égal  à  g;  l'équation  diffé- 
rentielle aura  tout  au  plus  m  —  h  intégrales  jouissant  de  la  pro- 
priété caractérisée,  et  qui  soient  linéairement  indépendantes, 
cest-à-dire  telles  qu'il  n'existe  aucune  relation  Ci  j^i  -h  Cf  j^f  -f- . .  . 
-f-  c^^kj'm-^  =  0  à  coefficients  constants. 

En  général,  elle  en  aura  même  autant  (6)  ^  cependant  il  j  a  des  ex- 
ceptions (7).  On  trouve  encore  la  forme  des  intégrales  qu'elle  pos- 
sède, et  des  développements  qui  comprennent,  étant  convergents,  les 
intégrales  qui  existent  réellement  et  qui  ont  la  propriété  caractérisée. 

ScBWAKz  (H.-A.).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  aux  diffé~ 

rentielles pai*tielles  -r—^  -+-  -5-j  =  o.  (36  p.) 

Etant  données  des  valeurs  continues,  tout  le  long  d'un  contour 
fermé,  d'une  fonction  qui  satisfasse  à  l'équation  différentielle, 
déterminer  la  fonction  pour  l'intérieur  du  contour  :  tel  est  le  pro- 
blème traité  dans  la  première  partie  du  Mémoire  pour  le  cas  du 
cercle,  d'après  une  méthode  qui  évite  le  principe  de  Dirichlet.  Le 
mode  de  démonstration,  connu  sous  le  nom  de  principe  de  Dirichlet 
et  employé  par  Riemann  avec  un  si  grand  succès  dans  la  théorie 
des  fonctions,  est  l'objet,  au  point  de  vue  de  la  rigueur,  d'objections 
qui  paraissent  fondées,  lorsqu'il  s'agit  de  démontrer  V existence 
d'une  fonction.  C'est  pour  combler  cette  lacune  que  les  géomètres 
allemands  se  sont  efforcés  soit  de  démontrer  le  principe,  soit  de  le 
remplacer  par  d'autres  raisonnements.  L'auteur  cherche  à  y  sup- 
pléer en  adoptant  une  méthode  semblable  à  celle  de  Riemann 
{Dissertation^  Rn.  10);  et  c'est  par  là  qu'il  réussit  à  éluder  cer- 
taines difficultés,  ou  plutôt  à  éviter  certaines  hypothèses  inadmis- 
sibles. Car,  i^  si  la  fonction  cherchée  elle-même  possède  des  va- 
leurs continues  fixées  préalablement  le  long  du  contour  fermé, 
cette  seule  condition  n'entrahie  pas  t existence  des  dérii^ées  par- 
tielles de  la  fonction  cherchée  pour  ce  contour,  à  moins  qu'on  n'y 
ajoute  d'autres  conditions  restrictives  :  cette  remarque  appartient  à 
M.  Weierstrass  ;  2^  l'application  des  séries  de  Fourier  n'est  pas 
non  plus  exempte  d'objections,  puisque  la  possibilité  de  déve- 
lopper une  fonction   quelconque  par  ces  séries   n'a  été   démon- 

Butt.  det  Sciences  mathém,  et  astron.,  1. 111.  (Décembre  18724  ^4 
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trée  qu'à  certaines  conditions  spéciales.  C*cst  pourquoi  Tautcar 
fonde  ses  recherches  sur  l'intégrale  définie  indiquée  par  Pois- 
son, et  qui  représente  la  somme  de  la  série  pour  tous  les  points 
intérieurs  du  cercle.  Mais  alors  il  faut  prouver  que  la  fonction 
représentée  par  l'intégrale  se  change,  d'une  manière  continue^  dans 
la  fonction  donnée  qui  régit  les  valeurs  à  la  circonférence.  L'auteur 
y  parvient  en  mettant  à  exécution  certaines  décompositions  très- 
simples  et  dont  l'idée  principale  a  été  aussi  suggérée  par  Poisson. 
Les  six  premiers  paragraphes  du  Mémoire  avaient  été  déjà  publiés 
à  Zurich  ;  aujourd'hui  l'auteur  y  a  ajouté  des  Kotes  historiques  et 
critiques.  De  plus,  il  a  étendu  ses  recherches,  dans  les  §§  7-1  a?  à 
l'hypothèse  qui  admet,  dans  quelques  points  du  contour,  des  dis- 
continuités ;  il  suppose  seulement  que  la  fonction  cherchée  reste 
toujours  finie  en    s'approchant  de  ces  points,   et   parvient  à  en 

déduire  l'analogie  de  la  fonction  inconnue  avec  arc  tang  -   dans  le 

voisinage  du  pointx  =  o,  r  =  o.  Enfin  l'auteur  discute  la  même 
équation  diUércntielle  pour  l'aire  comprise  entre  les  circonférences 
de  deux  cercles  concentriques.  Signalons  encore  un  autre  Mémoire 
du  même  auteur  dans  les  Monatsberichte  de  l'Académie  de  BerliD, 
octobre  1870,  qui  trace  la  voie  pour  des  recherches  ultérieures,  et 
indiquons  iinah'nient  le  progrès  qu'a  fait  la  question  à  Taide  de  ce 
.Mémoire.  L'auteur  renonce  à  certaines  hypothèses,  considérées 
jusque-là  coiniue  indispensables  pour  la  démonstration  ;  et  néan- 
moins il  n'emploie  que  des  considérations  très-élémentaires. 

Frobenius  ^G.;.  —  Sur  la  résolution  algébrique  des  équation 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  d'une  xtariable. 

Les  recherches  de  Galols  sur  la  possibilité  de  résoudre  les  équa- 
tions algébriques  à  l'aide  de  radicaux  se  fondent  sur  les  propriétés 
des  systèmes  de  substitutions  conjuguées.  Si  les  coefficients  Je 
l'équation  sont  des  fonctions  rationnelles  d'une  variable,  les  racines 
subiront  une  certaine  substitution,  lorsque  la  variable  indépendante, 
partant  d'un  point  quelconque,  décrit  un  contour  fermé  aboutissant 
au  point  de  départ.  \  ollà  pourquoi  on  peut,  dans  ce  cas  particalier, 
développer  la  théorie  de  Galois  sans  l'usage  des  substitutions  -,  iK' 
plus,   il  est  aisé  de  voir  qu'en  évitant  les  systèmes  conjugués  on 
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parvient  à  rendre  la  théorie  plus  simple  et  plus  iulcUigible,  par  la 
représentation  géométrique  de  la  variable  complexe.  Se  plaçant  à 
ce  point  de  vue,  Tauteur  définit  le  «  groupe  d'une  équation  » 
(suivant  Galois)  comme  la  totalité  des  permutations  qui  provien- 
nent d'une  permutation  choisie  au  hasard,  lorsque  la  variable 
indépendante,  partant  d*un  poiut  fixé,  mais  non  singulier,  parcourt 
tous  les  contours  fermés  possibles.  D'après  cela,  les  théorèmes  dv 
Galois  et  quelques  développements  de  ces  théorèmes  s'ensuivent 
avec  une  remarquable  facilité.  Il  va  sans  dire  que  tous  les  résultats 
de  Galois,  obtenus  à  l'aide  de  la  résolvante  de  Lagrangc,  ne  peuvent 
pas  être  reproduits  par  cette  méthode. 

Weyracch  (J.-J.).  —  Problèîne  de  la  théorie  des  détermi- 
nants, (4  pO 

Détermination  du  nombre  des  termes  qui  contiennent  m  éléments 
transversaux. 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  normales  des  courbes  gauches  ration- 
nelles. (2  pO-  —  'S^^  '^  nombre  des  normales  doubles  d'une 
courbe  gauche  rationnelle,  (2p.) 

Une  courbe  gauche  d'ordre  n  donne  lieu  à  3  //  —  2  normales 
passant  par  un  point  quelconque  ;  elle  possède  \(/i  —  1)  (9  '^  —  1 2  ; 
normales  doubles. 

Du  Bois-Reymond  (P.)-  —  Sur  la  j^ésolution  des  équations  et  la 
sommation  des  séries  par  des  intégrales  déjinies,     i3  p.) 

La  théorie  des  intégrales  complexes  fournit  certaines  inté- 
grales dont  l'auteur  se  sert  pour  exprimer,  par  leur  moyen,  les 
racines  d'équations  quelconques  et  les  sommes  de  la  plupart  des 
séries  ;  mais,  en  réalité,  on  ne  peut  guère  en  faire  usage  à  cause  de 
leur  complication  excessive.  D'ailleurs  l'auteur  montre  que  ces 
mêmes  intégrales  sont  la  source  commune  d'où  découlent  la  série 
de  Lagrange,  j  compris  les  conditions  de  limites,  et  les  intégrales 
qu'ont  découvertes  Parseval,  Jacobi  et  Cauchy  pour  représenter  les 
racines  d'une  équation  donnée. 

Du  Bois-Reymowd  (P.).  —  Théorème  général  concernant  la 
grandeur  des  infinis  des  fonctions  et  de  leurs  dérivées,  (i  i  p.  5  fr.) 

Suite  d'un  Mémoire  du  même  auteur  publié  au  mois  d'octobre 
1 87 1  dans  les  Annali  di  Matematica,  U  en  généralise  les  résultats  et 

24. 
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conduit  à  des  théorèmes  généraux  sur  le  rapport  qui  existe  entre 
les  infinis  des  fonctions  et  ceux  de  leurs  dérivées.  Une  certaine 
fonction  caractéristique,  ce  type  infinitaire  »,  régit  les  infinis 
de  toutes  les  dérivées  de  la  fonction  donnée.  L'analyse  qui  conduit  a 
ces  théorèmes  se  simplifie  à  l'aide  de  quelques  notations  nouvelles 
que  l'auteur  a  introduites  dans  les  deux  Mémoires  cites. 

KiEPERT  (L.).  —  Sur  une  application  géométrique  de  la  multi" 
plication  des  fonctions  elliptiques.  (lo  p.) 

Si  les  coordonnées  d'une  courbe  peuvent  être  représentées  par 
des  fonctions  elliptiques  de  l'arc  de  cette  courbe,  la  division  de 
l'arc  en  n  parties  égales  se  réduit  à  la  solution  d^équations  algé- 
briques, dont  le  degré  s'abaisse  considérablement  lorsqu'on  peat 
employer  la  multiplication  complexe.  A  l'exemple  connu  de  la 
lemniscate,  Fauteur  joint  la  courbe  r'  =  cos  3f ,  pour  laquelle  la 
division  de  l'arc  en  n  =  6g  -+-  i  parties  égales  (/i  étant  premier) 
peut  s'eflectucr  par  la  résolution  d'une  équation  du  degré  g, 

PocHHAMHEA  (L.).  —  Sur  le  développement  des  fonctions  suivant 
les  intégrales  d'uîie  classe  d'équations  différentielles  linéaires  de 
deuxième  ordre .  (  4  7  P  •  ) 

Soient 

g{x)=  bx-^  bxX^  -h  biX^  H-. . . ,      h[x)  =  c^x  -h  c,x'  H-  CsJ:*+... 

deux  séries  convergentes  dans  le  voisinage  de  x  =  o  ^  soit  i  >  o,  et 
soit  m  un  nombre  entier  positif  \  alors  Téquation  différentielle 

possédera  en  général  deux  intégrales  particulières  qui  poturont 
être  développées  suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  L'une  des 
deux  intégrales,  qui  ne  présente  que  des  puissances  à  exposaots 
entiers  et  positifs,  étant  désignée  par  P„,  on  aura 

Une  fonction  quelconque  9  (.^),  monogène  et  monodrome  dans  le 
voisinage  de  x  =  o,  peut  alors  être  mise  sous  la  forme 

9{x)  -f-  p.P.(x)  -+-  (î.P. (:r)  -+-  (î,P,(:r)  -+-. . . , 
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oà|3^,  ^1 V  sont  des  constantes  à  déterminer.  La  série  est  conver- 
gente pour  Taire  d'un  cercle  de  centre  x  =  o.  On  voit  que  ce  Mé- 
moire généralise  les  résultats  connus  pour  les  fonctions  sphériques 
et  les  fonctions  de  Fourier-Bessel.  Citons  les  Mémoires  dont  l'auteur 
s'est  rapproché  pour  la  méthode  de  la  recherche  : 

Hecos,  Handbuch  der  Kugelfunctioneny  Berlin,  1861. 
Nku]ia!<in,  Théorie  der  Besselschen  Functionen,  Leipzig,  1867. 
Thomàb,  deux  Mémoires,  Journal  de  Borchardt^  t.  66. 

Merteivs.  —  Remarques  sur  les  sections  planes  des  surfaces  du 
second  ordre,  (3  p.) 

Détermination  de  la  direction  des  axes  d'une  conique,  intersection 
d'une  surface  du  second  ordre,  donnée  par  son  équation  générale, 
et  d'un  plan  donné. 


ARCHIY    DE&   Màthematir    und    Physik.    Herausgegeben    von 
J.-A.  Gaunert. 

T.  un,  1871. 

Spitzer  (S.).  —  Note  sur  V intégration  des  équations  dijfféren- 
tielles.  {9p.) 

HozA  (F.).  —  Détermination  graphique  approchée  de  la  lon- 
gueur du  jour  et  de  la  nuit  pour  un  point  donné  de  la  Ten^e  à 
une  époque  donnée.  (5  p.) 

UivFERDiiïGEK  (Fr.).  —  Sur  la  théorie  du  maximum  et  du  mini- 
mum. (12  p.) 

On  sait  que,  pour  qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes X,  j^, . . .  puisse  présenter  un  maximum  ou  un  minimum 
pour  un  système  de  valeurs  de  ces  variables  annulant  les  dérivées 
particUes  du  pi^emier  ordre  de  la  fonction,  il  faut  et  il  suffit  que, 
pour  ces  valeurs,  un  certain  polynôme  homogène,  généralement  du 
second  degré,  ne  puisse  changer  de  signe,  quelques  valeurs  que  l'on 
donne  aux  rapports  des  variables  qui  y  entrent,  et  qui  sont  les  ac- 
croissements infiniment  petits  dx^  dy^ . . .,  indépendants  entre  eux. 
L'auteur  indique,  pour  vérifier  ce  caractère,  une  méthode  élégante, 
exposée,  il  y  a  plus  de  vingt  ans,  par  le  professeur  Petzval,  à  l'Uni- 
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versité  de  Vienne.  La  question  se  ramène  à  la  discussion  d'une 
équation  du  3®  degré,  qui  détermine  les  axes  principaux  des  sur- 
faces du  second  ordre,  et  à  laquelle  il  suffit  d'appliquer  la  règle  da 
signes  de  Descartes. 

Unferdinger  (Fr.).  —  Sur  une  transformation  de  l'intégrale 
defme  J^    log  ^—^^^  dx.  (3  p.) 

Grlîîert  (J.-A.).  —  Sur  V  équilibre  entre  trois  forces.  (12  p.) 

Grunert  (  J.-A.)  —  Sur  l'équilibre  entre  quatre  forces  agissant 
dans  un  même  plan.  (18  p.) 

KuDELKA  (J.).  —  Introduction  de  la  Trigonométrie  sphériqut 
dans  V Optique,  (5  p.) 

KûLP.  —  Etudes  expérimentales  de  magnétisme  (a*  Partie). 
(24  p.) 

DosTOR  (G.).  —  Propriétés  des  coniques  relatives  aux  tangentes 
issues  d'un  même  point,  —  Surface  du  quadrilatère  compris  entre 
deux  tangentes  menées  du  point  (x^j)  à  une  conique  à  centre^ 
et  les  deux  droites  qui  joignent  le  centre  aux  points  de  contact. 
—  Propriété  particulière  de  la  parabole,  relntiyement  aux  tan* 
ge fîtes  issues  d'un  même  point.  —  Surface  du  triangle  compris 
entre  les  deux  droites  qui  joignent  un  point  quelconque  du  plan 
à  deux  points  arbitraires  de  la  parabole.  (i3  p.  ^  fr.) 

LiGOwsKi.  —  Sur  la  réduction  des  distances  lunaires.  —  Déter- 
mination de  la  distance  au  moyen  de  la  tangente  de  la  demi-di- 
stance. —  Remarques  di^erse^  sur  la  réduction  des  distances  lu- 
naires. (2  art.  -,  i3  p.) 

Ces  articles  se  rapportent,  comme  un  précédent  travail  de  l'au- 
teur (  *  ),  au  calcul  pratique  des  distances  lunaires  au  moyen  des  pe- 
tites Tables  de  logarithmes,  dont  Tusage  est  à  la  fois  plus  sûr  et 
plus  expéditif  que  celui  des  grandes  Tables,  indiqué  par  la  plupart 
de  nos  Traités  de  navigation. 

LiGOwsKi.  —  Solution  approximativ^e   de  ce  problème  :  M 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  aSo. 
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TUJjjren  de  deux  hauteurs  d'une  étoile  et  du  temps  écoulé  entre 
les  deux  obsen*ations,  déterminer  la  latitude  et  le  temps  (Pro- 
blème de  Douwes).  (3  p.) 

LiGowsRi.  —  Calcul  des  distances  en  mer.  (2  p.) 

LiUDscAïf  (Chr.-Fr.).  —  Quelques  formules  goniométriques. 
(5  p.;  lat.) 

Spitzer  (S.).  —  Intégration  de  V équation  y"  =  x  [xj  —  «y), 
dans  le  cas  oh  n  est  un  nombre  entier  et  positif.  (6p.) 

L'auteur  indique  diverses  mélhodcs,  suivant  que  le  nombre  n  est 

de  la  forme  3 A,  3  A:  -f-  i ,  ou  3A:  +  2 . 

• 
Bermaicn.  —  Démonstration  de  deux  théorèmes  de  Steiner, 

(8  p.) 

Voici  les  énonces  de  ces  théorèmes  : 

1®  Si  une  surface  du  second  degré  coupe  les  trois  axes  rectangu- 
laires des  coordonnées  en  des  points  ayant  pour  coordonnées  oti,  x^\ 
fx^jtS  ^19  ^t7  01^  ^9  lorsque  les  axes  se  transportent  parallèlement 
à  eux-mêmes, 

(fiz:£.'\V  f^lZlZly+  (fi^iii)  '=  const. 
\  x,Xi  ]     \  7,7,  y      \  z,z^  I 

2^  Si  les  trois  diagonales  d'un  octaèdre  se  coupent  à  angles  droits 
en  un  même  point,  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de 
ce  point  sur  les  huit  faces  seront  sur  une  même  sphère. 

HocHHEiM  (A.).  —  Sur  la  surface  gauche  z  =  -^*  (i4  P») 

Ahdres.  —  Calcul  des  coordonnées  géodésiques  et  de  la  position 
géographique  des  sommets  des  triangles,  fondé  sur  les  formules 
sphéroïdiques  de  transformation  de  BesseL  (i4  P*) 

Au  lieu  de  se  servir,  comme  on  le  fait  habituellement,  des  for- 
mules approximatives  données  par  Oriani  en  1807,  l'auteur  em- 
ploie les  formules  rigoureuses  de  transformation  de  Bessel,  ce  qui 
simplifie  considérablement  l'exposition  de  la  théorie,  en  donnant 
des  résultats  plus  exacts.  L'exposition  de  la  formule  est  suivie  d'ap- 
plications numériques. 
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Spitzek  (S).  —  Intégration  de  l'équation  différentielle  linéaire 

n  étant  un  nombre  entier  et  positif,  plus  grand  que  a,  et  A,  B,  C 
des  nombres  constants.  (5  p.) 

Grunert  (J.-A.).  —  Expression  de  l'aire  de  V ellipse  aumojren 
des  coefficients  de  son  équation  générale  en  coordonnées,  soit  car- 
tésiennes, soit  trilinéaires.  (5p.) 

Grunert  (J.-A.).  —  Les  théorèmes  généraux  de  Pascal,  de 
Desargues,  de  Pappus,  de  Carnot  et  de  Chasles,  développés  en  se 
fondant  sur  le  système  des  coordonnées  trimétriques  ou  trili- 
néaires. (48  p.) 

Grunert  (J.-A.).  — TJiéorie  générale  des  tangentes,  des  nor- 
males et  du  cercle  de  courbure  des  courbes,  fondée  sur  le  système 
des  coordonnées  trimétriques  ou  trilinéaires.  hes  théorèmes  de 
Brianchon  et  de  Chasles  sur  les  tangentes  aux  coniques  établis  au 
moyen  du  même  système  de  coordonnées.  (Sg  p.) 

Grunert  (J.-A.).  —  Sur  une  expression  de  la  surface  d'un 
polyèdre  d'un  nombre  quelconque  de  faces.  (6p.) 

Démonstration  élémentaire  d'une  formule  établie  d'une  autre 
manière  par  M.  Lindclôf,  dans  le  Bulletin  de  l' jécadémie  de  Saint- 
Pétersbourg  (  *  ) . 

HozA  (F.).  —  Représentation  graphique  de  l' orbite  apparente 
du  Soleil  dans  le  ciel.  (6p.) 

Versluys  (J.).  —  Application  de  déterminants  à  l' Algèbre  et 
à  la  Géométrie  analytique.  (5o  p.;  fr.) 

1^  Résultante  d'un  système  de  n  —  i  équations  du  premier  degré 
et  de  I  équation  du  second  degré.  —  2°  Equations  en  coordonnées 
ordinaires,  trilinéaires  et  tangentielles  d'une  conique,  dans  tous 
les  cas  où  la  courbe  est  déterminée  uniformément,  —  3®  Condition 
pour  que  6  éléments  simples  appartiennent  à  une  même  conique, 
dans  tous  les  cas  où  5  de  ces  éléments  déterminent  uniformément  la 
courbe.   —  4°  Equations  en  coordonnées  ordinaires,  quadripla- 

(')  Voir  Bulienn,  l.  I,  p.  q.\i. 
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naii^  et  planaires  d'une  surface  de  second  degré,  dans  tous  les  cas 
où  elle  est  uniformément  déterminée.  —  5^  Condition  pour  que 
10  âéments  simples  appartiennent  à  une  même  surface  du  second 
degré,  dans  tous  les  cas  où  9  de  ces  éléments  déterminent  uni- 
formément la  surface. 

HozA  (F.).  —  Description  d'un  appareil  pour  rendre  sensible 
aux  yeux  l'enseignement  de  la  Géométrie  descripti^^e.  (3  p.) 

Albkich  (C).  —  Relations  harmoniques  dans  la  réflexion  et  la 
réfraction  de  la  hunier e.  (2  p.) 

Grvnert  (J.-A.).  —  Le  système  des  coordonnées  tétraédriques 
ou  quadriplanaires  développé  analjtiquement  d'une  manière  gé' 
nérale.  (124  p.) 

Gruwert  (  J.-A.). —  Expression  de  l'aire  d'un  triangle  plan 
quelconque  dans  l'espace  et  du  volume  d'un  tétraèdre  quelconque 
dans  l'espace,  au  moyen  des  coordonnées  cartésiennes  et  des  coor» 
données  tétraédriques  ou  quadriplanaires  des  sommets.  (27  p.) 

Dans  ce  Mémoire,  comme  dans  le  précédent,  l'auteur  a  évité,  a 
dessein,  l'emploi  de  la  notation  des  déterminants,  convaincu  que 
les  calcids  développés  tout  au  long  sont  d'une  plus  grande  clarté, 
même  dans  les  cas  compliqués. 

U^fFERDiNGER  (Ff.).  —  Sur  le  triangle  sphérique  dans  lequel  un 
angle  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres,  {6p.) 

Ce  triangle  présente  des  propriétés  analogues  à  celles  du  triangle 
rectangle  plan,  qui  en  est  le  cas-limite.  On  a,  par  exemple,  entre 
les  trois  côtés,  la  relation 


AXNALI  DELLE  Université ToscADTE  (*). 

T.  XI,  1869. 

Diîri  (  U.).  —  Sur  les  surfaces  qui  ont  un  système  de  lignes  de 
courbures  planes,  (39  p.) 

(*)  Toir  Bulletin,  t.  II,  p.  ai. 
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Dans  un  Mémoire  ('),  publié  précédemment,  l'auteur  avait 
.donné  des  formules  relatives  à  la  sphère  et  aux  surfaces  qui  ont  un 
système  de  lignes  de  courbures  planes,  et  il  était  ainsi  parvenu  à 
trouver  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  de  courbure  constante  et  i 
traiter  aussi  d'autres  problèmes.  Dans  le  Mémoire  actuel,  il  donne 
d'autres  formides  qui  peuvent  être  considérées  comme  relatives 
tant  à  la  sphère  qu'aux  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  de  l'un 
des  systèmes  sont  planes  et  non  géodésiques,  et  n'ont  pas  leurs  plans 
parallèles  à  une  droite  fixe.  Il  montre  ensuite  comment,  avec  ces 
formules  et  celles  du  précédent  Mémoire,  on  peut  déterminer  com- 
plètement les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  de  l'un  des  sys- 
tèmes sont  planes  et  ont  leurs  plans  tous  également  inclinés  sur  une 
droite  fixe^  puis,  en  particulier,  les  surfaces  de  cette  classe  dans 
lesquelles  les  plans  en  question  jouissent  aussi  de  la  propriété  de 

couper  tous  la  surface  sous  un  même  angle,  différent  de  -•  Il  pré- 
sente après  cela  quelques  autres  observations  générales,  qui  font 
voir  comment  on  peut  déterminer  encore  toutes  les  surfaces  où  les 
lignes  de  courbure  d'un  système  sont  planes  et  non  géodésiques, 
leurs  plans  coupant  la  surface  sous  un  même  angle.  Enfin,  en  com- 
binant les  résultats  de  ces  deux  Mémoires,  et  appliquant  un  théo- 
rème de  M.  Weingarten,  il  détermine  la  surface  dont  les  lignes  de 
courl)urc  d'un  système  sont  planes  et  dont  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  fonctions  l'un  de  l'autre. 

DiNi  (U.).  —  Note  sur  quelques  formules  de  lYigonométrie 
sphéroïdique.  (i3  p.) 

L'objet  de  cette  Note  est  d'établir  d'une  manière  simple,  en  par- 
tant des  é([uations  des  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde  de  révolu- 
tion, les  formides  employées  par  Delambre  et  par  les  ingénieurs- 
géographes  français,  pour  le  calcul  des  coordonnées  géographiques 
des  sommets  d'un  réseau  géodésique  et  de  la  longueur  de  Tare  de 
méridien  compris  entre  les  parallèles  des  extrémités  d'un  des  côtés 
du  réseau.  Il  démontre  en  même  temps  quelques  autres  formules 
qui,  soit  par  les  observations  auxquelles  elles  donnent  lieu,  soit  par 
la  forme  qu'elles  présentent,  peuvent  être  utiles  dans  les  calculs  en 
question. 


(*)  Ricerche   sopra   la   teoria   délie  superficie   {Atti    délia    Società   Ualiana  dfl^ 
Scienzey  Ser.  111,  t.  11,  p.  i). 
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JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  pures  et  appliquées,  publié 
par  J.  LiouYiLLE  ('). 

Tome  XVn^  a*  sérîe;  1872. 

Laguerre.  —  Mémoire  de  Géométrie  analytique.  (54  p.) 
Le  titre  du  Mémoire  n*est  pas  très-explicatif^  mais  il  est  facile 
d'indiquer  le  point  de  départ  et  le  principe  de  démonstration  adop- 
tés par  Tauteur. 

Dans  la  première  Section,  M.  Laguerre  définit  ce  qu'il  entend 
par  équation  mixte  d'une  courbe.  Soient  x,  y  les  coordonnées  d'im 
point  quelconque  du  plan,  h  une  arbitraire;  l'équation 

(1)  f(jr^kx)  =  o, 

c'est-à-dire 

A,(/-  —  A*j;)*-+-A,(7  —  kxy-^-h. .  .-f-A»-,(7—  kx)  -f-  A«  =  o, 

où  Ao,  A|,  Al,...,  Am  sont  des  fonctions  du  paramètre  /r,  est, 
d'après  M.  Laguerre,  V équation  mixte  d'une  courbe. 
Voici  comment  les  choses  peuvent  se  comprendre  : 
Si  l'on  attribue  àx,  ^  des  valeurs  déterminées  Xo,^oî  l'équa- 
tion (1)  fournit  un  certain  nombre  de  valeurs  pour  /r,  n  par 
exemple;  si  k^  est  une  de  ces  valeurs,  Téquation  (i),  où  l'on  fera 
Ar  =  Ato,  sera  vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  droite  j^  —  y^^:zkti[x  —  x^)\  de  sorte  que  l'équation  (i)  peut 
être  considérée  comme  définissant  un  système  plan  de  rayons.  Si 
l'on  égale  à  zéro  le  discriminant  de  Téquation  (i),  en  regardant  k 
comme  l'inconnue,  on  obtiendra  une  équation  telle  que  f  (j:,^)  =  o, 
laquelle  représentera  le  lieu  des  points  {x^j)  pour  lesquels,  parmi 
les  n  rayons  qui  en  sont  issus,  deux  coïncident  ;  on  aura  ainsi  une 
courbe  qu'on  pourrait  appeler  la  courbe  focale  du  système  de 
rayons  défini  par  l'équation  (i).  On  peut  dire  aussi  que  l'équa- 
tion (i)  définit  cette  courbe,  puisqu'elle  détermine  les  tangentes 
qu'on  peut  lui  mener  d'un  point  quelconque  du  plan  *,  c'est  là  le 
sens  adopté  par  M.  Laguerre. 


(*)  Voir  BulUtin,  t.  I,  p.  91. 
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Si  l'on  remplace  k  par  ~  9  on  obtient  une  équation  de  la  forme 

(2)  /(i,  f)  =  o,    ou    F(X,  ft,X7--fxx)  =  o, 

dont  le  premier  membre  est  homogène  en  X  et  jx,  et  homogène  éga- 
lement par  rapport  aux  trois  quantités  A,  fi  Xjr  — fix  \  c'est  Vé^/ua- 
tion  mixte  d'une  courbe.  C'est  ce  qui  constitue  le  point  de  départ 
de  l'auteur. 

Quant  au  principe  de  démonstration,  voici  en  quoi  il  consiste  : 
Les  premiers  membres  des  équations  mixtes  sont  des  formes 
binaires  par  rapport  à  X  et  ji  ;  elles  donnent  lieu  à  des  invariants  et 
à  des  co variants;  ce  sont  ces  formes  caractéristiques  que  M.  Laguerre 
utilise  pour  en  déduire  des  propriétés  essentielles  des  courbes  qu'il 
étudie.  Ce  Mémoire  offre  donc  une  application  de  la  théorie  des 
formes  invariantes  à  la  Géométrie. 

Toutes  les  déductions  de  l'auteur  reposent  sur  la  connaissance 
des  invariants  et  des  covariants  des  formes  qu'il  emploie,  et  sur  l'ap- 
plication du  théorème  fondamental  suivant,  qu'il  établit  dans  la 
première  Section  de  son  Mémoire  : 

Soit  un  nombre  quelconque  de  courbes  représentées  par  les 
équations  mixtes 

/•(X,  fx)  =  o,    /(X,  fx)=ro,    /,{X,  fx)  =  o,...; 

51  Von  considère  un  im^ariant  quelconque  I  des  formes  f^^fii 
yi,. . .,  l'équation  I  =  o  représente  une  courbe  dont  le  degré  est 
précisément  égal  au  poids  de  Vinv^ariant. 

On  sait  que,  s'il  s'agit  d'une  seule  forme  binaire,  par  exemple,  si 
n  est  le  degré  du  quantic,  si  B  est  le  degré  de  l'invariant  ou  du  cova- 
riant  par  rapport  aux  coefficients  du  quantic,  et  que  p  soit  le  d^ré 
du  covariant  par  rapport  aux  variables,  le  poids  de  l'invariant  est 
\nB  et  celui  du  covariant  est  ^{nB  -h  p)  (*). 

Cela  établi,  les  titres  des  Sections  indiqueront  suffisamment  les 
questions  dont  l'aulcur  s'est  occupé. 

Section  I.  —  Equation  mixte  d'une  courbe. 
Section  II.  —  Propriétés  des  courbes  de  3*  classe. 
Section  III.  —  Propriétés  des  courbes  de  4*  classe. 


(*)  SiLiiON,  Higher  Algebra,  p.  11 3,  116,  édit.  1866. 
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BoussiKESQ  (  J.).  —  Théorie  des  ondes  et  des  remous  qui  se  pro- 
pagent  le  long  d'un  canal  rectangulaire  horizontal,  en  communi- 
quant au  liquide  contenu  dans  ce  canal  des  vitesses  sensiblement 
pareilles  de  la  surface  au  fond.  (53  p.) 

Après  avoir  très-nettcmcnt  décrit  les  phcnomènes  observés  par 
J.  Scott  Russell  (observations  faites  en  i843  et  publiées  en  i845)  et 
Sri.  Bazin  (^),  M.  Boussinesq  les  résume  ainsi  :  les  uns,  dans  les- 
quels le  rapport  de  la  hauteur  des  intumescences  à  la  profondeur 
primitive  est  une  petite  quantité  en  valeur  absolue,  sont  régis  par 
des  lois  simples  \  les  autres,  dans  lesquels  ce  rapport  approche  de 
l'unité,  obéissent  à  des  lois  bien  plus  compliquées,  encore  incon- 
nues, et  ne  paraissent  pas  même  compatibles  avec  la  parfaite  conti- 
nuité du  fluide  et  surtout  de  ses  mouvements,  puisqu'il  s'y  produit 
fréquemment  des  mascarets. 

L'auteur  ajoute  :  ((  Je  me  propose  de  donner  ici  une  théorie  à 
peu  près  complète  des  premiers,  en  me  bornant  au  cas  d'un  liquide 
en  repos,  cas  auquel  se  ramène  celui  d'un  liquide  en  mouvement, 
et  en  prenant  pour  point  de  départ  de  mon  analyse  le  caractère  qui 
les  distingue  essentiellement  des  autres  mouvements  ondulatoires 
des  liquides  :  ce  caractère  consiste  en  ce  que  les  vitesses  horizon- 
tales des  molécules  fluides  y  sont  sensiblement  égales  dans  toute 
l'étendue  d'une  même  section  normale  du  canal.  » 

L'Introduction  du  Mémoire,  un  peu  trop  longue  pour  que  nous 
puissions  la  reproduire  ici,  résume  d'ailleurs  fort  complètement  les 
résultats  que  M.  Boussinesq  a  déduits  de  son  analyse. 

Le  Mémoire  est  divisé  en  plusieurs  Paragraphes  dont  voici  les 
titres  : 

5  I.  Équations  fondamentales. 

S  II.  Vitesses  de  propagation  des  diverses  parties  d'une  intu- 
mescence. 

S  ni.  Mouvement  du  centre  de  gravité  d'une  onde.  Quantités 
constantes  qui  caractérisent  chaque  intumescence. 

S  IV.  Onde  solitaire. 

S  V.  Moment  d'instabilité  d'ime  intumescence  quelconque.  Sta- 
bilité de  l'onde  solitaire  et  cause  de  sa  formation  fréquente. 

(*)  Comptes  rendus  det  Séances  de  V Académie  des  Sciences,  i863,  p.  3i3. 
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§  VI.  Examen  des  cas  où  rintumescence  n'est  pas  une  onde  soli- 
taire. 

Mahivheim  (A.).  —  Mémoire  sur  les  pinceaux  de  droites  et  la 
nornialies,  contenant  une  noui^elle  exposition  de  la  théorie  des 
sur J aces,  (07  p.) 

L'étude  des  systèmes  de  rayons  (ou  congruences  de  droites)  peut 
être  faite  à  deux  points  de  vue  :  il  y  a  ce  qu'on  pourrait  appeler  la 
Géométrie  infinitésimale  des  systèmes  de  rayons,  inaugurée  sur- 
tout par  Ilamilton  (^),  continuée  par  Kummer,  dans  un  beau  Mé- 
moire analytique  (*).  Dans  cette  Géométrie,  on  considère  un  des 
rayons  du  système  et  tous  ceux  qui  lui  sont  infiniment  voisins  et 
qui  forment  ce  qu'on  appelle  un  pinceau  de  droites,  et  l'on  étudie* 
les  propriétés  de  ces  pinceaux,  sans  avoir  égard  à  l'ordre  et  à  la 
classe  du  système  de  rayons. 

Il  y  a,  en  second  lieu,  la  Géométrie  finie  des  systèmes  de  rayons^ 
où  Ton  considère  l'ensemble  de  tous  les  rayons  d'un  système  d'ordre 
et  classe  déterminés,  et  où  l'on  étudie  les  propriétés  finies  du  sys- 
tème^ Kummer  s'est  égalemtNit  occupé  de  ce  genre  de  rcchertîhes, 
et,  dans  un  Mémoire  remarquable  ('),  il  a  fait  une  étude  approfon- 
die des  systèmes  de  rayons  du  premier  et  du  second  ordre  \  plusieurs 
géomètres,  entre  autres  Pliicker  et  Mobius,  ont  enrichi  cette  partie 
de  la  Géométrie. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Mannheim  s'occupe  de  la  Géométrie 
infinitésimale  des  systèmes  de  rayons,  pour  en  faire  la  base  d'une 
théorie  géométrique  de  la  courbure  des  surfaces. 

Dans  le  premier  Paragraphe,  l'auteur  rappelle  la  notion  delà 
droite  auxiliaire,  conception  qu'il  avait  déjà  introduite  en  1864  (*\ 
pour  l'étude  des  surfaces  réglées^  c'est  là  V instrument  de  ses  dé- 
monstrations. 

Dans  le  deuxième  Paragraphe,  il  démontre,  d'une  manière  intui- 
tive, les  théorèmes,  sur  \gs  pinceaux  des  droites,  dus  à  Malus,  Sturm, 
Hamilton,  Kummer,  et  ajoute  plusieurs  propositions  nouvelles. 


(*)  Transactions  ofthe  Royal  Irish  Academj'^  t.  XVI. 

(•)  Journal  de  Borchardt,  t.  57,  ou   Nouvelles  Annales^  années  i86o,  1861,  i86î, 
trad.  par  Dcwulf. 

(')  Académie  des  Sciences  de  Berlin,  18G6. 

{*)  Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  téancc  du  3  avril. 
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En  terminant  son  Mémoire  sur  les  pinceaux  de  droites,  Kummer 
s'attache,  conmie  le  fait  remarquer  M.  Mannheim,  à  montrer  la 
relation  intime  qui  existe  entre  l'étude  des  systèmes  de  rayons  et  la 
théorie  de  la  courbure  des  surfaces. 

Cette  étude  est  l'objet  du  troisième  Paragraphe;  l'auteur  est 
ainsi  amené,  non -seulement  à  de  nombreux  résultats  dus  h 
IVDI.  Joachimsthal,  Bertrand,  Bonnet,  Lamarle,  Catalan,  etc.,  mais 
aussi  à  des  propriétés  qui  n'avaient  pas  été  signalées. 

BoussiifESQ  (J.).  —  Sur  les  lois  qui  régissent,  à  une  première 
approximation,  les  ondes  lumineuses  propagées  dans  un  milieu 
homogène  et  transparent  d'une  contexture  quelconque,  (lo  p.) 
Voici  la  partie  principale  des  conclusions  de  l'autem*  : 
«  Quand  on  fait  abstraction  des  pouvoirs  dispersif  et  rotatoire,  la 
constitution  optique  d'un  milieu  transparent  est  géométriquement 
définie  au  moyen  d'un  ellipsoïde,  dit  d! élasticité,  et  d'une  droite  de 
longueur  donnée,  ou  axe  de  non-symétrie,  que  l'on  doit  concevoir 
menée,  à  partir  du  centre  de  rdlipsoïde,  dans  une  direction  donnée 
également.  Le  milieu  peut  propager,  parallèlement  à  un  plan  dia- 
métral quelconque  de  rdlipsoïde,  deux  systèmes  d'ondes  planes  à 
vibrations  quasi  transversales ....   » 

Paimvin  (L.).  —  Détermination  de  V arête  de  rebroussement 
d'une  surface  déi^eloppable  définie  par  ses  équations  tangentielles. 

(4a  p) 

Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance  du 
i8  juillet  1870. 

Painvin  (L.).  —  Courbure  en  un  point  d'une  surface  définie 
par  son  équation  tangentielle,  (3o  p.) 

Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance  du 
a  octobre  1 87 1 . 

Les  titres  de  ces  deux  Mémoires  indiquent  suffisamment  l'objet 
des  recherches  de  l'auteiu*;  les  formules  qu'il  a  obtenues,  formules 
qui  n'avaient  pas  encore  été  données,  peuvent  être  utiles  dans  un 
grand  nombre  de  circonstances. 
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Zinken  (H.),  genannt  Sommer.  —  Untersuchungen  ûber  die  Diop- 
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Au  moment  de  mettre  sous  presse,  nous  recevons  une  donloa- 
rcuse  nouvelle.  M.  Clebsch  est  mort  le  7  novembre,  enlevé  dans  sa 
quarantième  année  par  une  courte  maladie.  L'illustre  géomètre 
nous  avait  honorés  plusieurs  fois  de  ses  communications  et  des 
marques  de  sa  bienveillance.  Nos  lecteurs  connaissent  ses  beaux 
Mémoires,  ses  travaux  si  originaux  et  si  profonds.  La  perte  pro- 
fondément regrettable  que  la  Science  vient  de  faire  sera  donc  cmel- 
Icmcnt  ressentie  dans  notre  pays. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

POINSOT.  —  ÉLÉMENTS  DB  Statique.  —  Paris,  Gauthier- Villars,  in-8*»,  u*  édi- 
tion. —  Prix  :  6  francs  (*). 

En  publiant,  après  les  Œuvres  de  Laplace,  celles  de  Lagrange, 
de  Lavoisier  et  de  Fresnel,  le  Grouvernement  français  nous  a  permis 
d'espérer  la  collection  complète  des  travaux  dus  aux  savants 
illustres  de  notre  pays.  La  série  est  loin  d*ètre  épuisée  :  Ampère  et 
Cauchy  devraient,  aujourd'hui,  y  figurjer  au  premier  rang  ^  mais, 
après  eux,  et  quoi  qu'en  puissent  penser  quelques  esprits  trop 
exclusifs,  je  n'hésiterais  pas  à  proposer  le  nom  de  Poinsot,  en 
promettant  à  ses  Œuvres  une  influence  excellente  et  durable. 

Nous  n'auron/s  pas  heureusement  à  attendre  les  inévitables 
lenteurs  d'une  publication  administrative  ^  un  éditeur  intelligent, 
M.  Gauthier-Villars,  en  préparant  la  onzième  édition  de  la 
Statique  de  Poinsot,  nous  annonce  l'intention  de  réunir,  dans  un 
second  volume,  les  OEuy^res  mathématiques  àe  l'éminent  auteur  (*). 
Aucun  géomètre,  aucun  savant,  aucun  écrivain  peut-être  n'a 
écarté  avec  autant  de  soin  de  ses  écrits  les  développements  inu- 


(')  L'article  que  dous  reproduisoDs  coDstitue  la  Préface  de  la  nouTelle  édition,  qui 
est  tout  à  fait  à  la  hauteur  des  préoédeutes. 

(*)  L'édition  précédente  des  Éléments  de  Statique  se  terminait  par  quatre  Mémoires, 
qui  se  trouveront  dorénavant  dans  le  Tolume,  en  cours  de  préparation,  des  Œuvres 
mathématifmet  de  Poinsot. 
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tiles  ;  et  les  Œuvres  complètes  de  Poinsot  ne  sauraient  être  dis- 
tinguées de  ses  Œuvres  choisies.  La  révision  sévère  qui  supprime 
tout  ce  qui  est  imparfait  a  été  faite,  à  toute  époque  de  sa  carrière, 
par  le  plus  fin,  le  plus  judicieux  et  le  plus  attentif  des  critiques,  je 
veux  dire  par  Poinsot  lui-même.  Chaque  phrase,  dans  set  Mé- 
moires, était  travaillée  avec  le  même  soin,  chaque  mot  pesé  avec  le 
même  scrupule,  chaque  toiir  adopté  après  une  comparaison  aussi 
minutieuse  que  s'il  se  fikt  agi  de  graver  une  inscription  sur  la  pierre. 
Celui  qui  écrit  ces  pages  a  eu  l'honneur,  plusieurs  fois,  d'assister  i 
la  dernière  correction  d'un  Mémoire  de  Poinsot,  en  lui  donnant 
lecture,  à  haute  voix,  de  la  feuille  sur  laquelle,  après  dix  ou  douie 
voyages  chez  l'imprimeur,  on  avait  encore  a  supprimer  quelques 
mots,  à  ajouter  quelques  virgules.  Sans  demander  qu'on  approuvât 
tout,  Poinsot  répondait  brièvement  aux  objections  que,  bieo 
souvent,  il  avait  prévues,  et,  si  on  lui  proposait  de  remplacer  un 
mot  par  un  autre,  préférable  en  apparence,  presque  toujours  la 
substitution,  examinée  déjà,  avait  été  rejetée  par  de  bonnes  raisons. 
Il  acceptait  pourtant  quelques  changements,  mais  jamais  a  l'im- 
proviste.  Quand  le  mot  ou  la  rédaction  proposés  lui  en  paraissaient 
dignes,  il  les  écrivait  en  marge  pour  les  relire  le  lendemain  et  les 
comparer  à  loisir  au  texte  primitif. 

J'ai  conservé  longtemps,  et  j'aurais  voulu  conserver  toujours, 
les  épreuves  d'un  Mémoire  sur  la  Précession  des  équinoxes,  dont 
il  m'avait  confié  la  première  correction.  Chaque  page  portait  les 
traces  de  ces  minutieux  examens,  dont  l'admiration  et  le  respect 
m'ont  plus  d'une  fois  fait  oublier  l'interminable  longueur. 

Poinsot,  pour  la  langue  mathématique,  était  un  véritable  di- 
lettante^ un  mot  incorrect,  l'cnchainement  illogique  de  deux 
idées  faisaient  éprouver  à  son  esprit  la  même  soulTrance  qu'un 
accord  faux  à  une  oreille  musicale  y  il  pardonnait  les  lapsus  et  les 
signalait  avec  bonne  humeur^  mais  si  l'auteur,  dûment  averti, 
voulait  nier  sa  faute,  ou  y  paraissait  indiflerent,  il  était  condamné 
sans  retour.  «  Où  la  correction  du  langage  est  inconnue,  il  ne  faut 
pas,  disait-il,  introduire  la  Géométrie.  »  Ayant  un  jour  à  examiner, 
comme  membre  du  Conseil  royal  de  l'Instruction  publique,  on 
Traité  nouveau  de  Géométrie,  il  aperçut,  en  l'ouvrant  au  hasard, 
une  proposition  relative  aux  côtés  latéraux  d'un  trapèze  ;  le  Livre 
était  jugé  sur  ce  malencontreux  pléonasme  :  l'auteur  voulut  s'excuser 
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<m  se  défendre,  tout  fut  dît.  Les  écrits  signés  du  même  nom  purent 
parvenir  encore  jusque  sur  la  table  de  Poinsot,  mais  aucun  ne  fut 
ouvert  ;  dès  qu'il  apercevait  la  signature  :  «  Otcz,  disait-il,  ôlez  ;  c'est 
l'homme  aux  c6tés  latéraux  :  nous  ne  pourrions  pas  nous  entendre.  » 
Poinsot  n'était  pas  érudit  ;  les  Mathématiques  lui  doivent  d'ad- 
mirables travaux,  mais  toutes  leurs  branches,    il    s'en  faut  de 
beaucoup,  n'ont  pas  attiré  son  attention.  Par  un  singulier  hasard, 
une  exception,  dont  on  ne  citerait  pas  un  second  exemple,  devait, 
dès  le  début  de  sa  carrière,  le  dispenser  d'une  partie  des  études 
imposées  à  ses  concurrents.  Poinsot  aimait  à  raconter  qu'en  1794? 
élève    de  rhétorique  au  collège  Louis-lc-Grand,  il  aperçut,  par 
hasard,  le  décret  d'oi^anisationde  l'École  Polytechnique  et  l'annonce 
d'un  prochain  concours,  he  programme  d'admission,  quoique  peu 
étendu,  dépassait  de  beaucoup  le  cercle  de  ses  études.   Poinsot 
n'avait  reçu,  jusque-là,  que  quelques  leçons  d'Arithmétique.  Il  se 
procure  un  Bézout,  et,  après  l'avoir  parcouru,  se  sent  la  foree  et  le 
courage    d'affronter,  sans   autre  secours,    toutes   les   parties    de 
l'examen  ;  cependant  le  proviseur,  M.  Champagne,  refuse  formel- 
lement à  un  élève  de  rhétorique  l'autorisation  de  se  faire  interroger 
sur  les  Mathématiques  :  ce  Tu  compromettrais  le  collège,  »  lui  dit-il. 
c  Interrogez-moi,  répondit  Poinsot,  vous  verrez  que  je  suis  pré- 
paré; »  et  il  insistait  d'autant  plus  qu'il  craignait  moins  de  se  voir 
pris  au  mot.  (c  C'est  bon,  c'est  bon,  répondit  en  eifet  M.  Cham- 
pagne, fais  ce  que  tu  voudras,  mais  tu  compromettras  le  collège,  » 
Poinsot  se  présente  donc,  et  est  examiné  par  un  petit  homme,  qu'il 
n'a  jamais  revu  et  dont  il  regrettait  d*avoir  oublié  le  nom.  On 
l'interroge  sur  l'Arithmétique  et  sur  la  Géométrie  ;   grâce  à  son 
Bézout,  il  ne  craignait  rien  sur  ce  terrain  ;  mais  on  passe  à  l'Algèbre  : 
Poinsot  se  tait  un  instant  ;  puis,  au  lieu  de  répondre  :  <c  Monsieur, 
dit-il,  je  ne  sais  pas  l'Algèbre,  mais  je  vous  promets  de  la  savoir 
avant  l'ouverture  de  TEx^ole  aussi  bien  que  la  Géométrie,  que  j'ai 
étudiée  seul.  »  Le  petit  homme  hésite,  lui  adresse,  pour  toute 
réponse,  deux  questions  nouvelles  de  Géométrie,  et  le  renvoie  sans 
exprimer  d'opinion. 

Un  mois  après,  Poinsot,  dans  sa  petite  chambre,  étudiait  l'Algèbre 
de  Bézout,  quand  un  grand  bruit  s'élève  dans  le  corridor  ;  ses  cama- 
rades se  pressaient  a  sa  porte  en  agitant  un  numéro  du  Moniteur  : 
Poinsot  était  reçu  à  l'École  Polytechnique,  et  il  a  conservé  toute  sa 
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vie  de  la  reconnaissance  pour  le  petit  homme  cpi  avait  en  confiance 
dans  sa  promesse. 

L'opposition  de  M.  Champagne  et  les  questions  sor  l'Algâm 
n'étaient  pas  les  seuls  obstacles  heureusement  surmontés  par 
Poinsot.  Une  épreuve  plus  difficile  avait  précédé  l'examen  de  Ma- 
thématiques. Le  proviseur,  en  attestant  sa  bonne  conduite  an  lycée, 
avait  dû  certifier,  en  outre,  son  amour  pour  la  liberté  et  pour 
l'égalité,  et  sa  haine  contre  les  tyrans.  Sans  se  contenter  d'une 
déclaration  uniformément  accordée  à  tous  les  candidats,  il  fut 
décidé  qu'un  examen  au  moral  serait  fait  préalablement  i  tout 
autre,  et,  parmi  quarante  et  un  candidats,  un  citoyen  rec<Hnman- 
dable  par  ses  vertus,  chargé  de  prononcer  sur  leur  civisme,  ne 
trouva  pas  un  seul  admissible. 

ce  La  manifestation  de  patriotisme,  disait  ce  rigide  examinateur, 
a  été,  en  général,  nulle  ;  à  l'exception  du  très-petit  nombre,  ils 
sont  ignorants  et  indifférents.  »  Indifférents  !  tandis  que  les  enfants 
mêmes  balbutient  déjà  les  principes  et  les  hymnes  de  la  liberté  ! 
<(  C'est  en  vain  que  j'ai  tâché,  par  des  questions  brusques  et  im» 
prévues,  et  même  captieuses,  de  suppléer  à  l'insignifiance  des  actes 
qu'ils  ont  produits  ;  presque  tous  m'ont  prouvé,  parleur  ignorance, 
qu'ils  avaient  toujours  été  indiflerents  au  bonheur  de  leurs  sem- 
blables, au  leur  propre,  cl  même  aux  événements.  Je  n'ai  vu,  en 
les  considérant  en  masse,  qu'une  fraction  de  génération  sans 
caractère,  sans  élan  patriotique,  d 

Ce  ridicule  et  vertueux  citoyen  avait  heureusement  dépassé  le 
but  \  ne  pouvant  refuser  tous  les  candidats,  on  leur  fit  jurer  haine 
aux  tyrans,  et  ils  furent  admis  i  concourir. 

Poinsot  ne  fut  pas  tout  d'abord,  on  devait  s'y  attendre,  un  très- 
brillant  élève  de  la  nouvelle  école,  et  son  nom  ne  figure  pas  a  côté 
de  ceux  de  Malus,  de  Francœur  et  de  Biot,  parmi  les  chefs  de 
salle,  nommés  répétiteurs  de  leurs  jeunes  condisciples.  Biot  était 
chef  de  la  salle  de  Poinsot  \  les  deux  futurs  confrères  avaient,  dès 
cette  époque,  peu  de  conformité  dans  l'esprit.  Plus  âgé  que  ses 
camarades  et  plus  instruit  qu'eux,  Biot  accomplissait  sa  tâche  avec 
supériorité.  On  le  considérait  comme  un  maitre  ^  Poinsot,  seul,  loi 
tenait  tête,  lui  refusait  une  aveugle  confiance,  et  finissait  souvent 
par  lui  dire  :  «  Tu  es  trop  savant  pour  moi  ^  la  question  est  simple, 
traite-la  simplement,  ou  je  réserve  mon  opinion.  » 
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Dans  ces  discussions,  Biot,  toujours  entouré  de  livres  et  s'ap- 
puyant  sur  eux,  avait  de  grands  avantages  \  Tesprit  droit  et  attentif 
de  Poinsot  apercevait  parfois,  cependant,  des  vérités  imprévues, 
et,  ces  jours-là,  il  devenait  un  adversaire  fort  incommode.  Il  aimait 
i  raconter  les  détails  d'une  de  ces  luttes  qui,  disait-il,  après 
cinquante  ans,  n'étaient  ni  oubliés  ni  pardonnes.  En  étudiant  une 
surface  réglée,  on  fut  conduit  à  se  demander  si  deux  génératrices 
voisines  se  rencontrent.  «  U  n'en  faut  pas  douter,  dit  Biot  *,  sur  une 
même  surface,  comme  sur  un  môme  plan,  deux  lignes  se  coupent 
toujours  ^  le  contraire  est  un  cas  exceptionnel,  dans  lequel  même  la 
rencontre  subsiste  et  devient  imaginaire.  »  Et  il  alléguait  des  rai- 
sonnements auxquels  Poinsot,  malgré  sa  promesse  consciencieuse- 
ment tenue  d'apprendre  l'Algèbre,  ne  comprenait  absolument  rien. 
Assuré,  par  une  preuve  simple  et  certaine,  que  les  génératrices 
n'avaient  pas  de  points  communs,  il  se  souciait  fort  peu  des  in- 
tersections imaginaires.  Biot,  cependant,  sort  de  la  salle;  on  reçoit, 
en  son  absence,  la  visite  de  M.  Monge  ;  la  question  lui  est  posée, 
et  Monge  explique  la  distinction  des  surfaces  gauches  et  des  surfaces 
développables,  montre  le  caractère  des  unes  et  des  autres,  et  fait 
voir  que  la  surface  en  question  appartient  à  la  classe  des  surfaces 
gauches,  dans  lesquelles  les  génératrices  ne  se  coupent  jamais.  Biot 
revient  peu  de  temps  après,  et  Poinsot  reprend  la  discussion  ;  Biot 
maintient  son  dire  avec  chaleur  -,  on  l'écoute  en  souriant,  et  c'est 
seulement  lorsque,  en  se  levant  pour  donner  plus  de  solennité  à  sa 
déclaration,  il  a  répété  que  les  génératrices  se  coupent  toujours  et 
qu'il  n'y  a  pas  d'exception,  que  Poinsot,  en  prenant  ses  camarades 
à  témoin,  raconte  la  visite  récente  de  Monge  et  sa  déclaration 
formelle,  dont  personne  n'aurait  osé  appeler. 

Poinsot,  en  sortant  de  l'Ecole  Polyteclinique,  fut  admis  à  celle 
des  Ponts  et  Chaussées;  il  y  resta  trois  ans,  mais  sesétudes  techniques 
étaient  négligées  pour  les  Mathématiques  ;  il  y  renonça  et  devint 
professeur  dans  un  lycée  de  Paris. 

Les  premiers  efforts  de  Poinsot  se  tournèrent  vers  la  résolution 
des  équations  algébriques  ;  sur  cette  matière  fort  étendue  et  pleine 
de  questions  épineuses,  il  avait  rencontré  quelques  vérités  im- 
portantes; une  surtout  le  charmait,  il  l'appelait  son  idée  du  Pont- 
Neuf;  c'était  sur  le  Pont-Neuf,  en  effet,  qu'elle  avait  tout  à  coup 
dissipé  dans  son  esprit  des  difficultés  depuis  longtemps  importunes. 
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n  en  espérait  les  plus  brillantes  conséquences,  mais  il  était  prudent, 
et,  quoique  peu  curieux  des  travaux  d'autmi,  il  voulut  y  cherclier 
si  son  idée  était  nouvelle  \  Vandermonde  l'avait  eue  avant  lui,  et 
Lagrange,  Poinsot  l'a  su  plus  tard,  l'avait  eue  avant  Vandermonde. 
Le  désappointement  fut  très-grand,  mais  Poinsot  n*en  fit  part  i 
personne,  et  son  premier  travail  resta  dans  les  cartons. 

L'idée  du  Pont-Neuf,  appliquée  à  l'équation  du  quatrième  degré, 
à  l'occasion  de  laquelle  elle  s'était  présentée,  faisait  voir  sans  aucun 
calcul  que  l'équation  du  vingt-quatrième  degré,  â  laquelle  on  est 
conduit  quand  on  veut  chercher  une  fonction  de  quatre  radnei 
d'une  équation  du  quatrième,  peut  se  résoudre  actuellement  i  l'aide 
de  deux  équations  du  huitième  et  du  troisième  degré,  et  que  ceUe 
du  huitième  doit  se  réduire  elle-même  à  trois  du  second;  le  suooèi 
des  méthodes  proposées  jusque-la  tenait  donc  essentiellement  i  It 
nature  du  nombre  quatre,  qui  permet  de  grouper  d'une  oertaine 
manière  les  vingt-quatre  valeurs  d'une  fonction  quelconque,  on,  ce 
qui  revient  au  même,  les  vingt-quatre  permutations  de  quatre 
lettres,  et  non  point  au  choix  qu'on  fait  de  crertaines  fonctioni 
particulières  des  racines,  qui  offrent  moins  de  valeurs  diflëreotes 
qu'il  n'y  a  de  permutations  ;  il  n'en  est  pas  de  même  dans  l'équatûm 
du  troisième  degré,  où  l'on  a  toujours  à  résoudre  une  équation  da 
troisième  degré  pour  obtenir  les  combinaisons  relatives  a  trois 
permutations  inséparables  ;  mais  par  la  dépendance  semblable  de 
ces  trois  permutations,  qui  font  qu'elles  se  reproduisent  également 
les  unes  par  les  autres,  comme  les  racines  cubiques  de  l'unité,  cette 
équation  n'a  que  la  difficulté  de  Téquation  binôme  du  troisième 
degré.  Dans  le  cas  de  cinq  lettres,  Poinsot  avait  aperçu  que  la  ré- 
solvante du  cent  vingtième  degré,  où  l'on  est  conduit  pour  la  re- 
cherche d'une  fonction  quelconque  des  racines,  n'a  que  la  difficulté 
d'une  équation  particulière  du  sixième  \  mais  celle-ci  a  résisté  à 
tous  les  efforts  des  géomètres.  Poinsot  avait  trouvé,  il  est  vrai,  une 
manière  très-simple  de  la  réduire  au  cinquième  degré  ^  mais  cette 
réduction  même  parait  inutile,  et  le  problème  se  replie  en  quelque 
sorte  sur  lui-même,  sans  qu*on  puisse  voir  s'il  y  aurait  quelqtie 
avantage  à  cette  transformation. 

Les  fortes  réflexions  de  Poinsot  ne  furent  pas  perdues  cependant. 
Grâce  à  son  idée  du  Pont-Neuf,  la  seconde  édition  de  la  Hésotuiion 
des  équations  numériques,  publiée  par  Lagrange  en  1808,  le  Iroau 


ï 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  i3 

mieux  prépare  que  personne  à  en  sonder  toutes  les  profondeurs. 
Le  compte  rendu  qu'il  en  donna  dans  le  Magasin  encyclopédique 
éclairait  le  texte  du  beau  Livre,  et,  sur  plus  d'un  point  même, 
pénétrait  au  delà.  Lagrange  en  fut  vivement  frappé  \  il  avait  montré 
plus  clairement  que  Gauss  les  véritables  principes  de  la  belle  théorie 
de  l'équation  binôme,  et  découvert  le  secret  de  sa  profonde  analyse. 
Poinsot,  les  mettant  dans  un  plus  grand  jour  encore,  sans  sortir  en 
apparence  du  cas  particulier,  donne  ouverture  k  une  importante 
généralisation,  et,  sans  entrer  dans  le  détail  des  réductions,  il  en 
dégage  avec  tant  d'art  le  principe,  pèse  chaque  mot  avec  tant  de 
prudence,  que,  trente-cinq  ans  plus  tard,  devant  l'Académie  des 
Sciences,  M.  Liouville,  discutant  l'histoire  de  cette  difficile  et 
fameuse  théorie,  après  avoir  rapporté  la  démonstration  de  Poinsot 
tout  entière,  a  pu  ajouter,  en  s'inclinant  avec  bonne  grâce  devant 
son  illustre  et  vénérable  confrère  :  «  Pour  m'épargner  la  rédaction, 
que  j'aurais  d'ailleurs  beaucoup  moins  bien  faite,  je  viens  de  co- 
pier le  passage  de  la  Préface  de  M.  Poinsot,  publiée  dès  1808  dans 
le  Magasin  encyclopédique.  M.  Poinsot  avait  spécialement  en  vue 
les  équations  binômes  *,  mais  le  raisonnement  est  général,  et,  pour 
qui  comprend  bien  cette  théorie,  il  devait  l'être  ;  aussi  c'est  le  cas 
de  dire  que  la  démonstration  du  théorème  se  trouvait  d^ay^ance  dans 
l'article  de  M.  Poinsot.  » 

Les  Eléments  de  Statique^  publiés  en  i8o3,  attirèrent  pour  la 
première  fois  l'attention  sur  le  nom  de  Poinsot,  pour  le  tirer 
immédiatement  hors  du  pair.  L'Ouvrage  fut  présenté  à  l'Académie 
des  Sciences,  le  29  brumaire  an  xii,  par  Biot,  qui,  déjà  membre  de 
llnstitut,  était  l'introducteur  naturel  de  son  ancien  camarade  \  le 
Livre,  en  effet,  malgré  son  litre  modeste,  pouvait  intéresser  l'Aca- 
démie des  Sciences  et  instruire  les  plus  habiles  géomètres.  Tout,  en 
effet,  y  était  nouveau  ou  présenté  d'une  manière  nouvelle.  Poullet- 
Delisle,  ancien  camarade  de  Poinsot  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées, 
publiait  aussitôt  dans  le  Magasin  encyclopédique  une  analyse 
détaillée  du  nouvel  Ouvrage^  le  jugement  qui  le  termine  fait 
honneur  à  sa  perspicacité  :  a  On  ne  tardera  pas,  dit-il,  à  le  dis- 
tinguer de  la  foule,  peut-être  aussi  à  le  faire  sortir  du  rang  où  la 
modestie  de  son  titre  le  place.  » 

Le  Mémoire  sur  la  consers^ation  des  moments  et  des  aires,  pré- 
senté dans  la  même  année  à  l'Académie  et  adjoint  aux  éditions  sui- 
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vantes  de  la  Statique,  faisait  mieux  encore  ressortir  les  avantages 
de  la  doctrine  nouvelle,  en  montrant  avec  une  entière  évidence  ce 
qui ,  dans  un  système  soumis  aux  actions  réciproques  de  ses  diverses 
parties,  doit  rester  fixe  et  permanent,  quoi  qu'il  arrive,  et  la  raison 
profonde  des  théorèmes  algébriquement  équivalents,  antérieu- 
rement découverts  et  déjà  célèbres  dans  la  Science. 

Le  Mémoire  sur  l'équilibre  et  le  mouvement  des  systèmes  suivit 
de  près*,  Texamcn  en  fut  renvoyé  à  Lagrange.  Tout,  dans  cette 
OEuvre  nouvelle,  devait  intéresser  l'auteur  de  la  Mécanique  anafy- 
tique,  non  lui  plaire;  on  y  proposait,  en  eflet,  une  route  directe 
pour  atteindre,  sans  aucun  postulatum,  le  but  qu'il  s'était  proposé 
dans  son  bel  Ouvrage.  Quel  que  fut  son  esprit  de  justice,  Lagrange 
devait  aborder  un  tel  examen  avec  quelque  prévention;  c'était  dans 
son  domaine,  en  quelque  sorte,  qu'on  voulait  innover  et  ouvrir  une 
voie  nouvelle.  Le  Mémoire  de  Poinsot  s'imprimait  dans  le  Journal 
de  l'Ecole  Polytechnique;  il  en  porta  les  épreuves  à  Lagrange,  qui, 
dans  des  notes  marginales  renvoyées  peu  de  jours  après,  éleva ^ 
pour  condamner  la  tentative  nouvelle,  les  objections  les  plus  sub- 
tiles. Un  jugement  motivé  et  tombé  de  si  haut  devait  sembler  sans 
appel;  Poinsot,  sans  se  décourager  et  acceptant  la  discussion  sur 
le  terrain  étroit  où  elle  se  présentait,  répondit  sur  les  marges 
mêmes  à  côté  des  critiques  de  Lagrange;  sans  multiplier  le  dis- 
cours, il  y  oppose  phrase  à  phrase,  rend  mot  pour  mot  en  quelque 
sorte,  sans  s'écarter  de  la  politesse  due,  mais  sans  aller  au  delà,  et 
en  homme  qui ,  attentif , à  la  vérité  seule,  ne  prétend  s'incliner  que 
devant  des  arguments  décisifs.  La  réplique  fut  immédiatement  ren- 
voyée, et  le  lendemain  de  bonne  heure,  en  sortant  de  sa  classe, 
Poinsot,  un  peu  ému  peut-être,  se  présentait  chez  l'auteur  de  la 
Mécanique  analytique,  La  conversation  fut  longue,  et  Lagrange,  il 
faut  le  croire,  n'en  conserva  pas  mauvais  souvenir,  car  moins  d'un 
an  après  il  faisait  prier  Poinsot  de  venir  le  voir,  ce  J'ai  appris,  lui 
dit-il,  qu'on  allait  créer  des  inspecteurs  généraux  de  l'Université, 
et  j'ai  écrit  aussitôt  à  M.  de  Fontanes  que  vous  deviez  en  être  ;  il 
résistera  peut-être,  mais,  s'il  le  faut,  j'irai  trouver  l'Empereur,  qui 
ne  me  refusera  pas.  » 

C'est  ainsi  que  Poinsot  devint ,  à  l'âge  de  vingt-neuf  ans,  inspec- 
teur général  de  l'Université.  La  discussion  forte  et  subtile  qui  lui 
valut  la  protection  de  Lagrange  suffirait  pour  donner  un  intérêt 
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véritable  à  l'édition  nouvelle  ;  les  critiques  autographes  de  Lagrange 
et  les  réponses  de  Poinsot  existent  à  la  bibliothèque  de  l'Institut  ; 
M.  Gauthier- Villars  ne  manquera  pas  de  les  reproduire. 

Heureux  de  la  position  acquise  par  son  ancien  élève,  le  pro- 
riseur  de  Louis-le-Grand  y  vit  un  succès  pour  son  lycée.  «  Je  sa- 
vais bien,  lui  dit-il,  que  tu  nous  ferais  honneur.  »  Poinsot,  charmé 
loi-méme  de  Tempressemcnt  de  son  ancien  maître,  se  souvint  aus- 
dtôt  qu'une  exclamation  bien  différente  avait  accompagné  leur  der- 
nière entrevue;  il  se  garda  bien  d'en  évoquer  le  souvenir,  mais  il 
ûmait  à  le  rappeler  plus  tard,  en  racontant  les  deux  apostrophes 
ie  M.  Champagne. 

Le  premier  Rapport  de  Poinsot  sur  l'Université  montre,  en 
même  temps  que  son  zèle,  la  fermeté  de  son  esprit  égale  à  celle  de 
son  style  ;  attentif  à  juger  l'œuvre  nouvelle,  il  est  peu  soucieux  de 
la  louer.  Après  une  exacte  information  et  un  sérieux  examen,  il 
veut  dire  toute  la  vérité  sans  ménagement  pour  aucun  système, 
sans  complaisance  pour  aucune  illusion. 

ce  On  attend  beaucoup  de  cette  grande  institution ,  osait-il  dire 
en  parlant  de  l'Université,  et  il  importe  qu'elle  soutienne  ces  espé- 
rances par  un  esprit  libéral  et  bien  connu;  mais  on  lui  demande 
bien  des  choses  qu'elle  ne  peut  faire  que  d'une  manière  insensible. 
On  est  d'abord  étonné  que  l'état  de  l'enseignement  soit  à  peu  près 
le  même  qu'avant  la  création  de  l'Université,  et  cependant  le  con- 
traire aurait  eu  droit  d'étonner  bien  davantage.  En  effet,  presque 
tous  les  professeurs  et  les  fonctionnaires  sont  encore  les  mêmes; 
l'organisation  nouvelle  les  a  bien  plutôt  agités  que  perfectionnés, 
et  l'instruction  publique,  sous  ce  rapport ,  n'a  pu  recevoir  d'amé- 
lioration considérable.  » 

Passant  en  revue  les  diverses  parties  de  l'enseignement,  il  signa- 
lait la  faiblesse  des  études  mathématiques,  n  Une  autre  remarque 
bien  singulière,  parce  qu'elle  porte  sur  un  fait  qui  est  loin  de 
l'opinion  commune,  c'est  que  l'enseignement  des  langues' anciennes 
est  meilleur  que  celui  des  Mathématiques  ;  mais  la  raison  en  est 
aussi  simple  que  la  précédente  :  nous  n'avons  guère  que  d'anciens 
professeurs  ;  or,  dans  les  Lettres ,  les  anciens  sont  encore  les  meil- 
leurs, mais,  dans  les  Sciences,  ce  sont  les  plus  faibles.  Comme 
l'École  Polytechnique  a  jeté  beaucoup  d'éclat,  et  qu'on  en  a  vu  sortir 
(jnelques  élèves  pour  entrer  dans  la  carrière  de  l'instruction  pu- 
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bliqae,  on  a  cru  que  renseignement  des  Sciences  exactes  n*aTait 
jamais  été  porté  plus  haut;  mais,  si  l'on  excepte  Paris  et  quelques 
yiUes  principales,  nulle  part  renseignement  n*est  au  niveau  des 
connaissances  actuelles^  je  yeux  dire  que  celui  des  lycées  et  des 
collèges  est  trop  faible  pour  y  conduire. 

ce  L'enseignement  des  Sciences  physiques  est  encore  inférieur  i 
celui  des  Mathématiques^  le  petit  nombre  de  ceux  qui  entendent  ua 
peu  la  Science  vient  des  anciennes  Écoles  normales,  qui  n'ont  ca, 
comme  on  sait,  que  quelques  mois  d'existence ^  l'École  Polytech- 
nique n'en  a  pas  fourni  un  seul.  » 

Les  Lettres  et  les  Sciences  doivent  se  prêter  un  mutuel  appaî; 
mais,  pour  se  rencontrer,  elles  ne  doivent  ni  quitter  leur  route,» 
sortir  de  leurs  limites,  ce  Si  l'enseignement  des  Lettres,  dit  PoinsoCi 
est,  en  général,  le  meilleur,  il  est  encore  loin  d'être  bon,  et,  pour 
ne  point  négliger  ici  quelques  détails  importants,  nous  obserrerau 
que  les  professeurs  ne  s'appliquent  point  assez,  dans  les  premièici 
classes  de  granmiaire  et  d'humanités,  à  la  décomposition  si  utile  de 
presque  tous  les  mots,  à  la  distinction  continuelle  de  leur  teas 
propre  et  de  leur  sens  figuré^  ils  négligent  trop  de  remarquer  œox 
qui  font  image,  d'expliquer  nettement  la  pensée  de  l'auteor, de 
dire  à  quoi  il  fait  allusion,  d'ajouter  en  passant  l'historique  néces- 
saire qui  éclaircirait  le  texte  sous  le  rapport  des  choses,  des  tenqpi 
et  des  personnes^  on  peut  remarquer  d'ailleurs  que  les  livres  recom- 
mandés pour  chaque  classe  sont  beaucoup  trop  multipliés  :  le  miitie 
qui,  dans  l'année,  a  expliqué  le  plus  d'auteurs  croit  être  celai  qui 
a  le  mieux  travaillé  ;  tandis  qu'une  seule  page  bien  étudiée,  biea 
éclaircie  jusque  dans  les  plus  petits  détails,  instruit  mieux  quon 
volume  de  cette  explication  vulgaire,  où  Ton  se  contente  de  tourner 
en  français  ce  qui  est  en  grec  ou  en  latin.  Plus  on  réfléchit  sur 
l'objet  des  premières  études,  plus  on  se  rend  compte  i  soi-même  de 
la  manière  dont  on  a  pu  s'instruire,  et  plus  on  sent  que  la  mcO- 
leure  et  la  seule  bonne  étude  est  celle  où  l'esprit  s'exerce  sur  une 
matière  de  peu  d'étendue,  mais  qui  sert  comme  de  fonds  a  une  fook 
d'idées  qu'un  professeur  habile  doit  y  montrer,  et  qu'un  bon  âè%t 
ne  manque  pas  de  retenir  et  de  s'approprier.  D'ailleurs  le  nombre 
des  tours  et  des  formes  du  langage  n'est  pas  si  grand  qu'on  pourrait 
le  croire.  Celui  des  idées  mères  est  assez  borné)  après  quelques 
lectures  profondes,  on  ne  voit  jdus  que  des  nuances,  et  voila  cqb- 
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ment  un  seul  livre  bien  ëtudië  vous  donne  le  secret  de  tous  les 
autres.  Timeo  hominem  unius  libri.  » 

Poinsot  n'omet  pas  les  études  philosophiques^  elles  n'étaient  pas 
brillantes  en  1808.  «  Quant  à  cette  dernière  étude  qu'on  vient  d'in- 
troduire dans  les  lycées,  il  faut  convenir  qu'elle  est  vague  et  sans 
objet  précis  dans  l'état  actuel  de  la  société  ^  aussi  la  plupart  des  pro- 
fesseurs ne  savent-ils  pas  trop  bien  sur  quoi  doivent  rouler  leurs 
leçons.  Ceux  qui  renouvellent  tout  uniment  l'ancienne  philosophie 
font  véritablement  peine  à  entendre;  ce  cours  n'est  plus  suppor- 
table; malheureusement  ce  n'est  point  une  année  perdue,  c'est  une 
année  nuisible  à  leurs  études  précédentes  et  à  celles  qui  doivent 
suivre.  » 

L'esprit  mathématique  était ,  pour  Poinsot ,  l'appui  le  plus  puis- 
sant de  la  raison  humaine.  Comment ,  malgré  la  longueur  de  ces 
citations,  refuser  place  au  passage  dans  lequel,  cette  conviction  con- 
duisant sa  plume  en  quelque  sorte  sans  qu'il  puisse  la  retenir,  on 
voit  Poinsot  s'épancher  et  se  révéler  tout  entier,  et  aujourd'hui  en- 
core nous  donner  d'utiles  leçons  ? 

a  Par  les  dispositions  du  règlement  général ,  il  paraîtrait ,  dit-il , 
qu'on  a  regardé  l'étude  des  Mathématiques  comme  ctccessoire,  tan- 
dis que  tout ,  autour  de  nous ,  exige  qu'elle  soit  considérée  comme 
fondamentale  aussi  bien  que  l'étude  des  langues  anciennes  ;  la  Géo- 
métrie est  la  base  de  toutes  les  Sciences,  comme  la  grammaire  et  les 
humanités  la  base  de  toute  littérature.  Cela  est  reconnu  de  tout  le 
monde;  mais  ce  qui  n'est  pas  moins  démontré  pour  nous,  c'est  que 
les  deux  études  s'éclairent  encore  et  se  fortifient  mutuellement.  Ceux 
qui  ne  voient  dans  les  Mathématiques  que  leur  utilité  d'application 
ordinaire  en  ont  une  idée  bien  imparfaite  ;  ce  serait  en  vérité  ac- 
quérir bien  peu  de  chose  à  grands  frais;  car,  excepté  les  savants  et 
quelques  artistes,  je  ne  vois  guère  personne  qui  ait  besoin  de  la 
Géométrie  ou  de  l'Algèbre  une  fois  dans  sa  vie.  Ce  ne  sont  donc  ni 
les  théories,  ni  les  procédés,  ni  les  calculs  en  eux-mêmes  qui  sont 
véritablement  utiles,  c'est  leur  admirable  enchaînement,  c'est 
l'exercice  qu'ils  donnent  à  l'esprit,  c'est  la  bonne  et  fine  logique 
qu'ils  y  introduisent  pour  toujours.  Les  Mathématiques  jouissent 
de  ce  privilège  inappréciable  et  sans  lequel  il  serait  le  plus  sou- 
vent superflu  de  les  étudier,  c'est  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de 
les   savoir  actuellement   pour   en   ressentir  les    avantages,   mais 
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qu'il  suffit  de  les  avoir  bien  sues.  Toutes  les  opérations,  tontes 
les  théories  qu'elles  nous  enseignent  peuvent  sortir  de  la  mé- 
moire ,  mais  la  justesse  et  la  force  qu'elles  impriment  â  nos  rai- 
sonnements restent  \  l'esprit  des  Mathématiques  demeure  comme  un 
flambeau  qui  nous  guide  au  milieu  de  nos  lectures  et  de  nos  recher- 
ches. C'est  lui  qui,  dissipant  la  foule  oiseuse  des  idées  étrangères, 
nous  découvre  si  promptement  l'erreur  et  la  vérité;  c'est  par  là  que 
les  esprits  attentifs,  dans  les  discussions  les  plus  irrégulières,  re- 
viennent sans  cesse  à  l'objet  principal  qu'ils  ne  perdent  jamais  de 
vue;  c'est  ainsi  qu'ils  abrègent  et  le  temps  et  l'ennui,  recueillent 
sans  peine  le  fruit  précieux  des  bons  Ouvrages,  et  traversent  ces 
vains  et  nombreux  volumes  où  se  perdent  les  esprits  vulgaires.  Si 
les  Mathématiques  ont  trouvé  beaucoup  de  détracteurs ,  c'est  que 
leur  lumière  importune  détruisait  tous  les  vains  systèmes  où  se 
complaisent  les  esprits  faux;  c'est  que,  si  les  Mathématiques  ces^ 
saient  d'être  la  vérité  même,  une  foule  d'Ouvrages  ridicules  devien-> 
draient  très-sérieux,  plusieurs  même  commenceraient  d'être  su- 
blimes ;  mais  il  était  bien  naturel  que  les  esprits  supérieurs  et  les 
meilleurs  écrivains  ne  parlassent  des  Sciences  exactes  qu'avec  une* 
sorte  d'admiration  ;  les  grands  hommes,  dans  quelque  genre  que  ce 
soit,  ne  ravalent  jamais  les  grandes  choses,  ils  lâchent  de  s'y  élever.  » 

La  situation  nouvelle  de  Poinsot  favorisa  ses  travaux;  peu  sou- 
cieux d'étudier  les  livres,  il  aimait  k  suivre  ses  propres  idées.  II u 
excellent  Mémoire  sur  la  théorie  des  polyèdres  fut  le  fruit  de  ses 
méditations,  et  la  découverte  de  quatre  nouveaux  polyèdres  régu- 
liers le  plaça  à  un  rang  élevé  dans  Tcstime  des  amis  de  la  Géo- 
métrie pure. 

Legcudre,  dans  sa  Géométrie,  avait  démontré  qu'il  ne  peut 
exister  que  cinq  polyèdres  réguliers;  la  découverte  de  Poinsot,  in- 
génieusement liée  aux  points  les  plus  im]^)ortants  de  la  théorie  des 
équations,  lui  inspira  une  grande  estime  poiu*  le  jeune  inventeur. 
L*idée  des  polygones  et  des  polyèdres  réguliers  étoiles  fut  tenue 
pour  originale  et  entièrement  neuve  par  les  géomètres  les  plus 
éininents;  une  plus  exacte  recherche  leur  aurait  montré  cepc^udant 
son  origine  très-ancienne  dans  la  Science.  L'érudition  de  M.  Chasles 
a  éclaîrci  ce  point.  Kepler,  avant  Poinsot,  avait  exposé  et  appro- 
fondi quelques  points  importants  de  la  doctrine  nouvelle  :  «  La 
théorie  fut  combattue,  il  est  vrai,  par  un  auteur  du  xvii*  siècle, 
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Jean  Broscius,  dans  un  Ouvrage  intitulé  :  Apologia  pro  Aristotele 
et  Euclide  contra  P.  Ramwn  et  alios,  Dantzig,  1602.  Elle  n'avait 
rien  à  redouter  d'aucune  attaque,  qui  n'aurait  du  servir  même 
qu'à  la  propager  et  à  en  répandre  la  connaissance.  Cependant,  par 
un  hasard  singulier,  cet  Ouvrage  de  Broscius  est  peut-être  le  der- 
nier qui  ait  traité  de  ces  polygones,  qui ,  depuis,  sont  tombés  entiè- 
rement dans  l'oubli ,  et  qui  n'ont  même  réveillé  aucun  souvenir  au 
commencement  de  ce  siècle  quand  M.  Poinsot  les  a  créés  et  remis 
sur  la  scène.  »  Telle  est  la  conclusion  du  récit  dans  lequel 
M.  Chasles,  en  i836,  restitue  à  Kepler,  dans  l'invention  des  poly- 
gones et  des  polyèdres  étoiles ,  une  part  considérable  et  très-légiti- 
mement méritée.  Poinsot  attachait  une  grande  importance  à  une 
découverte  justement  admirée  et  qui  lui  avait  coûté  d'immenses 
efforts  d'attention.  Après  dLWOirXnVji perçu  historique,  il  alla  cher- 
cher l'Ouvrage  de  Kepler,  vérifia  les  citations  et  l'exactitude  des 
appréciations^  et,  quand  il  reçut  la  visite  de  M.  Chasles,  il  se  dé- 
clara convaincu.  Jamais,  depuis,  il  n'a  laissé  croire  qu'une  vérité 
désagréable,  dite  simplement,  sans  hostilité  comme  sans  com- 
plaisance, ait  altéré,  même  pour  un  instant,  les  sentiments  d'affec- 
tueuse estime  qu'après  comme  avant  la  publication  de  son  Livre 
il  lui  a  témoignés  en  toute  circonstance. 

Quand  Poinsot  succéda  à  Lagrange  dans  la  section  de  Géométrie 
de  l'Académie  des  Sciences,  Ampère  et  Cauchy  étaient  ses  concur- 
rents. La  distinction  des  travaux  de  Poinsot,  non  moins  que  la  sa- 
gacité merveilleuse  de  son  esprit,  permettait  de  le  préférer  sans 
injustice;  on  ne  doit  pas  oublier  d'ailleurs  que  Cauchy  sortait  à 
peine  de  l'Ecole  Polytechnique,  et  que,  dans  ses  premiers  et  très- 
beaux  Mémoires,  nul  ne  pouvait  deviner  cette  fécondité  singulière 
ni  apercevoir  cette  source  de  belles  découvertes  qui ,  pendant  cin- 
quante ans,  ne  devait  pas  tarir.  Quant  à  Ampère,  c'est  dix  ans  plus 
tard  qu'il  devait  créer  l'Électrodynamique,  et  ses  travaux  mathé- 
matiques, tout  en  le  classant  parmi  les  géomètres  habiles  de  son 
époque,  ne  pouvaient  révéler,  même  aux  plus  perspicaces,  le  génie 
incomparable  devant  lequel  tous ,  sans  exception,  auraient  du  plus 
tard  s'incliner. 

Poinsot,  en  entrant  à  l'Académie  des  Sciences,  réunissait  depuis 
quatre  ans  déjà,  aux  fonctions  d*inspecteur  général,  celles  de  pro- 
fesseur à  l'Ecole  Polytechnique.  Il  a  laissé  dans  l'esprit  de  ses  au- 

2. 
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diteurs  le  souvenir  d'un  maître  inimitable.  Un  de  ses  anciens  élèves, 
excellent  juge,  mais  fort  enclin  à  la  critique,  assistait  un  jour  à  la 
première  leçon  d'un  jeune  professeur  dont  il  voulut  bien  se  montrer 
satisfait.  En  lui  accordant  des  louanges  précieuses  et  fort  rares  dans 
sa  bouche,  il  commença  ainsi  :  «  Je  ne  dirai  pas  que  j'aie  cru  en- 
tendre une  leçon  de  Poinsot.  »  L'enseignement  de  Poinsot,  par  sa 
perfection  même,  était  pour  lui  une  préoccupation  et  une  fatigue^ 
désireux  bien  souvent  de  se  recueillir  la  veille  d'une  leçon,  il  fermait 
rigoureusement  sa  porte  ]  ses  méditations  n'avaient  nullement  pour 
but  quelque  application  ingénieuse,  quelque  généralisation  nouvelle 
ou  quelque  démonstration  simpli6ée.  Les  idées  qu'il  roulait  dans  sa 
tète  lui  étaient  dès  longtemps  familières^  il  ne  voulait  rien  ajouter 
au  fonds  ^  mais,  désireux  d'éclairer  et  de  fortifier  l'esprit  bien  plus 
que  de  l'instruire,  il  cherchait,  pour  présenter  la  vive  image  des 
choses,  le  tour  le  plus  aisé,  la  forme  la  plus  saisissante  et  le  plus 
rapide  enchaînement.  Il  se  retira  en  1817  et  fut  remplacé  par  Cau- 
chy.  On  peut  difficilement  imaginer  un  contraste  plus  complet. 
Quoique  la  grande  majorité  des  élèves  regrettât  Poinsot ,  les  avis 
furent  cependant  partagés.  «  Poinsot  ne  nous  enseignait  rien  », 
disaient  les  admirateurs  du  nouveau  cours.  —  (c  Cauchy  les  dégoû- 
tera à  jamais  de  la  Science  »,  disait  Poinsot  lui-même,  qui  ne  ca- 
chait guère  son  opinion,  et  tous  avaient  tort.  Poinsot,  il  est  vrai, 
disait  fort  peu  de  chose  dans  une  leçon,  mais  il  le  disait  si  bien! 
Cauchy,  s'échappant  sans  cesse  hors  des  bornes,  n'était  compris  que 
par  quelques  élèves  d'élite^  mais  ceux-là  le  trouvaient  admirable, 
et  les  autres  regrettaient,  sans  accuser  leur  maître,  de  ne  pouvoir 
le  suivre  aussi  loin. 

L'inspection  générale  fut  enlevée  à  Poinsot  lors  de  l'avènement 
de  Charles  X^  une  ordonnance  du  22  septembre  i8a4  l'effaça  du 
tableau  des  inspecteurs  généraux.  «  On  me  fait  sortir,  écrit-il  dans 
une  lettre  digne  et  modérée,  sans  avertissement,  sans  motif,  sans 
nul  égard,  d'une  place  où  le  fonctionnaire  est  naturellement  regardé 
comme  inamovible  et  d'où  il  ne  devrait  être  exclu  que  par  un 
procès  ou  un  jugement*,  je  suis  ainsi  dépouillé  de  mon  titre  et  de 
mes  droits  acquis,  et  blessé  dans  ce  que  j'ai  de  plus  cher.  »  —  ce  Ma 
conduite  et  mes  sentiments,  disait-il  avec  une  juste  fierté  dans  la 
même  lettre,  adressée  au  duc  d'Angoulême,  ont  toujours  été  irré- 
prochables, et  ma  vie  est  aussi  innocente  que  mes  Ouvrages.  » 
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Depuis  quatre  ans  déjà,  Poinsot  pouvait  craindre  le  coup  qui  le 
frappait,  sinon  le  prévoir.  En  i8ao,  après  la  mort  de  Delambre,  il 
avait  sollicité  une  place  au  Conseil  royal,  et  la  préférence  accordée 
i  Poisson  Tavait  vivement  froissé  ^  non-seulement  les  relations  avec 
celui  qui  devenait  son  chef  direct  n'étaient  pas  amicales,  mais  leurs 
communes  études,  loin  de  les  rapprocher,  les  mettaient  en  désaccord 
sur  tous  les  points.  Poinsot  ne  se  montrait  ni  opposant  ni  dévoué 
au  Gouvernement^  sans  cherchera  ménager  la  faveur  de  personne, 
il  louait  volontiers  ce  qui  lui  semblait  bon,  en  évitant  en  homme  de 
goût,  non  par  esprit  d'hostilité,  d'exprimer  bruyamment  un  en- 
thousiasme qu'il  n'éprouvait  guère.  On  exigeait  davantage  alors, 
mais  Poinsot  voulait  ignorer  Tart  de  s'accommoder  au  changement 
des  temps  et  des  affaires  ^  ses  rapports,  toujours  rédigés  dans  le  même 
esprit  de  justice  impartiale,  laissaient  percer  l'ironie  sous  le  bon 
sens.  LfC  représentant  des  études  philosophiques  au  Conseil  royal 
de  1819  fut,  sans  doute,  scandalisé  en  lisant  dans  le  rapport  sur 
l'Académie  de  Besançon  :  a  M.  l'abbé  Astier  professe  une  vieille 
philosophie  de  séminaire  qui  n'est  guère  au  niveau  des  connais- 
sances actuelles.  »  Pourquoi  chercher  davantage?  De  tels  juge- 
ments, produits  à  cette  époque  dans  un  rapport  officiel,  étaient  plus 
redoutables  que  l'inimitié  de  Poisson^  c'est  à  elle  cependant  que 
Poinsot  attribua  sa  disgrâce,  quoiqu'il  se  soit  borné  sans  doute  à 
refuser  l'appui  qu'il  devait  à  un  fonctionnaire  irréprochable,  à  un 
confrère,  à  un  géomètre  éminent,  à  un  ancien  compétiteur,  enfin, 
frappé  contre  toute  justice,  et  qui,  seize  ans  plus  tard,  devait  devenir 
son  successeur. 

Les  travaux  de  Poinsot  sur  la  Dynamique  des  corps  solides  sont 
l'œuvre  capitale  de  son  âge  mûr  ^  corollaires  de  la  théorie  des  cou- 
ples, ils  confirment  les  vues  de  sa  jeunesse  en  en  prouvant  la  fécon- 
dité. La  Tliéorie  nouvelle  de  la  rotaUon  des  corps,  celle  des  cônes 
roulants  et  la  théorie  de  la  Précession  des  équinoxes  sont  l'exemple 
le  plus  achevé  de  la  manière  de  Poinsot  et,  je  ne  crains  pas  de  l'af- 
firmer, de  la  perfection  de  la  forme  dans  une  oeuvre  mathématique. 
Les  travaux  d'Euler  et  de  Lagrange  avaient  épuisé,  dans  l'opinion 
des  géomètres,  le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  libre*,  la  sim- 
plicité des  équations  ne  laissait  désirer  aucun  progrès  ^  leur  inté- 
gration était  faite  avec  un  succès  complet,  et  donnait  explicitement 
les  formules  définitives  sur  lesquelles  l'Analyse  s'arrêtait  satisfaite. 
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Poinsot  ne  veut  rien  emprunter  à  ces  formules  générales  que  l'on 
vantait  depuis  un  demi-siècle  comme  renfermant  la  science  tout 
entière.  Sans  contester  leur  rigoureuse  exactitude,  il  trouve  leurs 
conséquences  illusoires;  il  ne  craint  pas  de  le  dire  dans  des  termes 
vifs  et  saisissants,  «r  Euler  et  d'Alembert,  à  peu  près  dans  le  même 
temps  et  par  des  méthodes  différentes,  ont  les  premiers  résolu  cette 
importante  et  difficile  question  de  la  Mécanique,  et  l'on  sait  que, 
depuis,  l'illustre  Lagrangea  repris  de  nouveau  ce  fameux  problème 
pour  l'approfondir  et  le  développer  i  sa  manière,  je  veux  dire  par 
une  suite  de  formules  et  de  transformations  analytiques  qui  pré- 
sentent beaucoup  d'ordre  et  de  symétrie;  mais  il  faut  convenir  que, 
dans  toutes  ces  solutions,  on  ne  voit  guère  que  des  calculs  sans 
aucune  image  nette  de  la  rolatîon  des  corps.  On  peut  bien,  par  des 
calculs  plus  ou  moins  longs  et  compliqués,  parvenir  a  déterminer 
le  lieu  où  se  trouve  le  corps  au  bout  d'un  temps  donné,  mais  on  ne 
voit  pas  du  tout  comment  le  corps  y  arrive,  on  le  perd  entièrement 
de  vue,  tandis  qu'on  voudrait  l'observer  et  le  suivre,  pour  ainsi  dire, 
des  yeux  pendant  tout  le  cours  de  sa  rotation;  or  c'est  cette  idée 
claire  du  mouvement  de  rotation  que  j'ai  tâché  de  découvrir, 
afin  de  mettre  sous  les  yeux  ce  que  personne  ne  s'était  représenlé.  » 

Poinsot  avait  prévu  des  contradictions  :  <k  II  est  bien  clair,  dit-il, 
que  rien  ne  serait  plus  aisé  que  de  retrouver  nos  idées  dans  les  ex- 
pressions analytiques  d^Euler  et  de  Lagrange,  et  même  de  les  en 
dégager  avec  un  air  de  facilité  qui  ferait  croire  que  ces  formules 
devaient  les  produire  spontanément.  Cependant,  comme  ces  idées 
ont  échappé  jusqu*ici  à  tant  de  géomètres,  qui  ont  transformé  ces 
formules  de  tant  de  manières,  il  faut  convenir  que  cette  analyse  ne 
les  donnait  point,  puisque,  pour  les  y  voir,  il  aura  fadlu  attendre 
qu*un  autre  y  par\ienne  par  une  voie  fort  différente.  » 

Des  contradicteurs  très-convaincus,  insensibles  à  la  perfection  de 
ce  petit  chef-d'œuvre,  affectèrent  de  n*y  voir  aucun  progrès  solide 
et  sérieux,  et  lui  ont  même  refusé  le  mérite  de  la  difBcuhé  vaincue. 
Poinsot,  pour  toute  réponse,  continua  ses  travaux,  et,  passant  aux 
applications,  donna  d*abord,  dans  sa  théorie  des  cAnes  roulants,  une 
image  géométrique  de  la  précession  des  équinoxes  rigoureusement 
obtenue  par  des  forces  nettement  définies  et  dragées  de  toutes  les 
perturbations  qui  en  altèrent  la  pureté,  et  qui  étaient,  aux  yeux  de 
Péinsot,  des  acddcnts  étrangers  à  l'essence  du  phénomène.  U  aborda 
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enfin  le  problème  de  la  Mécanique  céleste,  et  voulut  conduire  son 
étude  jusqu'aux  calculs  numériques,  sans  s*écartcr  jamais  de  la  sim- 
plicité qu'il  aimait  et  de  la  rigueur  absolue,  sans  laquelle  il  n'était  pas 
de  Géométrie  à  ses  yeux.  Pour  traiter  mathématiquement  des  corps 
solides,  il  fallait  tout  d'abord,  suivant  lui,  qu'on  voulut  bien  en  ac- 
cepter une  définition  mathématique.  «  Ma  canne,  disait-il  souvent, 
n'est  pas  un  corps  solide;  non-seulement  elle  peut  rompre,  mais 
elle  plie,  ce  qui  est  cent  fois  pis.  Deux  molécules  d'un  corps  solide 
sont  placées  par  la  rigidité  k  distance  invariable  l'une  de  l'autre  ; 
nulle  force  n'est  capable  de  les  écarter  ou  de  les  rapprocher,  nulle 
influence  ne  peut  les  faire  vibrer.  Les  corps  élastiques  ou  ductiles 
ne  sont  pas  des  solides;  leur  définition  grossière  ne  peut  s'exprimer 
par  des  équations  ;  elle  est  incompatible  avec  la  pureté  géométrique. 
Le  vrai  géomètre  doit  s'établir  solidement  sur  un  terrain  inébran- 
lable et  ne  pas  heurter  ses  instruments  délicats  à  une  réalité  confuse 
et  mal  définie,  qui  se  dérobe  et  se  dissipe  quand  on  veut  la  serrer  de 
près.  » 

Telle  est  la  voie  absoliunent  exclusive  dont  Poinsot  n'a  jamais 
voulu  sortir;  lui  seul  peut-être  pouvait  dire  aux  savants  les  plus 
illustres  de  son  époque  :  «  Je  vous  ignore  »,  et  marcher  auprès  d'eux 
en  restant  leur  égal.  U  a  vu  naître  les  plus  grandes  découvertes  du 
siècle  et  les  a  tenues  dans  l'indifTérence  ;  ni  la  théorie  de  ondes  lu- 
mineuses, ni  celle  de  la  polarisation,  ni  l'électricité  dynamique,  ni 
la  théorie  mathématique  de  la  chaleur,  ni  celle  de  l'élasticité,  ni  les 
propriétés  des  fonctions  imaginaires  et  des  fonctions  doublement 
périodiques  n'ont  pu,  même  pour  un  jour,  captiver  son  attention 
Curieux  de  la  théorie  des  corj^s  solides,    il  la  séparait  entièrem 
de  celle  des  corps  élastiques;  ni  Navier,  ni  Poisson,  ni  Cau«^* 
Lamé,  pour  lequel  il  eut  toujours  une  si  haute  estime,  n'r 
à  lui  faire  discuter  leurs  principes.   «  Us  parlent  de  prr 
ques,  disait-il  avec  répugnance  ;  cela  n'est  pas  pur,  u^ 
toujours  normale  )>;  et,  éloignant  de  son  esprit  cet' 
locution  importunes,  il  reposait  aussitôt  sa  vue  sr 
tement,  c'est-à-dire  absolument  rigides,  ettcrr 
géométriques  d'un  poli  tellement  parfait,  q^ 
en  parler.  Un  poli  imparfait,  une  surface 
vous  par  là,  je  vous  prie,  en  tant  que  gé- 

On  aurait  tort  de  conclure  que  Poir 
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Ponts  et  Chaussées,  s'était  rendu  justice,  et  que  son  esprit,  désarmé 
en  présence  de  la  réalité,  était  impropre  aux  travaux  d'ingénieur. 
Plus  d'un  ancien  camarade  lui  a  demandé  conseil;  plus  d'un  a  re- 
gretté de  n'avoir  pas  écouté  ses  avertissements.  Poinsot  n'ignorait 
nullement  les  qualités  physiques  des  corps,  il  n'aurait  pour  beau- 
coup rien  voulu  y  changer,  et,  s'il  les  excluait  de  la  Géométrie,  c'est 
qu'il  n'était  géomètre  qu'à  ses  heures. 

Les  écrits  de  Poinsot  deviendront-ils,  resteront-ils  classiques? 
Pourra-t-on,  devra-t-on  leur  demander  à  jamais  des  règles  et  des 
exemples  en  les  imposant  pour  guides  et  les  offrant  pour  modèles  a 
tous?  Je  n'oserais  l'aiBrmer;  la  science,  en  s' accroissant,  pourra 
s'éloigner  par  des  voies  imprévues  et  nouvelles  du  cercle  restreint 
dont  Poinsot  avait  fait  son  domaine  *,  mais  les  esprits  subtils  et  cu- 
rieux y  trouveront  à  jamais,  quoi  qu'il  arrive,  quelques-uns  de  ces 
rares  mérites  de  solidité  élégante  qui  font  les  écrits  immortels.  Et 
si,  dans  un  lointain  avenir,  quelque  lecteur  judicieux  et  délicat,  les 
rencontrant  à  l'improviste,  cherche,  tout  en  les  admirant,  à  deviner 
en  quel  siècle  ils  ont  pris  naissance,  il  aura  peine  à  supposer  que 
les  Eléments  de  Statique,  la  Tliéorie  nouvelle  de  la  rotation  et  le 
Mémoire  sur  la  précession  des  équinoxes,  soient  écrits  par  un  con- 
temporain de  Lagrange,  de  Laplace  et  de  Cauchy.  Très-éloigné  de 
subir  l'influence  de  son  époque,  Poinsot  n'a  pris  modèle,  en  effet, 
sur  auctin  maître,  n'a  été  imité  par  auctin  disciple  \  sa  manière  ne 
saurait  appartenir  ni  à  un  siècle  ni  à  une  école  :  elle  est  individuelle 
comme  celle  de  Pascal,  à  laquelle  elle  ressemble  plus  qu'à  aucune 
autre,  parce  que  peut-être,  en  différant,  sur  plus  d'un  point,  de 
l'auteur  des  Pensées,  Poinsot,  de  même  que  Pascal,  était  un  délicat 
et  vigoureux  esprit  plus  encore  qu'un  grand  géomètre. 

J.  Bertrakd. 


IIÉRAY  (Ch.),  ancien  élève  de  l'École  Normale,  professeur  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Dijon.  —  Nouveau  Précis  d' Analyse  iNnNrrisnuLi.  —  Paris, 
F.  Savy,  libraire-éditeur,  a4,  rue  Hautefeuille;  187a. 

L'Ouvrage  que  vient  de  publier  M.  Méray  est  la  solution  élé- 
gante d'une  question  que  Lagrange  s'était  proposé  de  résoudre. 
M.  Méray  a  entrepris  la  tâche  difficile  d'exposer  les  principes  de 
l'Analyse  infinitésimale  en  prenant  pour  base  le  développement  des 
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fonctions  par  la  formule  de  Taylor.  Comùie  nous  n'avons  qu'un 
seul  reproche  à  adresser  à  l'auteur,  qu'il  veuille  bien  nous  permettre 
de  le  formuler  en  commençant. 

Le  titre  de  l'Ouvrage  dont  nous  allons  faire  l'analyse  semblerait 
impliquer  de  la  part  de  M.  Méray  l'intention  d'en  faire  la  base  de 
l'enseignement  du  Calcul  infinitésimal  :  c'est  ce  qu'il  nous  est  im- 
possible d'admettre.  U  est  bien  évident  qu'en  toute  rigueur  les 
principes  les  plus  élémentaires  de  l'Arithmétique,  de  l'Algèbre  et 
de  la  Géométrie  suffisent  pour  démontrer  toutes  les  propositions 
contenues  dans  le  JYouueau  Précis;  mais  les  méthodes  employées 
dans  cet  Ouvrage  sont  tellement  subtiles,  tellement  délicates  , 
qu'elles  ne  sauraient  être  bien  comprises  que  par  des  personnes 
déjà  familiarisées  avec  les  spéculations  de  la  haute  Analyse. 

Pour  former  de  bons  élèves,  il  ne  suffit  pas  de  leur  enseigner  des 
faits  à  l'aide  de  méthodes  rigoureuses,  il  ne  suffit  pas  de  leur  pré- 
senter des  idées  dans  un  ordre  logique,  il  faut  encore  procéder  du 
simple  au  composé,  ne  pas  fatiguer  constamment  leur  attention,  et 
ne  pas  rompre  trop  brusquement  avec  des  habitudes  consacrées  par 
une  longue  expérience. 

Bien  que  nous  entrions  dans  une  période  où  l'enseignement  du 
Calcul  infinitésimal  subira  certainement  d'heureuses  modifications, 
nous  pensons  que  dans  les  Sciences,  comme  dans  la  politique,  les 
transformations  lentes  sont  les  plus  sures,  et  renverser  tout  d'un 
coup^  comme  le  voudrait  M.  Méray,  un  édifice  qui  est  l'œuvre  de 
plus  de  deux  siècles,  nous  parait  une  entreprise  trop  gigantesque 
pour  que  nous  osions  le  suivre  dans  la  voie  où  il  semble  s'être  en- 
gagé ;  ce  n'est  donc  pas  l'éloge  d'un  Précis  d' Analyse  que  nous 
allons  faire,  mais  celui  d'un  excellent  Mémoire  sur  la  théorie  des 
fonctions. 

M.  Méray  définit  les  dérivées  successives  d'une  fonction  d'une  ou 
plusieurs  variables  comme  le  voulaient  Lagrange  et  Arbogast,  le 
premier  dans  sa  Théorie  des  fonctions  analytiques,  le  second  dans 
sa  TJtéorie  des  dériuations ;  on  connaît  les  objections  que  ces  Ou- 
vrages ont  soulevées,  nous  n'avons  pas  besoin  de  les  rappeler  ici. 
H.  Méray  évite  tout  d'abord  ces  objections  en  ne  considérant  que 
des  fonctions  holotropes  (  '  ),  c'est-à-dire  développables,  et  il  fait  ob- 

(*)  Comme  U  t'agit  d'un  mot  nooToau,  noot  croyons  qa'il  termil  AcImu  de  Itimer 
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server  que  de  telles  fondions  existent  -,  en  effet,  Mf^èê  aToir  dté  les 
fonctions  entières  d'nne  on  de  plusieurs  variables,  il  étudie  les  cou* 
ditions  de  convei^pence  et  de  continuité  des  séries  ordomiécs  sui- 
vant les  puissances  d'une  ou  de  plusieurs  variables. 

M.  Méray  montre  ensuite  comment  s'engendrent  les  fonctioiu 
holotropes,  et  il  démontre  comment,  dans  certains  cas,  les  séries 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  holotropes  peuvent  «mgendrer  i 
leur  tour  de  nouvelles  fonctions  holotropes  \  mais  le  théorème  qn*3 
énonce  comporte,  ainsi  qu'on  l'a  prouvé,  une  plus  grande  généra- 
lité, qu'il  aurait,  du  reste,  été  difficile  de  mettre  en  lumière  i  l'aide 
des  seuls  principes  sur  lesquels  s'appuie  l'auteur. 

Toutes  les  théories  exposées  jusqu'ici  sont  fondées  exclusive- 
ment sur  l'emploi  des  symboles  imaginaires,  qui  sont  momentané 
ment  laissés  de  c6lé  dans  l'exposition  de  la  théorie  des  maxima  et 
des  minima.  M.  Méray  passe  ensuite  a  l'étude  des  fonctions  qu'il 
appelle  quasi  holotropes,  et  dont  les  inverses  sont  holotropes.  Cet 
propriétés  sont,  comme  on  devait  s'y  attendre,  celles  des  fone- 
dons  monodromes  et  monogènes  de  Cauchy. 

C'est  à  partir  de  ce  moment  qu'apparaissent  les  théories  les  pfau 
remarquables  de  l'Analyse  de  M.  Méray ^  mettant  habUement  t 
proflt  les  travaux  de  Cauchy  sur  rexistence  d*un  système  d'inlê- 
grales  relatives  à  des  équations  simultanées  du  premier  ordre,  et 
les  travaux  plus  récents  de  ^D1.  Briot  et  Bouquet,  il  démontre  que, 
lorsque  certaines  conditions  d'intégrabilité  se  trouvent  satisfaites,  un 
système  d'équations  simultanées  du  premier  ordre  et  aux  difle» 
renées  partielles  admet  toujours  une  solution  holotrope^  son  tlico- 
rème,  soumis  à  quelques  restrictions,  comprend,  comme  cas  parti- 
culiers, les  théorèmes  fondamentaux  de  toutes  les  branches  du  Cal- 
cul intégral. 

M.  Méray  étudie  ensuite  les  différentes  manières  dont  s'engen- 
drent les  fonctions  implicites,  et  il  démontre  la  continuité  et  ThiJo- 
tropie  des  fonctionsqui  sont  solutions  d'équations  dont  les  premiers 
membres  sont  eux-mêmes  des  fonctions  holotropes  ;  c'est  alors  seule- 
ment qu'il  enseigne  la  manière  de  différeutier  les  fonctions  imi^i- 


ane  incorrection  srmmniaticale  s'acclimater  dans  le  langage  tcientifiquev  et  non  wnm 
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cites.  C'est  là,  il  nous  semble,  un  point  de  doctrine  sur  lequel  on 
glisse  trop  facilement  dans  les  Traités  d'Analyse,  et  sur  lequel 
M.  O.  Bonnet  avait  déjà  attiré  l'attention  des  géomètres. 

M.  Méray  donne  peut-être  un  peu  tard  la  définition  des  fonctions 
périodiques  simples  ;  il  définit  les  fonctions  trigonométriques  à 
l'aide  de  leurs  développements  connus  en  série,  et  démontre  très- 
simplement  l'existence  d'une  période^  mais  il  n'enseigne  pas  le 
moyen  d'éviter  les  considérations  géométriques,  qui  rendent  leur 
emploi  si  précieux  et  si  fécond  dans  les  applications.  Ce  n'est  pas 
UQ  reproche  que  nous  lui  adressons,  puisqu'il  n'est  pas  question 
dans  son  Ouvrage  de  considérations  géométriques. 

Le  reste  du  Traité  est  consacré  à  l'étude  des  théories  fondamen- 
tales du  Calcul  intégral  ^  on  y  rencontre  eu  particulier  une  théorie 
des  multiplicateurs  intégrants  et  des  solutions  singulières,  une 
théorie  très-succincte  des  intégrales  définies  et  jle  commencement 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Ainsi  que  nous  l'avons  dit  en  commençant,  nous  considérons 
l'Ouvrage  de  M.  Méray  non  pas  comme  un  Précis  d' Analjse,  mais 
conune  un  Mémoire  sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  A  ce 
point  de  vue,  le  travail,  dont  nous  venons  de  donner  une  analyse 
trop  succincte,  se  fait  surtout  remarquer  par  la  rigueur  et  par  l'élé- 
gance des  démonstrations  :  un  grand  nombre  d'entre  elles  sont  tout 
à  fait  nouvelles. 

En  nous  plaçant  à  un  autre  point  de  vue,  nous  regrettons  que 
M.1\Iéray  n'ait  pas  employé  le  moi  fonction  dans  une  acception 
pins  générale.  Que  deviennent,  en  adoptant  sa  méthode,  les  fonc- 
tions définies  par  les  phénomènes  physiques,  les  fonctions  définies 
par  des  intégrales  contenant  un  paramètre  variable,  les  séries  de 
Pourier,  etc.  ?  M.  Méray,  en  restreignant  ainsi  le  sens  que  l'on 
attaché  au  mot  fonction,  simplifie  beaucoup  l'Analyse,  mais  il  en 
réduit  forcément  la  généralité. 

On  sait,  par  exemple,  qu'une  intégrale  définie  peut  être  difTé- 
fentiée  par  rapport  à  un  paramètre  variable,  lorsque  la  quantité 
placée  sous  le  signe  d'intégration  est,  ainsi  que  sa  dérivée  première, 
fiiûe  et  continue  tout  le  long  du  contour  d'intégration  supposé  fini, 
^<)tte,  de  plus,  la  dérivée  seconde  de  cette  même  quantité  existe  et 
'^te  finie ^  ces  conditions  sont,  du  reste,  nécessaires  pour  que  la 
^fférentiation  puisse  être  ciTectuée  a  priori.  La  démonstration  que 
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M.  Méray  donne  de  la  règle  de  la  dilTérentiation  sons  le  signe  / 
restreint  considérablement  la  généralité  de  cette  proposition,  et  par 
là  il  prive  les  Mathématiques  appliquées  d'un  instrument  prédenx, 
pour  ne  pas  dire  indispensable. 

Le  Précis  de  M.  Méray,  en  résumé,  est  écrit  par  une  main  de 
mattre;  et  si  nous  avons  hasardé  quelques  critiques,  c'est  pour 
prévenir  les  élèves  que,  avant  d'aborder  la  lecture  d'un  Onvr^ 
aussi  profond,  ils  devront  d'abord  s'assimiler  avec  soin  les  ma* 
tières  enseignées  dans  les  Cours  d'Analyse  généralement  profesaà 
dans  les  Facultés.  H.  Lâvesht. 


SALETA  (F.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées.  —  Exposé  soMMAimB  i»  l*iiéi 
d'espace  au  point  de  vue  posmp ,  ou  Remarques  sur  les  principes  ée  k 
Géométrie^  et  notamment  sur  le  Postulatum  d*£uclide,  —  Paris,  DuDOd,  18^ 
In-8«  (3a  p.). 

Dans  cet  Opuscule,  extrait  d'un  travail  étendu  sur  l'idée  d'espace, 
l'auteur  étudie  les  axiomes  de  la  Géométrie,  et  en  particulier  k 
Postulatum  d'Euclide,  en  les  considérant  principalement  comme 
des  définitions.  Sans  avoir  eu,  ainsi  qu'il  le  déclare,  aucune  con* 
naissance  des  nombreux  travaux  déjà  publiés  sur  ce  sujet,  il  est 
arrivé  par  lui-même  à  des  conclusions  analogues  à  celles  di's  géo- 
mètres qui,  depuis  Gauss,  se  sont  occupés  des  problèmes  abstraits 
de  la  Géométrie  philosophique. 

Bien  que,  par  suite  de  cette  circonstance,  on  ne  puisse  signaler 
dans  le  Résumé  de  M.  Salcta  aucun  résultat  réellement  nouveau,  la 
compétence  incontestable  de  l'auteur  nous  fait  espérer  qu'il  ne  tar- 
dera pas  à  publier  son  travail  développé,  lequel  renfermera  sans 
doute  des  données  précieuses,  notamment  sous  le  point  de  vue  ana- 
lytique. Nous  nous  permettons  de  lui  recommander  de  comparer  ses 
méthodes  avec  celles  de  Riemann,  de  Helmholtz  et  de  Beltrami. 


TURAZZA  (D.),  prof,  ail*  Università  di  Padova.  —  Elembnti  di  Statica;  Ptffe 
prima  :  La  Statica  dei  sistemi  rigidi.  —  Padova,  Sacchetto,  187a,  in-8*. 

Cet  Ouvrage  du  savant  professeur  de  Padoue  est  consacré  à  Tei- 
position  sommaire,  quoique  rigoureuse  et  systématique,  de  la  Su- 
tique  abstraite,  telle  qu'on  doit  la  concevoir  après  leê  mémanr 
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Mes  travaux  des  géomètres  de  notre  siècle,  notamment  de  Poinsot, 
de  Môbius  et  de  M.  Chasles.  L'œuvre  de  ces  puissants  esprits  a  eu 
cela  de  particulièrement  heureux,  qu'elle  a  renouvelé  cette  branche 
des  Mathématiques  sans  lui  faire  quitter  le  terrain  des  éléments,  et 
qu'elle  a  contribué  par  là,  non-seulement  au  progrès  de  la  Science, 
mais  aussi,  et  immédiatement,  à  celui  de  la  méthode  et  de  l'ensei- 
gnement. 

Le  Livre  de  M.  Turazza  a  été  rédigé  plus  spécialement  en  vue  de 
ce  dernier  objet;  mais,  comme  l'auteur  le  fait  remarquer  lui-même 
dans  sa  Préface,  il  va  au  delà  du  cadre  malheureusement  trop  res- 
treint des  Cours  ordinaires,  et  comprend  à  peu  près  tout  ce  qui 
semble  véritablement  digne  de  passer  définitivement  dans  ce  Code 
fondamental  de  la  Science.  Nous  ne  pouvons  que  l'en  louer.  On  n'a 
eu  qu'assez  à  déplorer  l'abaissement  du  niveau  général  des  études, 
par  suite  du  caractère  par  trop  technique  imprimé  depuis  quelque 
temps  aux  Cours  scientifiques  des  jeunes  gens  qui  se  vouent  aux 
professions  industrielles;  et  l'on  n'a  eu  que  trop  souvent  l'occasion 
de  répéter,  au  sujet  de  beaucoup  de  livres  de  texte  très-goûtés  des 
cindidatSi  ce  regret  bien  connu  du  plus  spirituel  des  poëtes  : 

Le  superflu,  chose  si  nécessaire. 

La  première  Partie  du  Traité  de  M.  Turazza,  celle  qui  vient 
d'être  publiée,  est  subdivisée  en  deux  Livres^  Le  premier  (p.  1-86) 
traite  de  la  réduction  générale  des  forces  appliquées  à  un  système 
rigide;  le  second  (p.  87-107),  des  conditions  d'équilibre  d'un  tel 
système. 

L'auteur  établit  la  mesure  des  forces  sur  la  considération  de  leur 
équilibre  purement  statique,  et  ne  fait  pas  mention  d'autre  chose  ; 
car  il  ne  croit  pas  qu'il  soit  nécessaire,  pour  la  Statique,  de  rien 
savoir  quant  aux  effets  qu  elles  tendent  à  produire.  On  pourrait 
objecter,  k  la  vérité,  que  le  raisonnement  par  lequel  il  établit 
[n?  12)  l'existence  nécessaire  d'un  groupe  de  trois  forces  se  faisant 
nutuellement  équilibre  sur  un  point  suppose,  jusqu'à  un  certain 
legré,  la  connaissance  du  mouvement  et  de  l'effet  dynamique  des 
Tentées;  mais  quoique  l'existence  de  ce  groupe  soit  très-essentielle 
[Kmr  l'auteur,  car  elle  lui  sert  de  point  de  départ  pour  la  théorie  de 
certains  systèmes  de  forces  qu'il  appelle  équilibrants  (c'est-à-dire 
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des  systèmes  qui,  ajoutes  à  un  système  donné,  produisent  Téqui- 
librc)  et  qui  interviennent  constamment  dans  ses  démonstrations, 
nous  n'insisterons  pas  sur  une  question  à  laquelle  nous  croyons  que 
l'on  a  donné  souvent  une  importance  exagérée.  Il  nous  semble,  en 
effet,  que  le  côté  vraiment  pratique  de  cette  question,  conçue  dans 
le  sens  le  plus  général,  a  été  résumé  avec  un  admirable  bon  sens 
par  Lamé,  lorsqu'il  a  dit  :  «  . . .  Que  l'on  débute  par  exposer  la  Sta- 
tique pour  s'élever  ensuite  à  la  Dynamique,  ou  que  l'on  parte  des 
notions  du  mouvement  pour  arriver  aux  lois  de  l'équilibre,  ces  deux 
marches  inverses  sont  équivalentes,  pourvu  que  l'on  parcoure  avec 
soin  toute  la  carrière,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  sans  négliger 
la  fin  plus  que  le  commencement  ».  (Leçons  sur  la  théorie  mathé^ 
matique  de  l'Élasticité^  p.  i4  de  la  nouv.  édit.) 

Les  trois  premiers  Chapitres  du  Livre  P'  comprennent  les  théo- 
ries classiques  de  la  composition  des  forces  concourantes,  des  forces 
parallèles  et  des  couples;  théories  dont  l'exposition  se  distingue 
par  beaucoup  d'ordre  et  de  clarté.  L'auteur  a  adopté  la  dénomina- 
tion de  giratore,  proposée  par  M.  Bellavîtis,  pour  désigner  la 
droite  finie  qui  représente  un  couple  et  qu'on  appelle  ordinaire- 
ment Taxe  de  ce  couple.  Nous  doutons  beaucoup  que  cette  dénomi- 
nation soit  accueillie  par  tout  le  monde  ;  outre  qu'elle  parait  assez 
déplacée  dans  un  Livre  qui  ne  veut  rien  emprunter  au  dictionnaire 
de  la  Dynamique,  elle  aura  le  grave  inconvénient  d'associer  en 
quelque  sorte,  dans  l'esprit  des  élèves,  l'idée  d'un  couple  de  forces 
avec  celle  d'un  effort  giratoire  autour  du  giratore,  ce  qui  n'est 
pas  exact,  en  général.  Le  premier  article  du  Chapitre  IV  traite  de 
la  réduction  d'un  nombre  quelconque  de  forces  à  une  force  et  à  un 
couple,  du  couple  minimum  et  de  l'axe  central.  Le  deuxième  ar- 
ticle est  consacré  au  problème  de  la  réduction  du  même  système  a 
deux  forces  seulement,  ce  qui  donne  lieu,  comme  on  sait,  à  la  con- 
ception très-intéressante  des  droites  réciproques.  M.  Turazza  ex- 
pose cette  théorie  avec  beaucoup  de  détail,  dans  le  deuxième  et  le 
troisième  article  du  Chapitre  IV,  sans  oublier  de  faire  une  place 
honorable,  pour  la  première  fois  peut-être  dans  un  Ouvrage  didac- 
tique, à  la  considération  des  cubiques  gauches,  qui,  comme  on  sait, 
jouent  un  rôle  très-important  dans  toute  cette  théorie,  de  même  que 
dans  celle,  tout  à  fait  semblable,  du  mouvement  géométrique  d'un 
système  de  forme  invariable.  L'auteur  a  suivi,  dans  cette  partie  de 
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son  travail,  la  voie  géométrique  pure,  qu'il  croit  être  la  meilleure 
dans  l'enseignement  [voir  sa  Préface).  Sans  vouloir  entrer  à  présent 
dans  cette  question  épineuse,  nous  ne  pouvons  pas  dissimuler  cepen- 
dant que  ce  choix,  en  cette  circonstance,  a  eu  une  conséquence  qui 
nous  parait  fâcheuse  :  c'est  que,  dans  l'article  4  du  Chapitre  IV,  qui 
est  consacré  à  la  déduction  des  formules  analytiques  ayant  trait 
aux  réductions  opérées  dans  les  articles  précédents,  on  n*en  trouve 
qu'un  recueil  très-mince^  et,  en  effet,  pour  en  compléter  le  tableau, 
il  aurait  fallu  reproduire,  par  la  Géométrie  analytique,  une  suite  de 
démonstrations  qui  auraient  fait  double  emploi  avec  celles  tirées 
de  la  Géométrie  pure.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  Ton  y  cherche 
inutilement  les  formules  généra/es  exprimant  la  connexion  mu- 
tuelle des  droites  réciproques,  et  beaucoup  d'autres,  qui  auraient 
grandement  aidé  l'élève  studieux  à  mieux  saisir,  en  les  développant 
par  l'Analyse,  les  belles  propriétés  dont  il  vient  de  suivre  rex[)osé 
rapide  par  la  Géométrie.  Ce  n'est  pas  que  nous  attachions  trop  d'im- 
portance aux  formules  algébriques;  mais  puisqu'on  a  cru,  et  à 
bon  droit,  qu'il  ne  fallait  pas  s'en  passer  tout  à  fait,  il  aurait  peut  - 
être  mieux  valu  adopter  une  marche  mixte,  en  faisant  ressortir 
en  même  temps  des  démonstrations  les  énoncés  et  les  formules. 
L'exposition  se  serait  ainsi  rapprochée  de  celle  qu'avait  adoptée 
M.  Brioschi  dans  l'élégante  brochure  de  iSjq,  tout  eu  élargissant  le 
cadre  sur  plusieurs  points.  Nous  croyons  que  cette  manière  de  voir 
est  d'autant  plus  justifiable,  qu'il  s'est  formé  depuis  quelque  temps 
une  nouvelle  branche,  en  quelque  sorte  indépendante,  de  la  Méca- 
nique, la  Statique  graphique,  qui  tire  presque  tout  son  fond  de  la 
Géométrie  pure,  dont  elle  est  même  une  des  applications  les  plus 
heureuses;  il  parait  bien  convenable  de  réserver  pour  celle-ci 
l'emploi  exclusif  des  procédés  géométriques,  en  maintenant  la  Mé- 
canique ordinaire  dans  les  voies  de  l'Analyse,  dont  elle  forme  à  peu 
près  la  seule  application  sérieuse  pour  ceux  qui  étudient  les  Ma- 
thématiques en  vue  des  professions  industrielles. 

EnGn  le  Chapitre  V  du  Livre  P'  comprend  la  théorie  des  sys- 
tèmes variés,  qui  a  été  introduite  en  France  par  la  dixième 
Leçon  de  la  Statique  de  M.  Moigno.  Ici  cependant  le  développe- 
ment des  formules  analytiques  est  rendu  plus  élégant  et  plus  simple 
par  l'usage  des  déterminants  et  des  formules  connues  à  l'aide  des- 
quelles on  exprime  les  neuf  cosinus  des  inclinaisons  mutuelles  de 
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deux  systèmes  d'axes  orthogonaux  en  fonctions  rationnelles  de  troii 
paramètres  iivlependants.  Peut-être  doit-on  regretter  qne  oes  der- 
nières formules  aient  été  données  sans  démonstration  ;  d'abord 
parce  qu'elles  sont  loin  d'être  aussi  connues  qu'elles  mériteraient  di 
l'être,  et  ensuite  k  cause  de  leur  remarquable  interprétation  géo- 
métrique, qui  répond  d'ailleurs  à  un  théorème  qu'on  pourrait  uti- 
lement invoquer  dans  la  question  même  des  systèmes  Taries,  et  qoi 
en  faciliterait  la  conception. 

Le  deuxième  Livre,  moins  étendu  que  le  premier,  comprend^ 
conune  nous  l'avons  déjà  dit,  l'application  des  théories  précédenta 
à  la  recherche  des  conditions  d'équilibre,  soit  pour  le  cas  que  l'on 
considère  déjà  dans  la  plupart  des  Traités  classiques,  soit  pour  k 
cas  des  systèmes  asta tiques. 

En  résumé,  M.  Turazza  a  rendu  un  service  considérable  à  l'en- 
seignement de  la  Mécanique  en  essayant  de  mettre  à  la  p<Mrtée  des 
commençants  les  nouvelles  doctrines  de  Statique  rationnelle,  umê 
une  forme  simple  et  attrayante,  et  l'on  ne  peut  que  le  presser  de  p«» 
blier  au  plus  tôt  la  deuxième  Partie  de  son  Traité,  qui  sera  évidein- 
ment  consacrée  à  la  Statique  des  systèmes  variables.  C'est  un  sujet 
qui,  excepté  le  cas  des  systèmes  filaires,  n'a  été  qu'effleuré  jus* 
qu'ici,  du  moins  dans  les  Traités  didactiques,  et  qui  n'aura  certii* 
nement  qu'à  gagner  en  passant  par  les  mains  de  l'habile  professeur, 
dont  le  talent  d'exposition  est  justement  apprécié  de  tous. 

Nous  ne  voulons  pas  quitter  M.  Turazza  sans  rappeler  aui  lec- 
teurs français  le  Traité  élémentaire  du  mouv^ement  des  corps  ri' 
^i^ie^  qu'il  a  déjà  publié  en  1868,  et  qui  mérite  d'être  remarqué! 
plus  d'un  titre.  On  y  trouve  plusieurs  développements  nouveaux 
qui  appartiennent  en  propre  à  l'auteur,  ainsi  que  l'exposition  àt 
quelques  résultats  récents  qui  n'ont  pas  encore  pris  place  dans  b 
plupart  des  Traités  connus  (par  exemple  la  solution  donnée  par 
Jacobi  du  problème  de  la  rotation  des  corps,  et  les  ingénieuses 
considérations  de  M.  Sylvester  sur  ce  même  sujet).  On  compreaJ 
par  là  que  M.  Turazza  est  assez  près  d'avoir  déjà  rassemblé  les  ms- 
tériaux  les  plus  importants  pour  un  Traité  complet  de  Mécanique  rt 
tionnelle.  Nous  espérons  qu'il  mettra  bientôt  la  main  à  cette  œu^iVi 
et  nous  croyons  qu'il  s'y  trouvera  beaucoup  plus  k  son  aise  qo^ 
dans  le  cadre  restreint  d'une  subdivision  de  la  Science. 

Nous  souhaitons  seulement  qu'un  tel  Ouvrage,  qui  ne  manquera 
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pas  d'être  très-utile  aux  écoles  italiennes,  laisse  moins  à  désirer  que 
les  deux  précédents,  du  côté  de  l'exécution  typographique.       B. 


GILBERT  (P.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  l'Université  catholique 
de  Louvain,  etc.  —  Cours  d' Analyse  infinitésimale.  —  Partie  élémeniaire; 
in-8*(48ap.). 

M.  Gilbert,  en  composant  cet  Ouvrage,  s'est  proposé  de  le  rendre 
utile  à  deux  catégories  d'élèves  poursuivant  des  buts  fort  difle- 
rents  :  ceux  qui  se  préparent  à  la  carrière  d'ingénieur  et  ceux  qui 
se  destinent  à  renseignement.  C'était  une  difficulté  sérieuse  à  vain- 
cre; l'auteur  a  pu  la  surmonter  en  divisant  son  Ouvrage  en  deux 
Parties.  La  première  Partie,  qu'il  nomme  élémentaire,  est  consa- 
crée aux  notions  usuelles  du  Calcul  inGnitésimal  ;  la  seconde  Partie 
doit  comprendre  les  théories  analytiques  plus  élevées  ou  d'une 
application  moins  immédiate,  telles  que  la  courbure  des  surfaces, 
les  intégrales  définies,  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire,  etc. 

La  première  Partie  seule  a  paru.  Le  cadre  est  celui  de  tous  les 
Traités  élémentaires  de  Calcul  diilérentiel  et  intégral  *,  mais,  comme 
l'a  dit  M.  Puiseux,  en  présentant  ce  Volume  à  l'Académie,  dans  la 
séance  du  8  avril  1872,  a  les  notions  usuelles  du  Calcul  diilérentiel 
»  et  du  Calcul  intégral  y  sont  exposées  avec  la  clarté  et  la  méthode 
»  qui  caractérisent  les  autres  Ouvrages  du  savant  professeur  de 
»  Louvain.  »  [Comptes  rendus,  t.  LXXIV,  p.  975.  ) 

Voici  la  Table  principale  des  matières  contenues  dans  ce  premier 
Voltime  : 

Calcul  différentiel  :  Méthodes  de  différentiation.  — Applications 
analytiques  du  Calcul  diilérentiel.  —  Applications  géométriques  du 
Calcul  diiTérentiel. 

Calcul  intégral  :  Intégration  des  diiTérentielles.  —  Intégration 
des  équations  différentielles. 

M.  Gilbert  consacre  d'abord  une  cinquantaine  de  pages  à  l'expo- 
sition des  principes  d'Algèbre,  qui  doivent  trouver  une  application 
fréquente  dans  les  théories  qu'il  veut  aborder.  Comme  il  ne  nous 
est  pas  possible  de  reproduire  toutes  les  réflexions  que  suggère  la 
lecture  de  son  intéressant  Ouvrage,  nous  nous  bornerons  à  quel- 

BuU,  des  Sciences  mathént,  et  ascron,,  t.  IV.  (Janvier  1873.)  3 
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qaes  indicationB  générales.  Nous  devons  d'abord  remarquer,  dans 
les  applications  analytiques  du  Calcul  différentiel,  la  manière  dont 
a  été  présentée  la  formule  de  Taylor  ;  c'est  une  exposition  concise, 
d'une  méthode  simple,  d'ailleurs  bien  connue,  qui  condense 
en  quelques  pages  la  démonstration  de  la  formule,  les  différentes 
formes  du  reste,  et  les  diverses  remarques  nécessaires  à  son 
application. 

Les  applications  géométriques  occupent  une  centaine  de  pages; 
l'auteur  rappelle  d'abord  quelques  notions  élémentaires  de  Géomé- 
trie analytique;  pour  l'étude  des  points  multiples,  M.  Gilbert  se 
contente  d'appliquer  le  principe  de  la  discussion  k  des  exemples 
particuliers,  ce  qui,  pense-t-il,  sera  plus  clair  et  aussi  instructif 
qu'une  discussion  générale.  Nous  n'adoptons  pas  complètement 
l'opinion  de  l'auteur  sur  ce  sujet  \  car  il  y  a  certaines  propositions 
importantes,  relatives  à  l'ordre  du  contact  dans  le  cas  des  points  de 
rebrousscmcnt,  qui  ne  peuvent  se  conclure  que  d'une  discussion 
générale.  La  théorie  de  la  courbure,  pour  les  courbes  planes  et  les 
courbes  gauches^  est  présentée  avec  beaucoup  de  netteté  et  de  sim<* 
plicité;  il  est  d'ailleurs  superflu  de  nous  appesantir  ici  sur  le 
mérite  de  M.  Gilbert,  connu  depuis  longtemps  par  ses  travaux  sur 
la  Géométrie  infinitésimale,  et  nous  ne  pouvons  qu'exprimer  le 
désir  de  voir  bientôt  paraître  la  seconde  Partie  de  son  Traité,  où 
nous  pourrons  retrouver  ses  importantes  recherches  sur  les  surfaces. 

La  seconde  section  du  premier  Volume  est  consacrée  à  l'intégra- 
lion  des  diflërenticllcs  et  des  é(|uations  diflercnlielles.  La  question 
des  ([uadraturcs  y  est  longuement  développée  et  renferme  de  nom- 
breuses applications.  Pour  les  équations  différentielles,  l'auteur 
insiste  avec  raison  sur  ce  point  de  départ  fondamental,  savoir  :  que 
toute  équation  diflërentlelle  admet  une  intégrale;  l'étude  des  varii- 
l>les  imaginaires  ayant  été  renvoyée  au  second  Volume,  l'auteur 
siilisiitue  à  la  démonstration  connue  une  démonstration  géomé 
tri(|uc  qui  exige  des  considérations  assez  délicates  et  fort  minv 
lieuses. 

M.  Gilbert,  comme  il  le  dit  lui-même  dans  sa  Préface,  a  o 
largement  à  profit  les  Ouvrages  didactiques  et  les  Mémoires  publ 
sur  le  sujet  dont  il  s'occupe  ;  et  il  en  a  profité  pour  terminer  c' 
que  Chapitre  de  son  Ouvrage  par  un  grand  nombre  de  questf 
parfaitement  choisies;  par  ces  exercices  multipliés,  l'élève  j 
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éclairer  la  Théorie  et  la  compléter  en  certains  points,  qu'un  Traité 
élémentaire  ne  peut  souvent  qu'effleurer.  L.  P. 


GUIDBERG  (ly  A.-S.).  —  Om  Ligmngen  ap  S**  Grad;  —  Om  Ligningen  af 
5^  Grad»  —  Christiania,  Videnskabs  Selskabs  Forhandlinger ;  1871.  In-8^, 
4op.  ('). 

En  transformant  l'équation 

x*-^'  ax  -h  b=z  o 
dans  l'équation 

X*  —  ex—  C=  O,      ou      C=^—j-9 

l'auteur  donne  les  formules  et  les  Tables  nécessaires  pour  trouver 
l'une   des  racines   réelles.   Les    Tables    donnent  les    valeurs   de 

loge  f  où  c  = 1 9    pour  l'argument  x,  de  x  =  —  i  jusqu'à 

X  =  00  .  Des  Tables  analogues  sont  données  pour  l'équation  du 
5*  degré. 

En  principe,  le  procédé  de  l'auteur  est  une  amélioration  de  la 
méthode  qu'a  donnée  Gauss  au  moyen  des  logarithmes  d'addition. 
En  eiFet,  la  signiflcation  des  trois  colonnes  des  Tables  de  Gauss 
étant 

A  =  logx,    B  =  1og(  i-h- jj     C  =  log(n-x), 

d'où 

C  =  A  H-  B, 
on  a 

logc  =  31ogx-- log(i  -+-x)  =  3A  — C=:2A  — B. 

Mais  les  Tables  de  M.  Guldberg  ayant  des  différences  très-grandes, 
Tinterpolation  est  incommode,  de  sorte  qu'on  trouvera  la  valeur 
cherchée  avec  la  même  facilité  dans  les  Tables  de  Gauss.  D'ailleurs, 
les  Tables  de  Guldberg  ne  donnent  qu'ii/ie  racine,  tandis  que  la 


(*)  GCLDiCKC  (A.-S.)  :  Sur  l'équation   du   3'  degré;  sur  V équation  du  5'   degré 
{Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  Christiania,  1871.  ) 

3. 
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méthode  de  Gauss,  qui  peut  être  appliquée  à  toute  équation  algé- 
brique à  trois  termes,  donne  les  deux  autres  (si  elles  existent)  avec 
la  même  facilité. 


JOACHIMSTHAL  (F.).  —  Anwbndung  dbr  Diffembctial-  und  IimoaAiJiiah' 

IfUNG  AUP  DIB   ALL6EMEINB  ThBOEIB  DBR  FlaCHBN  UND  DBB  LCflBlf  DOFFlLIia 

KEUMinmG.  —  Leipzig,  Teobner;  187a. 

Le  Livre  que  nous  avons  à  signaler  aujourd'hui  reproduit  une 
rédaction  du  G)urs  que  Joachimsthal  avait  professé  dans 
l'hiver  1 856- 1857  à  l'Université  de  Breslau.  Cette  rédaction  de 
M.  Liersemann  avait  été  soumise  au  professeur,  qui  n'y  avait  fait 
aucun  changement  essentiel^  mais  Joachimsthal,  occupé  d'autres 
projets,  en  avait  remis  l'impression  à  un  autre  moment.  L'Ouvrage 
que  nous  avons  sous  les  yeux  comprend  deux  Parties  bien  dis* 
tinctes  :  la  première,  de  24  pages,  est  consacrée  à  l'étude  des  courbes 
considérées  dans  l'espace;  la  seconde,  qui  constitue  le  reste  du 
Livre,  comprend  l'étude  des  surfaces  et  des  courbes  tracées  sur  les 
surfaces,  lignes  de  courbure,  lignes  géodésiques,  etc. 

La  première  Section  traite  de  la  tangente  à  une  couri[>e,  du  plan 
normal,  du  plan  osculateur,  du  cercle  osculateur  et  de  la  courbure, 
de  la  seconde  courbure  et  de  la  sphère  osculatrice. 

La  deuxième  Section  se  compose  de  plusieurs  Chapitres.  Le  pre- 
mier contient  les  divers  modes  de  représentation  d*une  surface;  le 
troisième  le  plan  tangent  et  la  normale.  Dans  ce  Chapitre,  l'auteur 
examine  dans  quelles  conditions  la  surface  est  traversée  par  son 
plan  tangent  au  point  de  contact.  On  sait  que  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  c'est  que  le  hessien  soit 
positif  pour  le  point  de  contact.  Il  nous  semble  que  le  résultat  in- 
diqué, p.  Dooup.  53,  est  légèrement  inexact.  Quand  le  hessien  est 
positif,  la  section  de  la  surface  par  le  plan  tangent  a  un  point  double 
au  point  de  contact.  S'il  est  négatif,  le  point  de  contact  devient  un 
point  isolé;  mais  si  le  hessien  est  nul  au  point  de  contact,  il  y  a 
doute.  Que  l'on  considère^  par  exemple,  la  surface  dont  réquation 

est 

z  -h  X*  -^  y^  =  o; 


(*)  JoAcaiHSTiàL  (F.),  Application  du  Calcul  différentiel  et  intégral  à  la  tkéorugè- 
méralcdes  surfaces  et  des  lignes  à  double  courbure,  In-8®,  174  P^g^*  Pni  :  6  fr»  7S. 
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le  plan  tangent  à  l'origine  est  le  plan  des  xy  ^  le  hessien  est  nul, 
et,  si  n  est  un  nombre  entier  pair,  le  plan  tangent  ne  coupe  pas  la 
surface.  Au  contraire,  si  n  est  impair,  égal  à  3  par  exemple,  le  plan 
des  xy  coupe  la  surface  suivaut  une  courbe  ayant  un  point  de  re- 
broussement  à  l'origine  des  coordonnées,  et  dans  le  voisinage  de 
cette  origine  il  y  a  des  portions  de  la  surface  des  deux  côtés  du  plan 
tangent. 

Le  Chapitre  IV  traite  de  Tosculation  des  surfaces,  des  théorèmes 
de  Meusnier  et  d'Euler,  des  rayons  de  courbure  principaux  et  des 
ombilics.  Les  Chapitres  suivants  contiennent  Tétude  des  mêmes 
questions,  quand  on  emploie  les  coordonnées  curvilignes  de  Gauss, 
les  propriétés  des  lignes  de  courbure,  le  théorème  de  Dupin,  Tétude 
des  lignes  géodésiques  et  leur  détermination  à  la  surface  de  Tel- 
lipsoïde,  enfin  les  équations  aux  dérivées  partielles  des  diflerentes 
classes  de  surfaces. 

Un  supplément  de  7  pages  contient  en  particulier  quelques  notions 
sur  les  développées  des  courbes  à  double  courbure. 

L'Ouvrage  ne  nous  paraît  pas  de  nature  à  augmenter  la  réputation 
que  Joachimsthal  s'était  acquise  comme  géomètre  ;  mais  il  confirme 
Topinion  que  nous  nous  étions  déjà  faite  de  son  enseignement,  et 
prouve  que  Joachimsthal  était  un  professeur  sage  et  clair,  sachant 
conserver  dans  ses  leçons  l'élégance  qui  distingue  ses  différents  tra- 
vaux. Aussi  croyons-nous  que  la  nouvelle  publication  dont  nous 
rendons  compte  pourra  être  utile  à  ceux  qui  désirent  étudier  d'une 
manière  assez  complète  les  applications  géométriques  du  Calcul  in- 
finitésimal. 

Les  démonstrations  par  la  méthode  des  infiniment  petits  ne  nous 
paraissent  pas  avoir  été  présentées  toujours  d'une  manière  rigou- 
reuse. On  peutrse  tromper  en  remplaçant  une  courbe  par  un  poly- 
gone, et  c'est  ce  que  fait  trop  souvent  Joachimsthal.  La  première 
méthode  donnée  pour  l'équation  des  lignes  géodésiques  nous  parait, 
en  particulier,  manquer  de  rigueur.  En  outre,  il  y  a  souvent  trop  de 
démonstrations  pour  une  même  proposition  :  mais  ces  défauts  que 
nous  signalons  n'empêchent  pas  l'Ouvrage  de  conserver  une  valeur 
réelle,  surtout  pour  les  personnes  qui  ne  sont  pas  à  même  de  con- 
sulter les  Mémoires  originaux,  et  qui  n'ont  pas  lu  les  beaux  travaux 
de  Joachimsthal. 
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KÔNIG  (J.)*  —  Ueber  einb  reale  Abbildung  der  s.  g.  Kicht-Eueudischen 
Géométrie  (*). 

L'auteur  étudie  les  relations  qui  existent  entre  la  Géométrie  non- 
euclidienne  et  la  Géométrie  des  complexes,  dans  laquelle  la  droite, 
considérée  comme  élément  le  plus  simple  de  l'espace,  est  déter- 
minée par  les  deux  points  où  elle  rencontre  une  surface  et  une  ligne 
fondamentales.  Suivant  que  l'on  choisit,  pour  cette  surface  et  cette 
ligne,  un  plan  et  une  di'oite  parallèle  à  un  plan,  une  sphère  et  une 
circonférence  de  même  rayon,  ou  bien  un  hyperboloïde  de  révo- 
lution à  une  nappe  et  à  une  hyperbole,  l'un  et  l'autre  équilatères, 
ayant  des  axes  de  même  longueur  et  convenablement  disposés,  la 
Géométrie  des  complexes  ainsi  formée  présente  des  analogies  remar- 
quables avec  la  Géométrie  euclidienne,  la  Géométrie  non-eucli- 
dienne elliptique,  ou  bien  la  Géométrie  non-euclidienne  hyperbo- 
lique. 

ERLECKE  (A.).  —  Bibliotheca  matiiematica.  Systematiches  Verzeichniss  der 
bis  1870  in  Deutschland  auf  den  Gebieten  der  Arithmetik,  Algebra,  Analysis, 
Géométrie,  Trigonométrie,  Polygonomelrie  und  Stéréométrie,  Dynamik,  Stalik 
und  Mechanik,  Hydrologie,  Hydrod^namik,  Hydrostatik  und  Hydraulik,  Cos- 
mologie, Astronomie,  Astrologie,  matbematischen  und  physikalischen  Geo- 
graphie  erschienenen  Werke,  Schriften  und  Abhandlungen.  Mit  Autorenre- 
gister  U.S.  w.  Abthoilung  I.  —  Hallo  a.  S.,  Erlecke  (A.),  187a,  in-8*  {'). 

L'Ouvrage  que  nous  annonçons  aujourd'hui,  et  dont  le  premier 
fascicule  seul  a  paru,  doit  être  divisé  en  quinze  Parties,  correspon- 
dant aux  diverses  sciences  dont  le  nom  est  indiqué  plus  haut.  La 
première  section  Â,  consacrée  à  la  Bibliographie  mathématique  de 
TAUemagne,  comprend  six  pages  ^  la  seconde  B,  qui  occupe  tout  le 
reste  du  fascicule,  et  qui  n'est  pas  encore  complète,  est  consacrée 
aux  Journaux  périodiques.  On  y  trouve  en  quelque  sorte  une  col- 
lection des  Tables  des  principaux  Recueils.  Nous  citerons,   par 


(*)  Sur  une  représentation  réelle  de  la  Géométrie  dite  non^eueUdienne.  (7  p.) 
{Nachrichten  v.  d.  Konigl.  Gesellseha/t  d.  Wissensch.  zu  Gtittingen,  Màrz  187a.) 

(')  Erlecre  (A.),  liibUothhque  mathématique.  Catalogue  systématique  desDaTraget, 
Lifres  et  Mémoires  parus  en  Allemagne  jusqu'à  Tannée  1870,  etc.  Le  premier  fasci- 
cule comprenant  23/1  pages  a  paru.  Prix  de  TOufrage  complet  :  20  fr. 
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exemple,  les  Mémoires  de  T Académie  de  Berlin,  de  la  Société  de 
Gottingue,  de  la  Classe  mathématique  de  la  Société  Royale  de  Saxe 
à  Leipzig,  de  l'Académie  de  Bavière,  des  Annales  de  Mathéma^ 
tiques  de  Clebsch  et  Neumann,  des  Archwes  de  Grunert,  et  le  com- 
mencement du  Journal  de  Crelle,  Pour  ces  deux  derniers,  l'auteur 
a  reproduit  tous  les  renseignements  contenus  dans  les  Tables  déve- 
loppées que  publient  d'une  manière  régulière  les  rédacteurs  de  ces 
deux  journaux  (  ^  ) . 


CATALOGUE  of  Scientific  Papers  (i  800-1 863)  compiled  and  published  by  the 
Royal  Society  of  London.  —  Vol.  V.  —  London,  G.-E.  Eyre  and  W.  Spottis- 
woode.  187 1, 10-4**  (1000  p.).  Prix  :  a5  fr. 

Le  Volume  nouveau,  qui  vient  s'ajouter  aux  quatre  déjà  parus  de 
l'importante  publication  entreprise  et  poursuivie  avec  régularité 
par  la  Société  Royale,  avance  grandement  la  tâche  que  s'était  im- 
posée l'illustre  Compagnie.  Nous  avons  maintenant  une  liste  pré- 
sentant toutes  les  garanties  possibles,  et  s'étcndant  jusqu'à  la  lettre 
T  (Tizzani  est  le  dernier  nom  du  Volume),  des  Mémoires  scienti- 
fiques publiés  dans  ce  siècle  et  avant  i863.  Ces  Mémoires  sont 
rangés  par  noms  d'auteurs,  et  pour  chaque  auteur  par  ordre  chro- 
nologique. Les  titres  sont  très-bien  et  très-clairement  disposés^ 
l'impression  est  magnifique,  et  nous  sommes  convaincu  que  les 
personnes  chargées  de  mener  à  bien  un  aussi  grand  travail  ont 
habilement  profité  des  ressources  considérables  que  la  Société  pou- 
vait mettre  à  leur  disposition,  et  ont  apporté  tous  leurs  soins  à 
faire  un  Recueil  aussi  complet  et  aussi  bon  que  possible,  digne,  en 
un  mot,  de  la  Société  Royale.  G.  D. 


(*)  Depuis  que  cet  article  a  été  écrit,  il  a  paru  un  deuxième  fascicule  de  cette  publi- 
cation. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 
NOUVELLES  ÂNNàLES  DE  MATHÉMATIQUES,  rédigées  par  MM.  GnoHO  el 

BOURGBT. 

T.  X,  a*  série,  1871  {'). 

Vazeille  (E.).  —  Cordes  principales  et  plans  principaux  d'une 
surface  du  second  ordre.  (i3  p.) 

L'auteur  donne  les  différentes  méthodes  de  discussion  de  l'équa- 
tion du  3^  degré  dont  dépendent  les  plans  principaux  dans  les  sur- 
faces du  second  ordre.  Il  expose,  en  particulier,  la  méthode  de 
Jacobi,  dans  laquelle  on  commence  par  mettre  Téquation  en  S  sous 
la  forme 

4-  5 r  -»-  r; h  H  ==  o. 


S  —  a      S —  b      S  —  c 

Cette  méthode  est,  comme  on  sait,  Tune  des  plus  simples  et  des 
plus  nettes  \  mais  elle  est  peut-être  la  seule  de  toutes  qui  ne  puisse 
pas  s'étendre  au  cas  où  il  y  a  plus  de  trois  variables.  Aussi  pensons- 
nous  qu'il  y  aurait  quelque  avantage  à  la  rattacher  à  sa  véritable 
origine,  et  à  montrer  d'abord  que,  si  les  termes  du  second  degré 
dans  IVquation  d'une  quadrique  ont  la  forme 

(i)  ax''-^a!y''^  a''z^-\-  K(  6j:  -f-  h'y  -h  b^zY, 

l'équation  en  S  sera 


K  6»  K  6'»  K  6"^ 


(2)  ^==w Z^-^^ v-^c 


S  — a       S— a'       S  — a" 


.;» 


et,  sous  cette  forme,  la  proposition  s'étend  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables.  Maintenant,  dans  le  cas  des  surfaces  du  second 
degré,  les  termes  du  second  degré 

Aj:*4- A'j»-f-  A''z*4-2B/z  -+-  t^Vzx-^  ^Vxy 

peuvent  toujours  se  ramener  à  la  forme  (i),  et  s'écrire 

(*)  Voir  Bulletin,  t.  Il,  p.  7$. 
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Cette  manière  de  présenter  la  question  offrirait  quelques  avan- 
tages ^  il  y  a  beaucoup  de  surfaces  pour  lesquelles  les  termes  du 
2^  degré  se  présentent  directement  sous  la  forme  (i),  par  exemple 
les  cônes  circonscrits,  et  les  élèves  sauraient  alors,  presque  sans  cal- 
cul, écrire  l'équation  aux  axes  principaux. 

Lemonn  1ER  (H.). —  Démonstration  des  expressions  de  cos(fl±:  J), 
siii(a  dz  b). 

Hermahn  (H.).  —  Sur  une  propriété  du  cône  de  rés^olution. 

Saikt-Germain  (A.  de).  —  Etude  géométrique  sur  une  ques- 
tion de  licence,  (6  p-) 

Déterminer  les  conoïdes  droits  pour  lesquels  les  rayons  de  cour- 
b^ire  principaux  en  chaque  point  sont  égaux  et  dirigés  eu  sens  con- 
t.i*aire. 

Bertrand  (J.).  —  Compte  rendu  de  l'Oux^rage  :  Tables  de 
logarithmes  à  27  décimales  pour  les  calculs  de  précision,  par  Fedor 
'Ï'homan.  (i4  p.) 

Smith  (St.).  —  Propriétés  focales  des  figures  homo  graphiques. 

(7P) 

Cet  article  est  un  extrait  d'un  Rapport  présenté  par  M.  Smith  à 

la  Société  Royale  de  Londres  -,  il  contient  une  Notice  historique  rela- 
tive aux  différentes  recherches  qui  ont  été  faites  sur  les  figures 
homogr  aphiques . 

ÂifDRÉ  (D.).  —  Sur  le  déx^eloppement  du  binôme. 

Ellis  (R.-L.).  —  Démonstration  de  deux  théorèmes  relatifs  à 
une  surface  du  a*  degré. 

Amioues  (E.)  .  —  Notes  sur  les  sommes  des  puissances  semblables 
des  n  premiers  nombres  entiers. 

Oppermann  (L.).  —  Sur  la  méthode  d* interpolation  de  Newton. 
Reproduction,  avec  les  notations  modernes  et  des  simplifications, 
de  la  marche  suivie  par  Newton. 

FiTREMANif .  —  Remarques  sur  les  racines  carrées  et  cubiques. 

Chasles. —  Détermination,  par  le  principe  de  correspondance. 


4a  BULLETIN  DES  SCIENCES 

de  la  classe  de  la  développée  et  de  la  caustique  par  réflexion 
d'une  courbe  géométrique  d'ordre  m  et  de  classe  n.  (  8  p.) 

(Extrait  des   Comptes  rendus   de  l'Ac4idémie   des  Sciences, 
l.  LXXII.) 

Stouff.  —  Note  sur  la  détermination  des  facteurs  premiers 
d'un  nombre, 

MoREL  (A.).  —  Problème  de  Géométrie  analytique  plane  sur 
les  coniques. 

Amigles  (E.)  .  —  JVote  sur  un  procédé  nou\feau  pour  trouver  lem 
cubes  de  certaines  sommes.  (  5  p.) 

Walton  (W.). —  Des  coordonnées  bi-angulaires,  (i3  p.) 
(Traduit  du  Quarterlj  Journal.) 

Day  (H.-G.).  —  Démonstration  géométrique  d'un  théorème 
sur  l'ellipse. 

(Extrait  du  même  Recueil.) 

Si  d'un  point  P  d'une  ellipse  je  mène  une  perpendiculaire  sur  le 
grand  axe,  et  que  je  la  prolonge  jusqu'au  point  Q  où  elle  renconlrc 
le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre,  le  diamètre  qui 
passe  par  le  point  P  sera  égal  à  la  corde  menée  dans  ce  cercle  parle 
point  F  parallèlement  au  rayon  OQ. 

AiGiER.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  géné- 
ral de  1870.  (j  p.) 

On  donne  dans  un  plan  deux  ellipses  ayant  leurs  axes  dirigés  sui- 
\ant  les  nièincs  droites;  on  considère  deux  cônes  égaux,  de  mt'me 
sommet  et  avant  respectivement  {>our  directrices  les  deux  coniques 
données.  On  demande  le  lieu  des  sommets  de  ces  cônes. 

Chasles.  —  Propriétés  des  systèmes  de  coniques  relatives, 
toutes,  à  certaines  séries  de  normales  en  rapport  avec  d'autres 
lignes  en  divers  points,  (ij  p."* 

l'Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  LXXll.) 

Maxwell  (J.-Cl.).  —  Sur  la  cjclide.  (20  p.) 
(Traduit  du  Quarterly  Journal.) 

Ce  travail,  déjà  ancien^  présente  une  étude  très-intéressante  de 
la  forme  et  des  propriétés  de  la  cyclîde. 


.   èi.1 
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Chasles.  —  Propriétés  des  systèmes  de  coniques,  dans  lesquels 
se  troussent  des  conditions  de  perpendicularité  entre  diverses 
séries  des  droites,  (12  p.) 

[Extrait  des   Comptes  rendus    de   l'Académie  des  Sciences, 

t.  Lxxn.) 

Anonyme.  —  Note  sur  la  résolution  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs de  l'équation  a:^  =  j"  + 1 . 

AjfDRÉ*(D.]. —  Théorèmes  d' Arithmétique , 

RoBERTS  (S.).  —  Note  sur  les  podaires  centrales  des  coniques. 

LiNDELÔF  (L.).  —  Quelques  problèmes  relatifs  à  l'ellipse  et  à 
i  ellipsoïde.  (10  p.) 

(Traduit  des  Comptes  rendus  de  la  Société  des  Sciences  de  Fin- 
lande.) 

L*auteur  examine  des  questions  de  maximum  telles  que  celles- 
ci  :  Trouver  l'ellipse  minimum  circonscrite  à  un  triangle  donné, 
l*ellipsoïde  maximum  inscrit  dans  un  tétraèdre  donné,  etc. 

Âkdré  (D.).  —  Sur  les  combinaisons  simples. 

Chasles.  —  Théorèmes  concernant  les  systèmes  de  coniques 
représentés  par  deux  caractéristiques.  (i4  p.) 

(Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
i.  LXXII.) 

BouKGET  (J.).  —  Des  permutations.  (i4  p.) 

Cet  élégant  article  contient  plusieurs  propositions  relatives  aux 
permutations.  Grâce  à  une  notation  nouvelle,  l-auteur  a  pu  étudier 
les  dérangements  ou  inversions,  déterminer  leur  nombre  maxi- 
Dium,  toutes  celles  qui  ont  le  même  nombre  de  dérangements,  etc. 

MoREL  (A.). —  Exposé  d'une  théorie  (Géométrie  élémentaire) 
des  sections  coniques.  (2  art.,  24  p.) 

HouEL  (  J.).  —  Compte  rendu  de  l'Oui^rage  :  Elementi  di  Geo- 
ïUetria-,  par  MM.  A.  SAififiA  et  d'Ovidio.  (7  p.) 

Amdbé  (D.).  —  Analyse  indéterminée.  Problèmes. 

Steen  (Ad.).  —  Démonstration  élémentaire  de  la  formule  de 
Simpson. 

Anokyme.  —  Note  relative  à  la  courbure  en  un  point  de  re- 
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Painvin  (L.).  —  Lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles 
dont  les  côtés  sont  normaux  à   une  surface  du  second  ordre. 

(22  p.) 

André  (D.).  —  Développements  de  sin(/ta  -+-  z)^  de  cos(ita  -h  z), 
de  sîn"a  et  de  cas" a.  {10  p.) 

André  (D.).  — t  Sommation  de  certains  développements. 

Chasles.  —  Propriétés  des  courbes  d'ordre  et  de  classe  quel'- 

conques  démontrées  par  le  principe  de  correspondance,  (17  p.) 

(Extrait    des  Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences, 

t.  Lxxn.) 

Transow  (A.).  —  De  quelques  effets  d' optique  relatifs  à  la  per^ 
spective.  (9p.) 

André  (D.).  —  Deux  théorèmes  sur  la  parabole. 

Pain  VIN  (L.).  —  Note  sur  un  système  variable  de  trois  direc- 
tions  rectangulaires,  (9p.) 

n  s'agit  du  système  formé  par  la  tangente  à  une  courbe,  la  nor- 
male principale  et  la  binormale.  L'auteur  détermine  les  conditions 
auxquelles  satisfait  nécessairement  un  tel  système. 

Pai>  VIN  (L.).  —  Nombre  des  s)  sternes  de  plans  que  peut  repré- 
senter une  équation  du  second  degré.  (6p.) 

On  suppose  que  les  coeflScients  soient  des  fonctions  entières  du 
degré  m  de  trois  indéterminées.  Le  nombre  est  10 //i*  en  génénl- 

Graindorge  (J.).  —  Questions  de  licence. 

Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  dcui 
forces  dirigées  vers  un  centre  :  l'une  attractive  et  proportionnelle  à 
la  distance  ;  l'autre  répulsive  et  en  raison  inverse  du  cube  de  la 
distance. 

RvcHONNET  (Ch.).  —  De  l'hélice  osculatrice. 

WoLSTE^'HOLME  (J.).  —  Excrcices  sur  le  tétraèdre. 

Pain  VIN  (L.).  —  Tliéorème  sur  les  surfaces,  '^y  p.) 

Ce  théorème  se  rapporte  à  la  transformation  définie  par  Jacobi 

dans  le  dernier  travail  posthume  publié  dans  le  Journal  de  Bor* 

chardt. 
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Saitcery  (L.).  —  Note  sur  le  quadrilatère  inscrit  dont  les  dia- 
gonales sont  rectangulaires.  (12  p.) 

AifDRÉ  (D.).  —  Théorèmes  de  Statique.  (6  p.) 

Walton  (W.).  —  Démonstration  du  théorème  de  Cauchy  : 
«  Toute  équation  a  une  racine,  »  (5p.) 

Chasles.  —  Propriété  des  diamètres  des  courbes  géométriques, 
(24  p.) 

(Extrait   des  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences, 

t.LXn.) 

Besàht  (  W.-H.).  —  Exercices  pour  la  licence. 


IMM'UIII 


^GS  OF  THE  LONDON  MaTHEMATIGAL  SoUETT. 

T.  m,  nov.  1869  à  nov.  1871  (•). 

Haulon  (G.-O.).  — La  veine  contracte.  (2  p.) 

Cleek  Maxwell  (J.).  —  Remarques  sur  le  Mémoire  précédent. 


(»p.) 

Cleek  Maxwell  (J.).  —  Sur  le  potentiel  d'un  disque  circu- 
laire uniforme.  (  2  p.) 

Clifford  (W.-K.).  —  Sur  les  relations  syzjgétiques  contenant 
un  grand  nombre  de  quantiques  linéaires.  (4  p*) 

L'auteur  se  propose,  dans  ce  travail,  de  généraliser  les  théo- 
rèmes principaux  de  la  Géométrie  de  direction  de  M.  Paul  Serret. 

Smith  (J.-S.).  —  Sur  les  propriétés  focales  des  figures  corréla- 
tives, (i  p.) 

Ceofton  (  W.).  —  Démonstration  du  théorème  de  Gauss  et  des 
(tnalogies  de  Neper.  (i  p.) 

RoBEETS  (S.).  —  Sur  l*  origine  du  discriminant  des  formes  ter- 
fuUres.  (3  p.) 

L'auteur  se  propose,  dans  cet  article,  de  donner  une  démonstra- 
^on  analytique  des  résultats  que  M.  Cremona  a  obtenus  par  la 

C*)  Toir  SuUeiinj  t.  III»  p.  344. 
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Gt^ométrûv  et  qui  sont  relatifs  à  Tinfluence  des  points  midliples 
communs  à  des  courbes  en  involution.  (^oiVp.  261-262  de  la  tra- 
duction allemande  de  Y  Introduction  à  la  Théorie  géométrique  des 
Courbes  planes.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  surface  des  centres  de  courbure  de  V el- 
lipsoïde, (2p.) 

Cayley  (A.).  —  Mémoire  sur  les  surfaces  du  4*  ordre,  (48  p.i 

Les  premiers  progrès  importants  faits  dans  la  théorie  des  sur- 
faces du  4^  ordre  sont  dus,  comme  on  le  sait,  à  IVI.  Kummer.  D'une 
part,  cet  éminent  géomètre,  dans  un  traTail  devenu  classique,  a  re- 
cherché toutes  les  surfaces  du  4*  ordre  sur  lesquelles  se  trouvent  des 
séries  de  coniques,  et,  de  cette  manière,  il  a  trouvé  toutes  celles  de 
ces  surfaces  qui  contiennent  une  ligne  double,  la  surface  de  Stelner, 
les  surfaces  ayant  une  droite  ou  une  conique  double,  etc.  D'autre 
part«  un  second  Mémoire  tK's-important,  mais  non  moins  conuu 
des  géomètres^  a  été  publié  par  M.  Kummer  dans  les  Mémoires  de 
rAcadémio  de  Ik'rlin.  Ce  travail  ^  qui  se  vend  séparément,  comme 
tous  ivu\  qui  sont  insérés  dans  le  Recueil  cité,  est  intitulé  :  «  Sur 
les  systèmes  de  rayons  rcctilignes,  et  en  particulier  sur  ceux 
du  i'"^  et  du  ^^"^  ordre  ^  ('^.  Dans  un  travail  antérieur,  qui  a 
paru  au  Journal  do  C relie  et  qui  a  été  traduit  dans  les  Noui'elles 
^•innitlrs  i/r>  .l/<iiAc*>fui/iyu(*jr.  M.  Kummer  avait  étudié  d*one  ma- 
nient ^ènéralo  les  systèmes  de  rayons  rectilignes.  Dans  le  second 
Mémoire^  rauteur  Si*  pn.^|Kkse  de  déterminer  tous  ceux  de  ces  sys- 
tèmes qui  SiUit  algébriques  et  d  un  ordre  égal  ou  inférieur  a  2. 

Tout  système  de  rayons  rectiligues  se  compose,  on  le  sait,  d*an 
certain  grv^uiH^  de  tJingentes  doubles  d^une  surface,  qu'on  appelle  la 
surtaiv  iWjile  du  svstènu\  Los  différentes  surfaces  focales  rencon- 
ti>x'5  |vjir  M.  Kummer  prëscnten;  ce  fait  singulier  que^  dans  le  cas 
gêner aK  c/A-^  «îk^-:;  y-^c  ^^«'y  /x^i •:,•>*  tfoiii/ftf  et  pas  de  ligne  mul- 
tiple. 

t.>i\  A  d  4K>nl  U  suriacf  4  lO  jKnnts  singuliers,  belle  générali- 
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sation  du  tctraédroïde  de  M.  Cayley  et  de  la  surface  des  ondes  de 
Fresnel.  C'est  à  juste  titre  que  la  surface  générale  à  i6  points 
singuliers  a  été  nommée  par  les  géomètres  surface  de  Kummer, 

En  même  temps  que  cette  surface,  Tauteur  en  indique  d'autres 
qui  ont  i5,  14^  iS»  12,  11  points  singuliers^  mais,  avec  celles-ci,  la 
recherche  qu'il  avait  entreprise  est  complète,  et  l'étude  des  rayons 
rectilignes  de  2*  ordre  ne  peut  donner  de  surfaces  ayant  moins  de 
II  points  singuliers. 

M.  Cayley  se  propose  de  présenter  une  esquisse  de  la  théorie  des 
surfaces  du  4*  ordre  ayant  des  points  multiples  [nodes).  On  sait  que 
le  nombre  de  ces  points  multiples  ne  peut  dépasser  16^  il  suffit,  de- 
puis les  recherches  de  M.  Kummer,  d'étudier  les  surfaces  ayant 
10  points  doubles  ou  moins  de  i  o  points.  L'auteur  considère  succes- 
sivement tous  les  cas  possibles.  Les  plus  intéressants  sont  ceux  qui 
correspondent  à  8,  9,  10  points  singuliers.  La  surface  à  10  points 
singuliers  est  la  discriminante  d'un  système  de  4  quadriques.  L'au- 
teur établit  les  relations  essentielles  entre  cette  surface,  qu'il  ap- 
pelle sjrnunetroid,  et  la  jacobierme  du  même  système.  Il  considère 
aussi  comme  cas  particulier  la  hessienne  d'une  surface  cubique. 

Ce  Mémoire,  contenant  une  foule  de  faits  importants,  doit  évi- 
demment être  consulté,  d'abord,  comme  ceux  que  nous  citerons 
plus  loin,  par  les  personnes  qui  voudront  entreprendre  des  re- 
cherches sur  la  théorie  des  surfaces  du  4^  ordre  à  points  multiples. 
Quelques  résultats  d'une  Note  publiée  au  tome  I  du  Bulletin, 
p.  354«  sur  la  discriminante,  se  trouvent  dans  le  Mémoire  antérieur 
de  M.  Cayley. 

Walker  (J.-J.).  —  Sur  les  points  correspondants  dans  certaines 
involutions.  (lap.) 

Cliffokd  (W.-K.).  —  Sur  un  cas  d' éx^aporation  dans  V ordre 
résultant.  (3  p.) 

Clehk  Maxwell.  —  Sur  lemouv^ement  des  fluides,  (7p.) 

RoBEUTS  (S.).  —  Sur  la  podaire  des  sections  coniques,  (12  p.) 
L'auteur  revient  sur  un  résultat  élégant  qu'il  avait  indiqué  dans 
le  Volume  précédent,  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Etant  donnés  deux  cercles  A,  B,  si  le  centre  de  A  se  trouve  sur 
B,  tout  point  invariablement  lié  à  une  droite  dont  la  longueur  est 
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le  rayon  de  A,  et  dont  les  extrémités  s'appuient  sur  les  deux 
cercles  A,  B,  décrit  une  podairede  section  conique. 

Cayley  (A.).  —  Note  sur  la  description  mécanique  précédente 
des  podaires  de  coniques. 

M.  Cayley  établit  uniquement  qu'elles  sont  unicursales. 

RoBERTS  (S.).  —  Sur  les  ov^ales  de  Descartes.  (20  p.) 
Description  de  la  courbe  au  moyen  des  cercles.  —  Sur  un  Sys- 
tème d*ovales.  —  Sur  la  normale,  etc. 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  transformation  rationnelle  entre  deux 
espaces,  (53  p.) 

L'auteur  considère,  dans  ce  Mémoire,  les  transformations  ration- 
nelles réciproques  dont  nous  avons  déjà  parlé  à  nos  lecteurs.  La 
première  Partie  est  consacrée  à  la  transformation  homographique  sûr 
deux  lignes  droites.  La  seconde  concerne  les  transformations  entre 
deux  plans,  découvertes  par  M.  Cremona.  L'auteur  donne,  pour  ces 
transformations,  des  Tables  très-étendues,  comprenant  un  grand 
nombre  de  cas  ;  puis  il  étudie  la  transformation  quadrique  entre  deux 
plans,  donne  les  formules  générales  et  examine  les  cas  particuliers. 
Après  avoir  étudié  cette  transformation,  il  développe  l'algorithme 
imaginé  par  M.  Clillbrd  pour  ramener  toute  transformation  de 
M.  Cremona  à  une  suite  de  transformations  quadratiques.  Enlin, 
laissant  de  côté  le  cas  du  plan,  M.  Cayley  examine  la  difficile  ques- 
tion de  la  correspondance  entre  deux  figures  dans  l'espace,  et  il  est 
ainsi  conduit  à  l'examen  des  transformations  suivantes  :  i®  celle 
qu'il  appelle  quadri-quadrique,  et  qui  se  ramène  par  l'homographie 
à  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques;  2® la  quadri- 
cubique^  qui  était  inconnue  auparavant,  et  dans  laquelle  aux  plans 
de  la  première  figure  correspondent,  dans  l'autre,  des  quadriques 
passant  par  une  droite  et  3  points,  et  aux  plans  de  la  deuxième 
figure  correspondent  dans  la  première  des  surfaces  réglées  *du 
3*  ordre  ]  3^  enfin  la  cubo-cubiquc,  qui  est  la  transformation  de 
Magnus,  étendue  à  l'espace. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  orales  de  Descartes  à  deux  foyers  ima- 
ginaires. (2p.) 

Cayley  (A.).  —  aperçu  sur  les  recherches  récentes  relatives 
aux  surfaces  du  4*  ordre  et  du  5*  ordre.  (9  p.) 
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Caylet  (A.).  —  Note  sur  la  théorie  de  la  transformation  ra^' 
tionnelle  entre  deux  plans.  (2  pO 

Cayley  (A.).  —  Second  Mémoire  sur  les  surfaces  du  4*  ordre. 

(3  p.) 

Walker  (J.-J.).  —  Sur  le  système  des  tangentes  à  la  cubique 
plane  et  à  la  courbe  du  4'  ordre,  (6p.) 

L'auteur  entend  par  système  des  tangentes  l'ensemble  de  celles 
qui  passent  par  un  point,  au  sujet  desquelles  il  donne  plusieurs 
théorèmes. 

RoBERTS  (S.).  —  Sur  l'ordre  et  les  singularités  de  la  courbe 
parallèle  à  une  courbe  algébrique,  (12  p.) 

L'auteur  donne  toutes  les  singularités  ordinaires  de  la  courbe. 

Cayley  (A.).  —  Un  théorème  analytique  sous  un  nouveau  point 
de  vue.  (i  p.) 

Cayley   (A.).  —  Sur  un  problème  de  calcul  des  variations. 

(«pO 

Clerk  Maxwell  (J.).  —  Remarque  sur  la  classification  ma- 
thématique  des  quantités  phjsiques.  (9p.) 

Cayley  (  A.) .  — Troisième  Mémoire  sur  les  surfaces  du  4*  ordre, 

(32  p.) 

Ce  Mémoire  traite  des  mêmes  sujets  que  les  précédents  du  même 

Volume  \  il  contient  bon  nombre  de  tableaux  et  de  résultats  nou- 
veaux. 

Strutt  (W.).  —  Note  sur  l'explication  de  la  couronne  donnée 
dans  les  leçons  d^ Optique  physique  de  F^erdet,  et  dans  d^ autres 
Oui^rages.  (  2  7  p.) 

Griffiths  (  J.)  .  —  Sur  le  problème  de  troux^er  le  cercle  qui  coupe 
trois  cercles  donnés  sous  des  angles  donnés.  (11  p.) 

L'auteur  résout  le  problème  et  donne  ensuite  plusieurs  dévelop- 
pements analytiques  dignes  d'intérêt. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  modèles  de  Plucker  pour  certaines 
surfaces  du  4'  ordre.  (6p.) 

RoBERTs  (S.).  —  Du  mouvement  d'un  plan  sous  certaines  condi- 
tions. (32  p.) 
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L'auteur  s'occupe  d'une  question  très-intéressante  et  qui  n'a  pas 
encore  été  étudiée  avec  le  soin  qu'elle  mérite.  Il  examine,  au  point 
de  vue  de  la  Géométrie  analytique,  les  différentes  espèces  de  mou- 
vement d'une  figure  plane  dans  son  plan.  Si  l'on  suppose  que  deux 
points  de  la  figure  soient  assujettis  à  décrire  deux  courbes  C»,  C', 
d'ordres  m,  ni  ^  tout  autre  point  décrira  une  courbe  d'oi*dre  ^kmnil^ 
et  de  classe  2  mm'  {m -i- m' — i).  Les  nombres  s'abaissent  si  les 
courbes  ont  des  directions  asymptotiques  communes,  ou  si  elles 
contiennent  les  points  circulaires  à  l'infini,  etc.  L'auteur  examine 
aussi  le  cas  où  il  y  a  une  seule  directrice  et  les  enveloppes  des  diffé- 
rentes lignes  de  la  figure,  ainsi  que  les  deux  lieux  des  centres  in- 
stantanés dans  les  deux  figures.  La  méthode  qu'il  a  suivie  est  fondée 
sur  de  remarquables  théorèmes  d'Analyse  de  M.  G.  Salmon. 

G.  D. 


VIERTELJÂHRSSCHRIFT  der  Natdrforsghbnden  Gesellschapt  in  Zurich. 
Redigirt  von  D**  Rudolf  Wolf,  Professor  der  Astronomie  in  Ziirich.  —  Ziiricb, 
in  Commission  bei  S.  Hohr. 

i5.  Jahrgang,  1870  (*). 

CuLMANN  (K.).  —  Sur  le  parallélogramme  et  sur  la  composi- 
tion des  forces,  (24  p.) 

On  obtient  d'une  manière  très-simple  les  propositions  de  la  Sta- 
tique par  l'emploi  de  la  méthode  analytique,  qui  a  déjà  fait  faire, 
dans  ces  derniers  temps,  de  si  grands  progrès  à  la  Géométrie,  et  qui 
consiste  à  introduire  dans  le  calcul  les  symboles  qui  représentent 
les  équations  des  lignes  et  des  points.  Â  Taide  de  cette  notation 
symbolique,  la  composition  des  forces  concourantes  en  un  mémo 
point  se  réduit  à  une  formule  de  sommation  YiCf-h.^  a,  étant  la  forme 
normale  de  l'équation  du  point  à  l'infini  dans  le  système  des  coor- 
données de  Plûcker,  et  Â  la  grandeur  de  la  force  \  la  composition 
des  forces  dans  le  plan  se  réduit  à  ime  formide  analogue  Z  a  A,  a 
étant  l'équation  normale  de  la  ligne  de  direction  de  la  force  dans  le 
plan  en  coordonnées  ordinaires.  Enfin  la  combinaison  de  ces  deux 


(*)  Bulletin  trimestriel  de  la  Société  des  Naturalistes  de  Ziirich.  Rédi^  par 
iM.  R.  WoLF.  Zurich,  chez  S.  HOhr.  —  Paraît  par  fascicules  petit  in-8<>.  En  allemand 
et  en  français. 
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ronnules  donne  la  composition  des  forces  dans  l'espace.  Par  cette 
oaëthode,  la  Statique  vient  prendre  place  à  côté  de  la  Géométrie 
analytique,  comme  la  Statique  graphique  se  ramène  à  la  Géométrie 
de  position,  et  l'introduction  des  nouveaux  symboles  fait  ressortir 
l'identité  des  deux  branches  de  la  Statique,  comme  elle  Ta  déjà  fait 
pour  les  deux  branches  de  la  Géométrie.  La  cause  intime  de  cette 
affinité  provient  de  ce  que  le  parallélogramme  des  forces  est  une 
proposition  géométrique,  qui  peut  se  démontrer  géométriquement. 
A  la  suite  de  cette  démonstration  vient  le  développement  des  deux 
formules  de  sommation,  dont  nous  venons  de  parler. 

ScHWARZ  (H. -A.). —  Sur  r intégration  de  l'équation  auxdiffé- 
rentielles  partielles -^^  -f-  -7-3-  =  o  pour  la  surface  d'un  cercle, 

(16  p.) 

Dans  sa  dissertation  inaugurale  (art.  18,  19,  21)  et  dans  son  Mé- 
moire sur  les  fonctions  abéliennes  [Journal  de  Borchardt,  t.  54, 
p.  I IQ,  114)9  Riemann  a  énoncé  quelques  théorèmes  généraux  cou- 
cernant  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dans  rétendue  d'une  aire  T,  sous  certaines  conditions  relatives  aux 
limites  et  aux  discontinuités.  Ces  théorèmes  n'ont  pas  encore  été 
rigoureusement  démontrés,  même  dans  le  cas  simple  et  important 
où  l'aire  donnée  se  réduit  à  un  cercle. 

Si  la  valeur  de  la  fonction  cherchée  u  en  chaque  point  du  con- 
tour de  l'aire  est  donnée  sans  autre  restriction  que  d'être  assujettie 
à  la  continuité,  on  n'a  pas  le  droit  d'admettre  que  cette  fonction  ait, 

le  long  du  contour,  des  dérivées  partielles  finies  -r-»    ;r'   T" 

[p  étant  la  distance  d'un  point  de  l'intérieur  au  contour,  comptée 
sur  la  normale  )  ^  car,  d'après  l'hypothèse  que  l'on  a  faite,  il  n'existe 
pas,  en  général,  de  dérivées  partielles  de  la  fonction  u  le  long  du 
contour,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Weierstrass  dans  ses  leçons, 
il  y  a  déjà  plusieurs  années. 

M.  Schwarz  se  borne  à  considérer  le  cas  où  l'aire  à  l'intérieur  de 
laquelle  se  meut  le  point  [x^j)  est  celle  d'un  cercle  tracé  sur  un 

4. 
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plan  simple,  la  fonction  n'ayant  sur  le  contour  aucun  point  de  dis- 


».  f 


continuité. 

FiEDLER  (W.).  —  Sur  les  coordonnées  projectiles.  (3i  p.) 
Le  mode  de  détermination  des  figures  dans  la  Géométrie  sjntlié- 
tique  conduit,  comme  on  sait,  aux  systèmes  de  coordonnées  de  la 
Géométrie  analytique.  M.  Chasles,  dans  sa  Géométrie  supérieure, 
et  y.  Staudt,  dans  ses  Beitrâge  zur  Géométrie  der  Lage,  ont  fait 
usage,  pour  cette  détermination,  des  rapports  anharmoniques,  sans 
toutefois  s'en  servir  pour  établir  les  équations  de  la  droite,  du  point 
et  du  plan,  ce  qui  est  fondamental  pour  la  Géométrie  analytique. 
L'emploi  des  rapports  anharmoniques  conduit  très-simplement  i 
ces  équations,  en  cherchant  à  introduire  dans  le  développement 
analytique  la  dualité  inhérente  à  la  nature  du  rapport  anharmoni- 
que,  telle  qu'elle  se  présente  dans  le  développement  de  la  Géomé- 
trie synthétique.  L'idée  essentielle  de  cette  extension  se  trouve 
déjà  dans  les  travaux  de  W.-R.  Hamilton  sur  les  quatemions 
(1860;.  M.  Fiedler  fait  voir  que  l'on  obtient  par  là  précisément  les 
systèmes  de  coordonnées  désignés,  dans  le  plan,  sous  les  noms  de 
coordonnées  trimétriques,  triponctuelles,  trilinéaires  ou  trianga- 
laircs,  cl,  dans  Tespace,  sous  ceux  de  tétramétriques,  etc.,  ou  lé- 
Iraédriques,  et  qui,  depuis  longtemps,  sous  la  dénomination  de 
coordonnées  homogènes,  sont  presque  exclusivement  en  usage  dans 
les  recherches  scientifiques.  On  les  obtient  ainsi  dans  toute  leur  gé- 
néralité^ et  Ton  aperçoit  aisément  les  modes  de  particularisa  tien 
les  plus  avantageux  dans  les  divers  cas.  La  clarté  géométrique  que 
Ton  gagne  ainsi  jette  un  jour  nouveau  sur  la  dépendance  des  coor- 
données générales  avec  les  coordonnées  ponctuelles  de  Descaries  et 
les  coordonnées  de  lignes  et  de  plans  de  Plùcker. 

WoLF  R .) .  —  Communications  astronomiques.  [  1  art . ,  3a-43  pl 
Observations  des  taches  du  Soleil  dans  l'année  1869.  ^*  calcul 
des  nombres  relatifs  et  des  variations  de  cette  année.  Quelques  con- 
sidérations sur  l'époque  actuelle  du  maximum.  Sur  les  variations 
de  déclinaison  observées  à  Bombay.  Nouvelles  recherches  sur  Tano- 
malie  singulière  qui  peut  se  présenter  dans  la  détermination  de 
I  équation  personnelle  ;  essai  d  une  explication  sur  cette  ano- 
malie. 

CH>senations  des  Uches  du  Soleil  pendant  les  années  l'jS^i'jii 
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et  1769.  NouveUe  détermination  de  Tépoque  du  minimum  en  iyS5 
et  de  l'époque  du  maximum  en  1769.  Marche  moyenne  du  phéno- 
mène des  taches  solaires,  comparaisons  de  cette  marche  avec  d'au- 
tres phénomènes.  Observations  magnétiques  à  Prague  en  1779; 
leur  comparaison  avec  la  variation  observée  par  M.  Wolf  au  moyen 
des  taches  solaires.  Communications  de  M.  Fritz  sur  les  taches  so- 
laires, les  aurores  boréales  et  le  magnétisme  terrestre,  avec  un  cata- 
logue des  aurores  boréales  observées  en  Suisse.  Notices  sur  les  Ou- 
vrages relatifs  à  la  constitution  du  Soleil. 

ScHNESBELi  (H.).  —  SuF  la  durée  du  contact  dans  le  choc  des 
corps  élastiques.  (i5  p.) 

L'auteur  emploie  pour  la  mesure  des  temps  très-courts  un  pro- 
cédé ingénieux  dû  à  Pouillet,  et  qui  consiste  à  faire  agir  sur  un 
galvanomètre  très-sensible  un  courant  assez  fort  et  d'intensité  con- 
stante, n  a  expérimenté  sur  le  choc  de  deux  pièces  d'acier  trempé, 
l'une  fixe,  l'autre  mobile,  et  il  est  parvenu,  en  faisant  varier  les 
circonstances  du  choc,  à  établir  les  lois  suivantes  : 

1^  La  durée  du  choc  croit  avec  la  masse  du  corps  choquant; 

a®  Elle  diminue,  au  contraire,  lorsqu'on  fait  croître  la  vitesse 
avec  laquelle  le  corps  choquant  rencontre  le  plan  fixe  ; 

3°  La  durée  du  choc  est  d'autant  moindre  que  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  surface  choquante  est  plus  grand. 

ScHWARz  (H.-A.).  —  Sur  un  passage  à  la  limite  par  un  pro- 
cédé alternant .  (  1 5  p .  ) 

On  sait  que  le  théorème  auquel  Riemann  a  donné  le  nom  de 
principe  de  Dirichlet,  et  dont  il  a  fait  la  base  de  ses  recherches  sur  les 
fonctions  de  variables  complexes,  n*a  pas  encore  été  démontré  d'une 
manière  pleinement  satisfaisante.  M.  Schwarz,  en  poursuivaot  ses 
recherches  sur  certains  problèmes  de  représentation  [Abbildung)^ 
recherches  publiées  en  partie  dans  le  Tome  70  du  Journal  de 
Borchardt  et  dans  le  Programme  de  l'Ecole  Polytechnique  fédé- 
rale pour  1869-1870,  a  été  conduit  à  un  mode  de  démonstration 
qui  lui  permet  d'établir  rigoureusement  tous  les  théorèmes  que 
Riemann,  dans  ses  Mémoires  publiés,  a  cherché  à  démontrer  au 
moyen  du  principe  de  Dirichlet. 

n  ne  s'agit  au  fond  que  d'établir  l'existence  d'une  fonction  u  des 
variables  réelles  or,  j",  qui,  dans  l'étendue  d'une  aire  donnée  T,  vé- 
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rîfie  réquation  aux  dérivées  partielles 

d^  il       d^  u 

et  qui  satisfasse,  en  outre,  à  certaines  conditions  données  aux 
limites  et  aux  points  de  discontinuité.  Dans  l'Extrait  qu'il  donne 
ici  de  son  travail,  l'auteur  se  borne  au  cas  où  toutes  les  conditions 
données  se  rapportent  aux  limites,  et  dans  lequel  on  exige  que  la 
fonction  u  soit  toujours  finie,  et  prenne,  le  long  du  contour  de  T, 
des  valeurs  finies  données,  appartenant  à  une  ou  à  plusieurs  suites 
continues.  On  peut  ramener  à  ce  cas  particulier  le  cas  général, 
comme  l'auteur  le  fera  voir  dans  une  communication  ultérieure. 

Le  procédé  de  M.  Schwarz  ne  suppose  nullement  que  la  cour- 
bure du  contour  de  Taire  soit  toujours  finie,  et  n'exclut  pas  les  dis- 
continuités de  la  direction  de  la  tangente  ^  le  contour  peut  présen- 
ter une  înGnité  de  points  saillants. 

Le  succès  de  la  démonstration  repose,  en  dernier  ressort,  sur  le 
lemme  suivant  : 

Concevons  le  contour  de  l'aire  T  partagé  en  un  nombre  Gni  de 
segments,  et  ceux-ci  divisés  en  deux  groupes,  dont  chacun  con- 
tienne au  moins  un  segment  ^  afTcctons  chaque  segment  d'un  indice 
impair  ou  pair,  suivant  qu'il  appartiendra  au  premier  ou  au  second 
groupe,  et  désignons  par  P  les  points  qui  séparent  les  segments 
d  indice  pair  des  segments  d'indice  impair.  A  l'intérieur  de  T,  ima- 
ginons que  l'on  donne  un  nombre  fini  de  lignes  analytiques  L,  qui 
n'aient  aucun  point  commun  avec  les  segments  d'indice  impair,  à 
ni^ins  que  ce  ne  soit  quelqu'une  des  extrémités  P,  et  qui  ne  soient 
pas  tangentes  à  ces  segments  en  ces  points  P.  Si  l'on  suppose  main- 
tenant une  fonction  u  déterminée  à  l'intérieur  de  T,  de  manière  à 
satisfaire  à  l'équation  Au  =  o,  et  «à  prendre  en  chaque  point  du  con- 
tour la  valeur  o  ou  -4-  i,  selon  la  parité  de  l'indice  du  segment  au- 
quel ce  point  appartient,  le  maximum  de  la  valeur  que  la  fonc- 
tion //  peut  prendre  le  long  des  lignes  L  est  un  nombre  positif  q. 
moindre  que  l'unité. 

Après  avoir  démontré  (comme  l'auteur  l'a  déjà  fait  dans  un  Mé- 
moire précédent,  pour  le  cas  du  cercle)  l'existence, pour  des  formes 
d  aire  simples,  d'une  fonction  vérifiant  l'équation  Aa  =  o  et  satis- 
faisant à  des  conditions  données  aux  limites,  il  s'agit  d'étendre  la 
démonstration   à  des  formes  d'aire  plus  compliquées,  composées. 
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en  quelque  sorte,  au  moyen  des  formes  simples.  On  peut  se  servir, 
pour  cela,  d'un  passage  à  la  limite,  qui  a  une  grande  analogie  avec 
1  épuisement  de  Tair  d'un  espace  clos,  au  moyen  d'une  machine 
pneumatique  à  deux  corps  de  pompe.  Dans  les  deux  cas,  en  effet, 
l'opération  consiste  en  deux  opérations  partielles  alternantes,  con- 
courant au  même  but,  d'une  manière  qui  n'est  pas  identique,  mais 
que  Ton  pourrait  plutôt  appeler  symétrique. 

Mousson  (A.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  phénomènes 
capillaires,  (17  p.) 

ScHiîEEBELi  (H.).  —  Communications  sur  la  Physique.  (4P') 
I.  Suite  des  recherches  sur  la  durée  du  contact  dans  le  choc  des 

corps  élastiques.  —  II.  Sur  les  ondulations  d'une  couche  fluide 

dans  un  corps  vibrant  transversalement. 

WoLF  (R.).  —  Notes  sur  l'histoire  des  Sciences  en  Suisse, 
L'auteur  publie,  sous  ce  titre,  une  suite  de  documents  inédits  ou 
peu  connus,  relatifs  à  des  Ouvrages  anciens  ou  à  la  biographie  des 
savants.  Nous  remarquons  dans  le  présent  Volume  une  suite  de  la 
correspondance  du  célèbre  constructeur  d'instruments  Repsold 
avec  Homer  •,  une  Note  relative  à  la  correspondance  des  Bernoulli, 
dont  on  n'a  pas  encore  retrouvé  la  trace  ^  des  documents  sur  Oppi- 
kofer  et  Emst,  inventeurs  d'un  planimètre,  sur  lequel  Puissant  a 
fait  un  rapport  à  l'Académie  des  Sciences  en  i835  -,  enfin  une  suite 
très-intéressante  de  lettres  du  baron  de  Zach  à  Horner.  On  sait  que 
la  volumineuse  correspondance  de  Zach,  qui  aurait  pu  être  d'une 
si  haute  importance  pour  l'histoire  scientilSque,  avait  été,  après  sa 
mort,  remise  aux  mains  de  Lindenau,  qui,  plus  tard,  eut  l'idée  in- 
concevable de  la  livrer  aux  flammes.  M.  Wolf  publie  des  extraits, 
d'autant  plus  curieux,  des  lettres  de  Zach,  restées  dans  la  famille  de 
Homer. 

BULLETINS  de  l'Académie  rotale  des  Scienxes  de  Belgique. 
T.  XXXn,  juilletKiécembre  1871  ('). 

Qletelet  (A.).   —  Sur  le  dév^eloppement  des  qualités  phy- 
siques, morales  et  intellectuelles  de  l'homme.  (2p.) 

(•)  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  a8i. 
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MoniiCBT  (Ch.)  .  —  Notice  sur  la  production  succeMtived'êclain 
identiques  aux  mêmes  lieux  de  l'atmosphère  peiulant  l'orage  du 
ajuillet  1871.  (4p-) 

Fbbbt  (F.).  —  jàspect  de  la  planète  Afars  en  1871.  [  9  p.) 
Daas  UDe  première  Notice,  insérée  aux  Bulletins  [t.  XXXI), 
l'auteur  a  résumé  les  résultats  de  ses  observations  de  In  pUniHc 
Mars  pendant  les  oppositions  de  1864  l-1  de  1867.  Le  but  du  ]>n^ 
sent  travail  est  de  faire  connaître  avtK:  précision  raxpecl  i|Ui'  cet 
astre  a  oflèrt  i  la  Terre  en  1871,  et  d'établir  quoique»  rapport* 
cotre  les  nooYeaux  dessins  et  les  précédents,  afin  d'en  faciliter  li 
comparaison. 

HovEEio  (J.-C).  —  lyun  moyen  de  mesurer  directement  U 
distance  des  centres  du  Soleil  et  de  Vénus  pendant  le  passage  de 

cette  planète.  (6  p.) 

Les  astronomes  admettent  géo^alement  qu'il  faudra  empl<7er, 
pour  l'observation  du  prochain  passage  de  Ténus  sur  le  Soleil,  es 
décembre  1874^  des  mesures  plus  nombreuses  et  plus  exactes  qw 
celles  de  1761  et  1769,  qui  éuient  principalement  relatives  am 
contacts,  si  l'on  veut  obtenir  une  grande  approximation  dans  li 
valeur  que  l'on  en  déduira  pour  la  parallaxe  du  Soleil. 

On  a  proposé  d'employer  l'héliomètre  pour  mesurer  un  grand 
nombre  de  fois,  pendant  les  six  à  sept  heures  que  doit  durer  le 
passage,  les  distances  entre  les  bords  des  disques,  d'où  l'on  pour- 
rait conclure  celle  des  centres  ;  mais  ce  moyen  semble  inférieur  i 
celui  qui  consisterait  à  prendre  directement  les  distances  de  centre 
à  centre,  au  moyen  d'un  héliomètre  modifié,  à  images  inégales, 
c'est-à-dire  dont  tes  deux  demi-objectifs  auraient  des  longueurs 
focales  différentes. 

En  supposant  que  le  moindre  grossissement  fût  3 1  fois  inférieur 
au  grossissement  principal,  on  pourrait  centrer  exactement  le  petit 
Soleil  sur  le  disque  de  Vénus  dans  la  grande  image. 

L'auteur  donne  quelques  détails  sur  la  construction  et  le  manie- 
ment de  l'héliomètre  à  grossissements  inégaux  dont  il  propose 
l'emploi. 

Pi^TBtD  {}.).  —  Une  expérience  relative  à  la  question  de  la 
jpeur  vésiculaire.  (5  p.) 


vapeur  vésiculaire.  (5  p 
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On  sait,  d'après  un  travail  de  M.  Duprez  (^),  que,  lorsqu'un  vase 
plein  d'eau  est  retourné,  l'orifice  ouvert  en  bas^  il  n'est  pas  néces- 
saire, pour  que  l'eau  y  demeure  suspendue,  que  cet  orifice  soit  très- 
étroit;  à  l'aide  de  précautions  particulières,  M.  Duprez  a  soutenu 
ainsi  l'eau  dans  un  tube  vertical  ayant  près  de  o",  02  de  diamètre 
intérieur.  Supposons  que  l'on  mette  alors  en  contact,  avec  la  sur- 
face intérieure  libre  de  cette  eau  suspendue,  une  très-petite  bulle 
creuse  d'eau;  l'air  qu'elle  contient  en  sera  aussitôt  chassé  et  s'élè- 
vera au  travers  du  liquide.  Imaginons  maintenant  que,  d'une  cer- 
taine distance  au-dessous  de  la  surface  intérieure  de  l'eau,  monte 
un  courant  de  vapeur  d'eau.  Si  cette  vapeur  se  compose  de  vési- 
cules, l'ensemble  des  bulles  qui  toucheront  l'eau  devra  donner 
naissance  à  une  sorte  de  nuage  qui  s'élèvera  lentement  dans  le  tube 
en  altérant  la  transparence  de  l'eau. 

Or  Texpérience  faite,  à  la  demande  de  l'auteur,  par  M.  Duprez 
ne  confirme  pas  cette  prévision,  et  M.  Plateau  la  considère  comme 
constituant,  sinon  une  preuve  convaincante,  du  moins  un  argument 
très-puissant  contre  l'hypothèse  de  l'état  vésiculaire  de  la  vapeur. 

Une  autre  objection  contre  cet  état  résulte  de  la  pression  consi- 
dérable que  l'air  subirait  dans  l'intérieur  des  vésicides. 

Db  Tillt  (J.-M.).  —  Note  sur  le  roulement  des  rouleaux  et 
des  roues  sur  un  plan  d'appui.  (a8  p.) 

L'auteur  étudie  d'abord  le  mouvement  d'un  rouleau,  soumis  à 
une  percussion  initiale,  sur  un  plan  horizontal  en  apparence,  mais 
exerçant  contre  le  rouleau  des  résistances  qui  dépendent  du  mou- 
vement de  celui-ci.  Il  traite  ensuite  de  la  théorie  du  mouvement 
uniforme  des  voitures  à  un  et  à  deux  trains. 

Ces  questions,  bien  qu'appartenant  aux  premiers  éléments  de  la 
Mécanique,  ont  été  résolues  parfois  d'une  manière  inexacte.  Les 
erreurs  provenaient  principalement  de  ce  qu'on  ne  mettait  pas  en 
évidence  le  rôle  de  la  réaction  totale  du  plan  d'appui  contre  les 
rouleaux  et  les  roues,  et  de  ce  qu'on  ne  prenait  pas  la  peine  de  vé- 
rifier toutes  les  équations  qui  doivent  exister,  pour  chaque  système 
rigide,  entre  les  forces  agissant  réellement  sur  lui  et  les  forces  di- 
rectement capables  des  variations  de  mouvement  que  ce  système 
subit. 

(*)  Mémoires  de  VAeadémie  rojaU  de  Belgique,  t.  XXVI  et  XXVIII. 
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QuETELET  (A.).  —  Sur  les  étoiles  filantes  de  la  période  de  no- 
i^embre  1871  et  sur  les  aurores  boréales  des  g  et  10  du  même 
mois.  (7p.)  —  Sur  l'abaissement  de  température  du  mois  de  dé- 
cembre  1871.  (2p.) 

Saltel  (L.).  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Catalan,  (i  p.). 
Cet  Extrait  contient  la  définition  d*uii  mode  très -général  de 
transformation  des  figures  planes. 


BULLETIN  DE  l'Académie  impériale  des  Sciences  de  SA»T-PÉTBisBouifi. 

T.  XV,  1870  («). 

WiLD  (H.). — De  la  détermination  du  poids  d'un  décimètre 
cube  d'eau  distillée  à  4  degrés  C.  (i3  col .) 

Sabiniiie  (G.).  —  Sur  la  méthode  de  distinguer  les  maxima  et 
les  minima  des  intégrales  définies  multiples.  (12  col.) 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  t.  56,  p.  12a,  du  Journal  de  Bar- 
chardt  [*),  M.  Clebsch  a  donné  la  discussion  de  la  variation 
seconde  d'Y  d'une  intégrale  définie  multiple  Y,  dont  il  s'agit  de 
distinguer  les  maxima  des  minima.  En  étendant  à  une  intégrale 
midtiplc  le  théorème  donné  par  Jacobi  pour  ime  intégrale  sim- 
ple ('),  M.  Clebsch  emploie,  pour  la  réduction  delà  variation  d*V, 
des  procédés  qui  découlent  des  principes  de  la  méthode  de  L^n- 
dre  (*).  M.  Sabinine  propose  pour  cette  réduction  un  moyen  plus 
convenable,  fondé  sur  une  substitution  directe  de  certaines  expres- 
sions algébriques  linéaires  de  quantités  arbitraires  à  la  place  des 
variations  tronquées  c«)i,  co,, ...,  que  subissent  les  fonctions  qui  se 
trouvent  sous  le  signe  de  Tintégrale  multiple. 

WiLD  (H.).  — Sur  la  compensation  complète  pour  la  tempéra- 
ture du  baromètre  à  balance.  (9  col.;  ail.) 

SoMOF  (J.).  —  Note  sur  la  rectification  approximatii^  des 
courbes  quelconques.  (4  col.) 


(*)  Xoir Buiitrtin,  t.  I,  p.  a:Jo. 

{*)  l 'eber  die  zweite  f^ariation  viei/acher  Intégrale. 

(")  Zitr  f'ariationsrechnung  und  Differentialgleickungen.  {^Journal  de  Crelle,  1. 17.) 
(  ^  )  Sur  la  manière  de  distinguer  les  maxima  et  Us  minima  dans  le  ealeul  des  'varia- 
lions.  {Mémoires  de  l'académie  des  Sciences^  1786,  p.  7.) 
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De  ses  travaux  antérieurs  sur  la  Cinématique,  Tauteur  a  déduit 
le  théorème  suivant,  pour  l'expression  de  la  longueur  d'un  arc  de 
courbe  suffisamment  petit  pour  qu'on  en  puisse  négliger  la  5®  puis- 
sance : 

La  longueur  de  l'arc  est  égale  aux  ^  de  la  corde,  moins  -^dela 

somme  des  projections  de  cette  corde  sur  les  tangentes  extrêmes, 

n  donne  ici  une  démonstration  directe  de  cette  proposition,  et 
rapplique  au  calcul  d'un  arc  d'ellipse. 

Stebiiitzki  (J.).  — Dév^iation  dujil  à  plomb  produite  par  l'at- 
traction des  monts  du  Caucase.  (12  col.^  ail.  ) 

Argelakder  (Fr.).  —  Obsers^ations  de  tremblements  de  terre 
an  moyen  de  nis^eaux  très-sensibles .  (3  col.*,  ail.) 

Savitch  (A.).  —  Observations  des  planètes  à  Saint-Péters- 
bourg. 
Oppositions  de  Vesta  et  de  Neptune,  en  1869. 

T.  XVI,  1871. 

Gyldén  (H.).  —  De  V influence  que  les  déplacements  de  l'axe 
de  rotation  dans  l'intérieur  de  la  Terre  peus^ent  exercer  sur  le 
niveau  de  la  mer,  (7  col. ^  ail.) 

L'auteur  conclut,  d'un  calcul  fait  pour  un  cas  fictif  plus  simple, 
que  les  variations  de  niveau  provenant  des  déplacements  possibles 
de  l'axe  de  rotation  dans  l'intérieur  du  globe  ne  sauraient  être 
assez  considérables  pour  expliquer  les  élévations  et  les  dépressions 
du  fond  de  la  mer  que  l'on  observe  dans  certaines  contrées. 

LiPKiKE  (L.).  —  Dispositif  articulé  pour  la  transformation 
rigoureuse  du  mouvement  circulaire  en  mouvement  rectiligne. 
(3  col.;  ail.) 

ZoLOTAREF  (G.).  —  Noto  relative  à  une  formule  de  M,  Liou- 
ville.  (3  col.) 

Démonstration  d'une  formule  contenue  dans  une  lettre  de 
M.  Liouville  à  M.  Le  Besgue  [Journal  de  Mathématiques,  cahier 
d'avril  1870). 

SoMOF  (J.).  —  Sur  un  moyen  algébrique  de  démontrer  le  prin- 
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cipe  de  Hamilton,  relatif  à  l'intégration  des  équations  de  la 
Dyiiamique,  (lo  col.) 

L'auteur  retrouve,  sans  s'appuyer  sur  le  calcul  des  variations  ni 
sur  le  principe  de  la  moindre  action,  les  résultats  obtenus  par 
M.  Liouville  [Comptes  rendus,  \6  juin  i856,  et  Journal  de 
Mathématiques,  2*  série,  t.  I,  p.  297). 

WiLD  (H.).  — Méthodes  perfectionnées  pour  la  compensation 
de  température  du  baromètre  à  balance.  (i5  col.,  i  pl.^  ail.) 

MiNDiNG  (F.).  —  Sur  la  méthode  des  moindres  carrés.  (3  col.; 
ail.) 

A  Taide  d'une  substitution  linéaire,  appliquée  à  l'expression  de 
la  somme  des  carrés  des  erreurs,  l'auteur  obtient  une  transfor- 
mation de  cette  expression^  au  moyen  de  laquelle  il  établit  très- 
simplement  l'expression  générale  donnée  par  Gauss  pour  le  poids 
d'une  fonction  quelconque. 

Glasenappe  (S.-V.).  —  Sur  l'apparition  de  la  comète  d*Enche 
en  1871.  (11  col.;  ail,) 

Karkine  (A.).  —  Sur  le  théorème  de  Poisson  et  son  réciproque. 
(5coL) 

On  démontre,  comme  on  sait,  que,  (f  et  ^  étant  deux  intégrales 
quelconques  d'un  système  canonique,  la  fonction  (cp,  ^)  en  est 
aussi  une  intégrale;  mais  la  proposition  réciproque  n'a  pas  encore 
été  démontrée.  L'auteur  établit  les  deux  théorèmes,  en  les  réunis- 
sant dans  une  seule  démonstration. 

Fritsche  (H.).  —  Sur  les  constantes  géographiques  de  Péking. 
(ai  p.,  I  pi.;  ail.) 
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MÉLANGES. 

SDl  DHI  ÉQDITIOII  TRUSCimiHTB; 
Par  M.  HERMITB. 

Soity*(x)  une  fonction  rationnelle  de  la  formule  suivante  : 

A  B  L 

1 7  -f- .  .  .  H T> 

X  —  a      X  ^  0  X  —  / 

les  quantités  a,  &,•.•,  /  étant  toutes  réelles,  et  les  coefficients  A, 
B,  • .  • ,  L  réels  et  positifs  ^  je  dis  en  premier  lieu  que  Téquation 

I  —  X 

où  a  est  une  constante  positive,  possède  /t  H- 1  racines  réelles, 
n  désignant  le  nombre  des  quantités  a,  6,  • . .  /,  comprises  entre 
—  I  et  +  I  •  Soit,  en  effet,  pour  un  instant, 

F(jr)=  loga  1^  -/(^), 

et  désignons  par  ^  et  A  deux  termes  consécutifs  de  la  série 

Ctf  Vf  Cf    .    •    •  y  tf 

en  supposant  les  termes  rangés  par  ordre  croissant  de  grandeur,  de 
sorte  que  la  fonction  rationnelle  f{x)  soit  finie  et  continue  lorsque 
la  variable  est  comprise  entre  les  limites  ^  et  A. 

Cela  étant,  la  fonction  log« »  et,  par  suite,  F(x)  sera  elle- 
même  réelle  et  continue  entre  ces  limites,  si  on  les  suppose  infé- 
rieures en  valeur  absolue  à  Tunité^  or,  ayant  pour  c  infiniment 
petit  et  positif 

F(g'+£)  =  -^,     F(A-£)=4-5, 
c'ett-à-dire  deux  résultats  de  signes  contraires,  nous  en  condoons 
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pour  Téquation  proposée  rexistence  d'une  racine  réelle  compri5e 
entre  g  et  h.  J'ajoute  qu'il  n'y  en  a  qu'une;  car,  en  prenant  la  dé- 
rivée de  F  (x),  on  obtient  cette  expression  positive  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  entre  —  i  et  -+-  i ,  savoir 

i  —  x'      (x — a)'       [x  —  6)'                (x — /)' 
de  sorte  que  F{x)  va  continuellement  en  croissant  depuis 

jusqu'à  H »  et  ne  s'annule  par  conséquent  qu'une  seule  fois.  En 

désignant  donc  par  n  le  nombre  des  quantités  a^  b^. .  .^l^  qui  sont 
comprises  entre  —  i  et  +  i ,  nous  prouvons  ainsi  que  l'équation 
proposée  possède /i  —  i  racines  réelles;  mais  ayant 

£ 

F(—  I  4-6)=  lOgflt » 

2  —  e 

quantité  infiniment  grande  et  négative,  on  voit  de  plus  qu'il  existe 
encore  une  racine  comprise  entre  —  i  et  le  terme  le  plus  voisin  de 
la  suite  ^^  £,...,  /;  en6n  une  dernière  racine  se  trouve  pareille- 
ment entre  le  terme  le  plus  voisin  de  l'unité  et  l'unité,  attendu  que 
Texpression 

F(i  —  €)=  loga 

est  infiniment  grande  et  positive. 

Eu  second  lieu,  je  dis  que  Téquation  proposée  ne  peut  admettre 
aucune  racine  imaginaire  don!  le  module  soit  inférieur  a  Tunité. 

Soit,  en  effet,  x  =  a  4-  jS  ^  —  i  une  telle  racine;  on  trouvera  d*abord 


Pour  calculer  ensuite  la  valeur^  que  Ton  sait  être  unique  et>ntière- 
ment  déterminée,  de  Texpression  log  — '■ — »  lorsque,  conformé- 
ment à  la  supposition  faite^  le  module  de  x  =  sr  +  ^%^^^^cst 
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rieur  à  l'unité,  j'emploierai  la  relation,  aisée  à  vérifier, 


log 


Or  on  en  déduit,  en  faisant,  pour  un  moment, 

P 
-Hi     dz    _  r-^'  dz 


^r-'  (pcc-z)dz         ^r-' dz 

J_,    {pa-z)'+^'      PP^       J_,   (p«_z)'4-P' 


et  l'on  voit  ainsi  que  le  coefficient  de  ^  v— -i  est  la  quantité  essen- 
tiellement positive 

/•-*-'  dz 

V_,     (p«-a)'+(3'* 

Ayant  donc,  pour  ce  même  coefficient  dans  l'expression  de 

une  quantité  qui  est  également  positive,  à  savoir 

A  B 


nous  reconnaissons  que  la  partie  imaginaire  de  F(a  + 13  ^ —  i  )  ne 
peut  jamais  s'évanouir,  de  sorte  que  notre  équation  n'admet,  comme 
nous  voulions  l'établir,  que  des  racines  réelles. 
La  relation  précédemment  employée,  à  savoir 


log 


donne  lieu  à  cette  remarque  que,  en  posant 

I  -h  JC 


I  —  X 


=  a, 
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d'où 

loga  = 


celle  des  yalcurs  en  nombre  infini  du  logarithme  qui  se  trouve  ainsi 
représentée  par  l'intégrale  définie  est  l'intégrale  /  — «en  suppo- 
sant que  la  variable  z  décrive  la  ligne  droite  joignant  les  deux 
points  qui  ont  pour  affixes  i  et  a. 
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Darboux  (G.).  —  Sur  les  théorèmes  d'Ivory  relatifs  aux  surfaces 
homofocales  du  a*  degré.  Gr.  in-8®,  1872.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars.  2  fr. 

Ce  petit  volume  de  84  pages  traite  des  propriétés  métriques  focales  des  sur- 
faces du  2'  degré.  Ces  propriétés,  que  Jacobi  a  découvertes  et  déduites  du  théo- 
rème d'Ivory  sur  les  points  correspondants  de  deux  ellipsoïdes,  constituent  uns 
généralisation  de  la  propriété  métrique  focale  des  sections  coniques.  L'auteur  eo 
rattache  l'examen  à  celui  d'une  transformation  remarquable  d^nie  par  Jacdn. 
n  étend  les  propositions  relatives  aux  quadriques  à  des  surfaces  plus  générales  : 
les  cyclides,  qui  sont  les  surfaces  du  4*  ordre  ayant  le  cercle  de  l'infini  pour 
ligne  double.  Cette  étude  se  rapporte  au  Mémoire  posthume  de  Jacobi,  et  au 
travaux  de  M.  Hermès  publiés  récemment  dans  le  Journal  de  Barchardi,  t.  73, 
p.  179.  Voir  aussi  Œuvres  de  Jacobi,  t.  III. 

Ofterdinger  (L.-F.).  —  ZumÂndcnken  anJohannes  Kepler.  Rede 
gelialten  zur  Feier  des  3oo  jâhrigen  Geburtstages  Keplers,  am 
27.  Decembcr  1871  in  der  ôfTentlichen  Sitzung  des  Vereins  (ur 
Matliematik  und  Naturwissenschaften  in  Ulm.  —  Ulm,  J.-E. 

Ling,  1872,  in-8®. 

L'auteur  donne  plusieurs  détails  intéressants  sur  Kepler,  sa  vie  et  ses  tra- 
vaux. Il  croit  pouvoir  fixer  avec  une  précision  tout  astronomique  le  lieu  et  la 
date  de  naissance  de  l'illustre  savant.  Kepler  serait  né  à  Weil,  ville  libre  impé- 
riale, le  27  décembre  1671,  à  a'^Bo"*  de  l'aprés-midi.  Que  de  personnes  aujooi^ 
d'hui  ne  connaissent  pas  avec  autant  d'exactitude  la  date  de  leur  propre  nais- 
sance! 
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REVUE  RIRLI06RAPHIQUE. 

CâSORATI  (F.)  :  Lb  propribtà  gabdiiuu  degu  strumbnti  orna  anche  non 
GBNTEATi.  —  CREMONA  (L.)  :  Lb  figueb  recipeoghb  nblla  Statiga  gbafica  (* ) . 

Le  Mémoire  de  M.  Casorati  est  partagé  en  deux  Sections,  dont 
chacune  est  subdivisée  en  Chapitres.  Le  premier  Chapitre  de  la 
première  Section  comprend  une  revue  des  travaux  publiés  sur  les 
systèmes  de  lentilles  depuis  i84o,  et  quelques  recherches  critiques 
sur  la  découverte  des  points  nodaux  dans  un  système  centré,  c'est- 
à-dire  dans  un  système  dans  lequel  tous  les  centres  des  calottes 
sphériques  qui  constituent  les  faces  des  lentilles  sont  en  ligne 
droite.  Le  Chapitre  II  est  consacré  à  une  exposition  étendue  des 
propriétés  des  instruments  d'optique,  dans  le  cas  où  les  centres  des 
calottes  sphériques  sont  en  ligne  droite  ou  fort  peu  éloignés  d'une 
même  droite  ;  cette  exposition  est  fondée  sur  Texistence  des  six 
points  cardinaux,  et  sur  la  propriété  que  les  images  des  objets  situés 
sur  un  plan  normal  à  la  droite  cardinale  constituent  des  figures 
semblables  à  celles  qui  sont  formées  par  les  objets  et  situées  sur  un 
plan  normal  à  la  droite  cardinale.  Les  Chapitres  UI  et  IV  contiennent 
une  exposition  des  propriétés  principales  des  télescopes  et  des  mé- 
thodes qui  servent  à  la  détermination  du  grossissement  ^  Fauteur  y 
donne  les  méthodes  de  Lagrange,  de  Ramsdcn  et  de  Dollond,  fondées 
sur  la  comparaison  des  dimensions,  et  les  méthodes  de  Galilée,  de 
Pouillet,  de  Gauss  et  de  Porro,  fondées  sur  la  comparaison  des 
angles  :  la  dernière  de  ces  méthodes  n'était  point  encore  connue,  et 
parait  être  la  plus  exacte. 

Dans  la  seconde  Section,  T auteur  traite  analytiquement  le  pro- 
blème, et,  en  étudiant  le  parcours  d'un  rayon  lumineux  qui 
traverse  un  système  optique,  démontre  l'existence  d'une  droite 
cardinale,  c'est-à-dire  telle  qu'elle  contient  un  rayon  incident  et 
le  même  rayon  émergent,  tant  dans  le  cas  théorique  d'un  système 
centré  que  dans  le  cas  réel  d'un  système  qui  n'est  pas  exactement 
centré.   C'est  en  déduisant  d'une  façon  élégante  les  paramètres 


(  '  )  Les  propriétés  cardinales  des  instruments  d'optique,  même  quand  ils  ne  sont  ptu 
centrés,  par  F.  Casoaati.  —  Les  figures  réciproques  dans  la  Statique  graphique^  par 
L.  Caemoiia.  —  Milan,  G.  Bernardoni,  1873. 

BaU,  des  Sciences  mathém.  et  astron,^  t.  IV.  (FéVrifr  1873.)  ^ 
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de  la  droite  émergente  de  ceux  de  la  droite  incidente  que  l'auteur 
démontre  Texistence  de  toutes  les  propriétés  admises  ou  énoncées 
dans  la  première  Section. 

En  résumé,  ce  Mémoire,  important  pour  les  ingénieurs  et  pour 
les  fabricants  d'instruments  d'optique,  contient  dans  la  première 
Partie  une  exposition  à  peu  près  complète  des  propriétés  des 
instruments  en  usage,  et  dans  la  seconde  Partie  la  démonstration 
analytique  de  ces  propriétés. 

—  C'est  une  propriété  bien  connue  dans  la  Statique  des  systèmes 
de  forme  invariable  qu'un  système  quelconque  de  forces  peut  se 
composer  d'une  inCnité  de  manières  différentes  en  une  résultante 
et  un  couple,  et  qu'à  chaque  point  de  l'espace  correspond  une 
position  particulière  du  plan  du  couple,  de  façon  que,  étant  donné 
un  système  de  forces,  on  peut  faire  correspondre  à  chaque  point 
de  l'espace  un  plan  qui  passe  par  ce  point,  et  vice  versa.  M.  Crc- 
mona  propose  d'appeler  le  point  pôle,  et  le  plan  correspondant 
plan  polaire.  Si  maintenant  on  s'imagine  un  polyèdre  quelconque, 
et  que  l'on  détermine  les  plans  polaires  des  sommets  de  ce  polyèdre 
par  rapport  à  un  système  donné  de  forces,  on  aura  deux  polyèdres 
qui  seront  en  même  temps  inscrits  et  circonscrits  l'un  à  l'autre.  Ces 
deux  polyèdres  sont  dits  réciproques,  et  les  arêtes  de  l'un  sont  les 
droites  conjuguées  aux  arêtes  de  l'autre  par  rapport  au  système  de 
forces  donné,  dans  le  sens  qu'on  donne  aux  mots  droites  conjuguées 
dans  la  Statique.  Les  projections  orthogonales  de  deux  polyèdres^ 
réciproques  sur  un  plan  normal  à  l'axe  central  des  forces  données 
seront  deux  polygones,  que  l'auteur  appelle  réciproques,  et  dont  la 
propriété  principale  est  que  les  côtés  homologues  sont  parallèles, 
parce  que  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  conjuguées  est 
normale  n  l'axe  central. 

Ces  définitions  étant  établies,  l'auteur  démontre  que  le  polygone 
funiculaire  [Seilpoljgon)  et  le  polygone  des  forces  [Kràfiepolj^ 
gon)y  dont  M.  Culmann  a  fait  usage  dans  son  Traité  :  «  Die  gra- 
phische  Statik  »,  pour  résoudre  les  problèmes  de  Statique  quand  les 
forces  sont  dans  un  plan,  peuvent  être  considérés  comme  deux  poly- 
gones réciproques,  ce  qui  est  fort  utile  pour  la  construction  eflcctive 
de  ces  diagrammes^  car  les  côtés  homologues  sont  parallèles.  Si  les 
forces  concourent  en  un  point,  le  diagramme  formé  par  les  lignes 
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Hl'actîon  des  forces  (supposées  en  équilibre)  et  par  le  polygone  funi- 
culaire peut  être  considéré  comme  la  projection  d'une  pyramide  qui 
a  n  faces  latérales,  tandis  que  le  polygone  des  forces,  avec  les  droites 
qui  projettent  ses  sommets  d'un  point  qui  a  été  fixé  auparavant 
pour  construire  le  polygone  funiculaire,  peut  être  considéré  comme 
la  projection  d'une  pyramide  réciproque  de  la  première. 

Si  les  forces  ne  concourent  pas  en  un  point,  il  faut  construire 
deux  polygones  funiculaires  qui  correspondent  à  deux  points  o  et 
cf  du  plan;  dans  ce  cas,  le  diagranmie  formé  par  les  deux  polygones 
funiculaires  et  les  lignes  d'action  des  forces  est  la  projection  d'un 
solide  terminé  par  deux  polygones  et  des  faces  latérales  quadrila- 
tères \  le  diagramme  formé  par  le  polygone  des  forces  et  les  droites 
qui  joignent  ses  sommets  aux  deux  points  o  et  cf  est  la  projection 
d'un  polyèdre  réciproque  du  premier  et  formé  par  deux  pyramides 
dont  les  faces  latérales  se  coupent  deux  à  deux  suivant  un  polygone 
gauche.  En  considérant  sous  ce  point  de  vue  les  deux  diagrammes, 
on  a  facilement  ces  deux  théorèmes  importants  :  1°  les  points 
d'intersection  des  côtés  homologues  des  deux  polygones  funicu- 
laires sont  sur  une  droite  parallèle  à  la  droite  ocf -^  2?  la  ligne 
d'action  de  la  résultante  d'un  certain  nombre  de  forces  consécutives 
passe  par  un  point  qui  est  l'intersection  des  deux  côtés  du  polygone 
funiculaire  qui  partent  ou  arrivent  respectivement  des  lignes 
d'action  des  forces  extrêmes. 

L'auteur  considère  ensuite  un  polyèdre  qui  a  un  bord,  et  à  ce 
polyèdre  il  joint  une  pyramide  qui  a  son  sommet  en  un  point 
quelconque  de  l'espace^  et  pour  ligne  directrice  le  bord  du  polyèdre 
•donné;  la  projection  du  polyèdre  réciproque  sur  un  plan  peut  être 
considérée  comme  le  schéma  d'un  treillis  ;  les  projections  des  arêtes 
•qui  correspondent  au  bord  de  l'autre  polyèdre  peuvent  être  con- 
sidérées comme  les  lignes  d'action  des  forces  extérieures,  tandis 
que  les  projections  des  côtés  du  bord  de  l'autre  polyèdre  mesurent 
la  grandeur  de  ces  forces.  En  faisant  alors  éloigner  jusqu'à  l'infini, 
toujours  perpendiculairement  au  plan  des  figures,  le  sommet  de  la 
pyramide  auxiliaire,  le  plan  correspondant  dans  la  figui^e  réciproque 
devient  le  plan  à  l'infini,  et  les  deux  diagrammes  se  réduisent,  l'un 
au  schéma  du  treillis  et  aux  lignes  d'action  des  forces,  l'autre  à  un 
polygone  qui  mesure  la  grandeur  des  forces  extérieures  et  des 
«fibrts  extérieurs.  Etant  donné  le  premier  polygone,  il  faut,  pour 

5. 
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construire  le  second,  tenir  compte  de  cette  règle  :  dans  le  polrgtrae 
des  forces  extérieures  doivent  se  suivre  les  côtés  équivalents  à  des 
forces  dont  les  ligues  d'action  apparlienneni  au  contour  d'un  même 
polygone,  lequel  correspond  au  point  d'intersection  des  deuj  cAtés. 
!Nous  avons  donc,  pour  construire  les  droites  qui  mesurent  la 
grandeur  des  clTorts,  à  construire  un  polygone  dont  les  cotés  sont 
parallèles  aux  côtés  d'un  polygone  donné,  étant  connue  seulement 
la  grandeur  de  quelques-uns  des  cotés  du  polygone  à  constmire 
(les  côtés  qui  représentent  les  forces  extérieures).  L'auteur  dé- 
montre qu'il  est,  pour  cela,  nécessaire  de  partir  d'un  noeud  où  ne 
concourent  que  deux  seuls  éléments  du  treillis,  parce  qu'à  ce  noEod 
correspond  un  triangle  dont  un  cAté  est  commnn. 

Après  avoir  donné  une  méthode  ponr  reconnaître  à  nn  tirant  <h 
treillis  est  étiré  ou  comprimé,  l' auteur  passe  à  une  série  d'ij^lka- 
tions,  et  donne  les  diagrammes  relatifs  à  un  pont,  i  une  remise  de 
locomotives,  k  nn  pont  sospendu,  etc.  E.  P. 


BACHHANN  (P.),  a.  o.  Professor  an  der  Universitat  Breelan.  —  D»  Lont  fts 
DKB  KaBtsTHEiLtJHG  tjm  lOBB  Beziebukcbn  zur  ZinLurTHEinii.  —  Lapog, 
Teuboer;  1873  ('). 

L'Ouvrage  de  M.  Bachmann  traite  d'une  théorie  qui  a  trouvé  son 
origine  dans  les  belles  recherches  de  Gauss,  relatives  à  l'équation  bi- 
nôme, et  publiées  dans  les  DisquisUiones  arithmeticœ  (Section  Vil}. 
Le  problème  suivant  ;  Inscrire  dans  un  cercle  un  polygone  régiJier 
d'un  nombre  de  côtés  donné,  est  un  des  plus  anciens  que  se  soioit 
proposés  les  géomètres.  Pythagore,  Euclide  ont  connu  la  solution 
des  cas  simples  de  ce  problème.  Gauss,  en  introduisant  dans  l'étude 
de  cette  question  des  principes  analytiques  nouveaux  et  d'une  grande 
importance,  a  seul  ajouté  quelque  chose  d'essentiel  k  la  solntion 
des  anciens  géomètres,  en  montrant  qu'on  saura  diviser  la  circonfé- 
rence en  p  parties  égales  toutes  les  fois  que  p  sera  nn  nombre  pre- 


[')  BlcnHAii  (P.).  profesicur  eilriordlDiire  k  IToJTanitd  da  BrailBa  :  TUonttU 
la  Jitiiiom  Ju  cerelt  et  iti  rapfartt  mve  la  théorie  det  nombra,  ln<fl*,  3oo  p«|a*- 
Pria  !  9  tt,  5s. 
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mier,  p —  i  étant  une  puissance  de  2.  Grâce  à  ces  recherches,  la 
théorie  de  la  division  du  cercle  est  devenue,  en  quelque  sorte,  un 
point  central,  autour  duquel  viennent  se  grouper  naturellement 
plusieurs  questions  importantes  d'Algèbre,  de  Géométrie  et  d'Arith- 
métique supérieure. 

On  peut  trouver  dans  l'étude  de  ces  questions  des  éléments  natu- 
rels d'un  G>urs  intéressant  et  utile  sur  la  Théorie  des  nombres. 
M.  Stem,  à  Goettingue,  a  pris  plusieurs  fois  cette  portion  de  la 
Théorie  des  nombres  pour  sujet  de  ses  leçons,  et  M.  Bachmann  doit 
à  l'obligeance  de  M.  Kronecker  la  communication  d'une  rédaction 
des  leçons  de  Jacobi  sur  le  même  sujet.  Hâtons-nous  de  dire  cepen- 
dant que  le  Livre  de  M.  Bachmann  est  une  œuvre  personneUe,  et 
non  la  reproduction  des  leçons  de  Jacobi. 

Le  Livre  deM.  Bachmann  est  divisé  en  Leçons.  Les  cinq  premières 
sont  consacrées  aux  propriétés  des  racines  de  l'équation  binôme  et 
aux  différentes  démonstrations  qu'on  a  données  de  l'irréductibilité 
de  l'équation  dont  dépend  la  division  du  cercle.  On  sait  que  ce  pro- 
blème se  ramène  immédiatement  à  la  résolution  de  l'équation  aux 
racines  primitives  de  l'équation  binôme  d'un  degré  donné.  Cette 
équation  est  irréductible,  et  plusieurs  démonstrations  différentes 
ont  été  données  de  cette  propriété  essentielle  de  l'équation.  L'auteur 
expose  celles  de  Kronecker,  d'Eisenstein,  d'Amdt. 

Les  trois  Leçons  suivantes  ont  pour  objet  l'exposition  de  la  mé- 
thode de  Gauss  et  l'application  de  cette  méthode  à  quelques 
exemples.  Le  reste  de  l'Ouvrage  comprend  les  applications  de  cette 
théorie  à  l'étude  des  résidus  quadratiques,  de  la  décomposition  des 
nombres  en  carrés,  des  résidus  biquadratiques  et  de  la  loi  de  réci- 
procité pour  ces  résidus,  des  résidus  cubiques  et  des  nombres  com- 
plexes, des  formes  quadratiques  et  de  l'équation  de  Pell. 

L'exposition  nous  a  paru,  en  général,  claire  et  satisfaisante,  et 
nous  ne  doutons  pas  que  l'Ouvrage  soit  utile  aux  personnes,  mal- 
heureusement trop  peu  nombreuses,  qui  s'occupent  de  la  Théorie 
des  nombres. 
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WOLF  (D'  Rudolf),  Professor  in  ZUrich.  —  Handbucr  dee  Mathdiâtik, 
Phtsik,  Geodasie  und  Astronomie.  Mit  zahlreichen  in  den  Text  einge^ 
druckten  Holzstichen.  ^  Zurich,  Dnick  und  Verlag  von  Friedrich  Schulthess; 
1869-1872  (•). 

Ce  Manuel  est  un  développement  du  Recueil  abrégé  ('),  publié 
par  Tauteur  il  y  a  plusieurs  années,  et  dont  la  4'  édition  a  paru  en 
1869.  Le  plan  des  deux  Ouvrages  est  le  même,  à  l'étendue  près,  et 
leurs  tables  des  matières  ne  diffèrent  que  par  les  chiffires  de  la  pagi- 
nation*, de  sorte  qu'en  parlant  du  Handbuch  nous  ferons  connaître 
en  même  temps  le  Taschenbuch.  Cependant,  outre  le  développe- 
ment plus  grand  des  détails,  le  Manuel  présente  une  addition  im- 
portante, celle  de  courtes  indications  historiques  et  bibliographi- 
ques sur  les  principaux  auteurs  qui  ont  traité  des  matières  conte- 
nues dans  chaque  Chapitre,  indications  précieuses,  telles  qu'on  les 
pouvait  attendre  d'un  auteur  aussi  versé  dans  l'histoire  des  Sciences 
que  M.  Wolf. 

Le  premier  Volume  de  l'Ouvrage  est  consacré  aux  Mathémati- 
ques et  à  la  Physique  générale.  Il  se  divise  en  quatre  Sections  : 

A.  Arithmétique  (comprenant  l'Algèbre  et  le  Calcul  infinitési- 
mal)*, 

B.  Géométrie  (élémentaire  et  analytique); 

C.  Mécanique; 

D.  Physique. 

On  ne  peut  s'attendre  à  trouver,  dans  un  espace  aussi  restreint 
(3o6  pages),  un  traité  complet  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées. L'auteur  a  dû  se  borner  à  donner  les  formules  et  les  con- 
structions qui  sont  d'un  usage  fréquent,  principalement  dans  les  ap- 
plications astronomiques.  Il  en  est  de  même  des  notions  succinctes 
de  Mécanique  et  de  Physique.  Ces  dernières  contiennent  surtout 
les  résultats  et  leur  expression  en  formules  ;  mais  les  nombreux 
renseignements  bibliographiques  qui  les  accompagnent  mettent  le 


(*)  V^'oLF  (D^  R.)y  professeur  à  Zurich.  —  Manuel  de  Maihématiçues,  nie  Pl^siqmef 
de  Géodésie  et  d* astronomie.  Avec  de  nombreuses  figures  dans  le  texte.  —  Zurich, 
1869-1872;  2  vol.  gr.  in-80  (493-459  p.).  Prix  :  33  fr. 

(')  Taschenbuch  fur  Mathematik^  Phjrsik,  Geodasie  und  jittronomie,  ^,  amgear» 
beitete  Auflage  mit  Holzschnitten  und  Tabellen.  —  Zurich,  Fr.  Schulthess,  1869  ^ 
I  vol.  in-i8(433  p.). 
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lecteur  à  même  de  compléter  par  ses  propres  recherches  les  indica- 
tions sommaires  du  texte. 

Dans  ces  indications  si  utiles,  les  noms  propres  sont  générale- 
ment transcrits  avec  soin.  Il  faut  en  excepter  pourtant  le  nom  de 
l'illustre  physicien  à  qui  Ton  doit  la  découverte  de  l'induction  : 
M.  Wolf  le  désigne  constamment  sous  le  nom  de  Faradey,  tandis 
que,  sur  les  titres  de  ses  Mémoires,  que  nous  avons  sous  les  yeux 
et  dont  plusieurs  portent  quelques  mots  écrits  de  la  main  de  l'au- 
teur lui-même,  nous  lisons  toujours  Faraday. 

Le  second  Volume  est  consacré  aux  différentes  branches  de  l'As- 
tronomie, et  forme  un  véritable  Traité  pratique  de  cette  science.  Il 
se  divise,  comme  le  premier,  en  quatre  sections  : 

E.  Notions  préliminaires^ 

F.  La  Terre  et  la  Lune  •, 

G.  Le  Système  solaire; 

H.  La  Constitution  de  l'Univers. 

La  section  G  contient  quelques  développements  de  Mécanique 
céleste,  et  l'auteur  y  établit  les  formules  pour  la  perturbation  des 
planètes  et  de  la  Lune. 

^  A  chacun  des  deux  Volumes  sont  jointes  des  tables  numériques  et 
astronomiques.  Nous  y  remarquons  aussi  une  table  historique, 
indiquant,  en  i5  pages,  la  date  des  principaux  événements  scientifi- 
ques depuis  l'antiquité. 

En  terminant  cet  article,  nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de 
signaler  à  nos  lecteurs  les  intéressants  volumes  qu'a  publiés 
M.  R.  Wolf  sur  la  biographie  des  savants  célèbres  de  la  Suisse  ('). 
Nous  connaissons  peu  de  lectures  plus  attachantes  que  celle  de  l'his- 
toire scientifique  de  ce  pays  privilégié,  qui  a  donné  aux  Mathéma- 
tiques Euler  et  l'illustre  dynastie  des  BemouUi. 

J.  H. 


(*  )  Biographien  sur  Kuleurgeschiehte  der  Schiveiz.  Zurich,  i858-i863  j  4  ▼ol*  in-8®. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PERIODIQUES. 

COMPTES  RENDUS  hkbdoiudaiebs  dbs  séances  db  l'Agadéiiib  dis  ScmicB. 
T.  LXXV,  %*  semestre  187a. 

NO  1.  Séaee  fa  !«' jiiUet  1872. 

BouRGET  (  J.).  —  TJiéorie  mathématique  du  moui^ment  (tune 
corde  dont  une  des  extrémités  possède  un  mouvement  périodique 
donné, 

Duhamel,  le  premier,  avait  étudié  le  cas  où  Tune  des  extrémités 
de  la  corde  était  animée  d'un  mouvement  vibratoire  déterminé 
perpendiculaire  à  la  direction  de  la  corde  au  repos  {Journal  de 
Mathématiques,  t.  VXII,  i843).  M.  Bourget  a  repris  et  complété 
cette  théorie,  à  laquelle  Duhamel  avait  donné  peu  de  développe- 
ments. Les  résultats  de  l'Analyse  permettent  d'expliquer  un  grand 
nombre  de  circonstances  singulières,  et  en  particulier  celles  qui 
ont  été  observées  par  Melde. 

Marie  (Max.).  —  Sur  quelques  propriétés  générales  de  l'en" 
yeloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu  plan. 

L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'une  courbe  y  (x,j')  =  0 
est,  suivant  M.  Marie,  le  lieu  des  points  imaginaires  de  contact 
des  tangentes  au  lieu  total  y  (j:,j^)  =0,  dont  les  coefficients  an- 
gulaires sont  réels. 

Voici  quelques-unes  des  propriétés  signalées  par  l'auteur  : 

La  développée  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un  lien 
est  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  développée  du  lieu, 
et  réciproquement.  Les  intégrales  rectificatrices  de  l'enveloppe  réelle 
et  de  l'enveloppe   imaginaire    d'un  même  lieu   ont   toujours  les 

mêmes  périodes,  au  facteur  y  —  i  près. 

Resal  (H.).  —  Equations  générales  du  mou\^ment  d'un  corps 
solide  rapporté  à  des  axes  mobiles, 

FouRNiER.    —   Résumé    d'une    méthode   nouvelle    et   rapide 
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pour  la  régulation  des  compas,\  à  la  mer,  dans  tous  les  cas  pos» 
sibles. 

N»  2.  8iuci  h  8  jiiUel  1872. 
NO  3.  Silice  h  15  jiiUet  1872. 

Pâmboue  (bb).  —  Sur  la  théorie  de  la  roue  à  réaction. 

Rbspighi  (L.).  —  Réponse  aux  critiques  présentées  par  le 
P.  Secchi,  à  propos  des  observations  faites  sur  quelques  particu" 
larités  de  la  constitution  du  Soleil. 

NO  4.  Sinee  h  22  jiillet  1872. 

Le  Verriee.  —  Sur  les  masses  des  planètes  et  la  parallaxe  du 
Soleil. 

M.  Le  Verrier  pense  que  l'époque  est  arrivée  où  la  détermination 
directe  de  la  masse  de  la  Terre  peut  être  obtenue  par  l'emploi  des 
variations  séculaires  des  éléments  des  orbites  des  planètes  avec  une 
précision  tout  au  moins  égale  à  celle  que  comporte  Tobservation 
directe  de  la  parallaxe  du  Soleil. 

Catlst  (A.).  —  Sur  la  condition  pour  qu'une  famille  de  sur^ 
faces  données  puisse  faire  partie  d'un  système  orthogonal. 

BoussiNESQ  (J.).  —  Sur  les  lignes  défaite  et  de  thalweg. 

NO  5.  Séace  h  29  jiiUet  1872. 

ViLLARCBAu  (Yvou).  —  Sur  un  noui^eau  théorème  de  Mécanique 
générale. 
Ce  théorème  est  traduit  algébriquement  par  l'équation  suivante  : 

m  est  la  masse  d'un  point  matériel  quelconque  du  système,  u  est  sa 
vitesse,  et  r  le  rayon  vecteur  du  point,  c'est-à-dire  sa  distance  à 
l'origine  des  coordonnées  ;  y*est  la  force,  supposée  attractive,  que 
les  deux  masses  m  etmf  exercent  l'une  sur  l'autre  ;  A  désigne  leur 
distance  (si  la  fbrce  était  répulsive,  il  faudrait  considérer  la  valeur 


74  BULLETIN  DES  SCIENCES 

de/comme  négative)  ^  R  est  la  force  extérieure  au  système  agissant 
sur  la  masse  m. 

M.  Yillarceau,  en  rappelant  un  théorème  de  M.  Clausius  :  la 
force  viwe  moyenne  d'un  système  est  égale  au  viriel,  qui  présente 
quelque  analogie  avec  celui  qu'on  vient  d'énoncer,  fait  observer 
que  ces  deux  théorèmes  ne  sauraient  être  confondus  \  car  Temploi 
des  moyennes  et  d'autres  considérations  ont  fait  disparaître  du 
théorème  de  M.  Clausius  les  termes 

1  d^2mr* 


1  d^zmr*      I  V  ^a 


Cayley  (A.).  —  Sur  la  condition  pour  qu  une  famille  de  sur- 
faces données  puisse  faire  partie  d'un  système  orthogonal. 
Suite  du  Mémoire  de  la  séance  précédente. 

BoussiMESQ  (J.).  —  Sur  une  manière  simple  de  déterminer  ex- 
périmentalement la  résistance  au  glissement  maximum  dans  un 
solide  ductile,  homogène  et  isotrope. 

N»  6.  SéiDce  11  5  idt  1872. 

Secchi  (Le  P.).  —  Sur  l'éruption  solaire  obserifée  le  j  juillet, 
et  sur  les  phénomènes  qui  l'ont  accompagnée. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  surfaces  orthogonales. 

Etant  donnée  une  surface  d'une  famille  de  surfaces  qui  fait  partie 
d'un  système  orthogonal,  on  peut  se  proposer  de  trouver  de  la 
manière  la  plus  générale  cette  famille  de  surfaces.  M.  Cayley 
aborde  cette  question  en  cherchant  à  développer  les  trois  coor- 
données suivant  les  puissances  d'un  paramètre  ;  il  indique  les  trois 
premiers  termes  des  trois  développements^  les  formes  obtenues 
(p.  384)  sont  remarquables. 

NO  7.  Séaice  it  12  idt  1872. 

ViLLARCEAu  (Yvou).  —  Suite  aux  applications  du  nouveau 
théorème  de  Mécanique  générale  à  l'équilibre  des  gaz,  présentées 
dans  la  séance  du  29  juillet. 
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CiYLEY  (A.).  —  Sur  les  surfaces  orthogonales. 
Suite  et  fin  du  Mémoire  présenté  dans  la  séance  précédente. 

MM.  Le  Vereier  et  Wolf  communiquent  une  Note  des  étoiles 
filantes  observées  les  9,  10  et  1 1  août  1872. 

MoRiiT  (Le  général).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  présenté  par 
M,  Graejf,  ayant  pour  titre  :  «  De  l'action  que  la  digue  du 
Pinay  exerce  sur  les  crues  de  la  Loire,  à  Roanne  » . 

M.  le  général  Morin  conclut  en  ces  termes  : 

ce  L'analyse  que  nous  venons  de  faire  du  nouveau  Mémoire  de 
M.  GraeiT  montre  que,  si  la  méthode  simple  d'observation  adoptée 
par  l'auteur  exige  du  temps  et  de  la  persévérance,  elle  a,  d'une 
autre  part,  l'avantage  de  conduire  à  des  résultats  certains,  conformes 
à  l'ensemble  des  faits,  et  qui  peuvent  servir  de  base  à  l'étude  des 
graves  questions  que  soulève  le  fléau  des  inondations.  Les  appli- 
cations que  l'auteur  en  a  faites  ont  été  assez  heureuses  pour  que 
son  exemple  soit  imité  par  les  ingénieurs,  et,  en  les  portant  à  la 
connaissance  du  public,  il  aura  fait  faire  à  la  science  de  l'Hydrau- 
lique un  progrès  considérable  et  fécond.  » 

NO  8.  Séttce  fa  19  idt  1872. 

Marie  (Max.).  —  Détermination  du  périmètre  de  la  région  de 
convier gence  de  la  série  de  Taylor  et  des  portions  des  différentes 
conjuguées  comprises  dans  cette  région,  ou  construction  du  tableau 
général  des  valeurs  d' une  fonction  que  peut  fournir  le  dés^eloppe- 
ment  de  cette  fonction  suiv^ant  la  série  de  Tajlor, 

NO  9.  Siuce  fa  26  idt  1872. 

Le  Verrier.  —  Détermination  des  actions  mutuelles  de  Jupiter 
et  de  Saturne,  pour  sentir  de  base  aux  théories  respectii^es  des 
deux  planètes. 

Dans  la  séance  du  20  mai,  M.  Le  Verrier  avait  présenté  à  l'Aca- 
démie un  ensemble  de  recherches  relatives  aux  théories  des  quatre 
grosses  planètes  du  système  solaire  \  il  conmiunique  aujourd'hui 
la  partie  du  travail  conmiune  aux  actions  mutuelles  de  Jupiter  et  de 
Saturne  \  cette  partie  est  prête  pour  l'impression. 
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Pbtbrs  (C).  —  Lettre  relative  à  la  découverte  de  deux  no»- 
uelles  petites  planètes,  désignées  proyisoirement  par  (n)  et  (S). 

Màuib  (Max.).  —  Théorie  élémentaire  des  intégrales  simples 
et  de  leurs  périodes. 

Vicaire  (E.).  —  Sur  la  constitution  physique  du 


RiBAucouK  (A.).  —  Sur  la  représentation  sphérifue  des  sur* 
faces. 

Après  avoir  indiqué  quelques  résultats  relatiâ  à  la  reprétentatioii 
sphérique  des  surfaces,  M.  Ribaucour  exprime,  à  l'aide  des  coor- 
données imaginaires  employées  par  M.  O.  Bonnet,  la  <x>nditioii 
pour  qu'une  famille  de  surfaces  appartienne  à  un  sysième  triple- 
ment orthogonal,  condition  déjà  donnée  d'après  une  autre  méthode 
par  M.  Cajley,  dans  la  séance  du  22  juillet  187a. 

Gasparis  (bb).  —  Lettre  sur  le  noui^eau  théorème  de  Mécor 
nique  que  M.  J^illarceau  a  fait  connaître  dans  la  séance  du 
2g  juillet  1872. 

Le  Verrier  et  Cha pelas.  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  des 
8,  9,  10  et  II  août  1872. 


N<>  10.  Siucè  h  î  septeibre  1872. 

Marie  (Max.).  —  Théorie  élémentaire  des  intégrales  doubla 
et  de  leurs  périodes. 

M.  Marie  se  propose  de  faire,  pour  la  théorie  des  intégrales 
doubles,  ce  qu'il  a  fait  dans  le  Mémoire  précédent  (séance  du 
26  août)  pour  les  intégrales  simples  :  la  dégager  de  toutes  considé- 
rations géométriques. 

Première  Partie  :  DéGnition  et  évaluation  d'une  intégrale  doubk 
prise  entre  des  limites  imaginaires. 

NO  11.  Sétice  h  9  septeibre  1872. 

Sbgghi  (Le  P.).  —  Observation  des  variations  des  diamètres 
solaires;  observation  des  protubérances  et  de  la  chromosphèrt; 
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observation  des  étoiles  filantes  ;  aurore  boréale  obser\^ée  à  Rome 
le  10  août,  à  10  heures  du  matin. 

Màub  (Max.).  —  Théorie  élémentaire  des  intégrales  doubles 
et  de  leurs  périodes  (suite). 

Théorème  de  rindépendance  de  la  valeur  de  rintëgrale  double 
et  des  valeurs  intermédiaires  des  variables,  les  limites  restant  les 
mêmes. 

JoRDAiff  (C).  —  Sur  les  lignes  défaite  et  de  thalweg:  réponse 
aux  obsen^ations  de  M.  Boussinesq, 

F^oir  séxaces  du  3  juin  et  du  2  a  juillet  1872. 

Tawit.  —  Sur  la  constitution  de  l'essaim  d'étoiles  filantes 
d'août, 

N^  i±  Siuee  h  16  septeibre  1872. 

Faye.  —  Note  relative  à  un  Mémoire  de  M.  Hirn  sur  les  con- 
ditions  d'équilibre  et  sur  la  nature  probable  des  anneaux  de 
Saturne. 

MoEiN  (Le  général).  —  Note  sur  le  Traité  de  Balistique  exté- 
rieure de  M.  le  général  major  Mayevski. 

Cet  Ouvrage,  dont  l'édition  russe,  publiée  en  1870,  est  divisée 
en  douze  Chapitres,  constitue  un  Traité  complet  sur  la  question. 

Marie  (Max.).  —  Théorie  élémentaire  des  intégrales  doubles 
et  de  leurs  périodes  (suite). 

Des  périodes  des  intégrales  doubles. 

OuDEMAKs  (LeD').  —  Extrait  du  Rapport  général  des  obser» 
votions  Jaites  aux  Indes  néerlandaises  sur  l'éclipsé  totale  de 
Soleil  du  12  décembre  1 87 1 ,  rédigé  sur  les  Rapports  des  diffé- 
rents observateurs,  par  M.  le  ly  Oudemans. 

N»  13.  Séuce  li  23  septeibre  1872. 

Maeie  (Max.).  —  Tliéorie  des  résidus  des  intégrales  doubles. 

Le  VEAU.  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  planète  (^. 

Zeutheit  (G.).  —  Résultats  d'une  recherche  des  caractéristiques 
des  systèmes  élémentaires  de  quartiques. 
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Cette  première  étude  d'une  question  délicate  et  difficile  donne 
le  moyen  de  trouver  les  caractéristiques  des  systèmes  élémen- 
taires de  quartiques,  et  montre  quelles  sont  leurs  courbes  excep- 
tionnelles. 

N"»  14.  Séuee  li  30  septeibre  1872. 

Bertrand  (J.).  —  Sur  la  démonstration  de  la  formule  qui  re- 
présente l'action  élémentaire  de  deux  courants. 

Le  premier  théorème,  démontré  expérimentalement  par  Ampère, 
consiste  en  ce  que  deux  courants  de  même  extrémité,  et  toujours 
très- voisins  Tun  de  T autre,  exercent  la  même  action  sur  un  conduc- 
teur mobile,  quelles  que  soient  les  sinuosités  de  la  route  parcourue 
par  Tun  d'eux.  D'après  le  second  théorème,  l'action  exercée  par  un 
conducteur  fermé  quelconque  sur  un  élément  est  normale  à  cet 
élément.  Ces  deux  lois  expérimentales,  découvertes  par  Ampère, 
indépendamment  l'une  de  l'autre,  sont  celles  dont  Ampère  a  su 
déduire  la  loi  des  attractions  électrodynamiques.  M.  Bertrand  dé- 
montre, dans  cette  Note,  que  ces  deux  lois  ne  sont  pas  distinctes  en 
réalité,  comme  on  l'a  cru  jusqu'ici,  et  que  la  première  est  la  con- 
séquence nécessaire  de  la  seconde. 

Chasles.  —  Détermination  immédiate,  par  le  principe  de  cor- 
respondance,  du  nombre  des  points  d'intersection  de  deux  courba 
d^  ordre  quelconque,  qui  se  trouvent  à  distance  finie. 

M.  Chasles  déduit  du  principe  de  correspondance  une  démon- 
stration immédiate  de  celte  proposition  fondamentale  :  «  Deux 
courbes  d'ordre  p  et  p'  oui  toujours  pp'  points  communs,  réeh  ou 
imaginaires  »,  Tordre  p  d'une  courbe  étant  défini  seulement  par 
celte  propriété  géométrique,  que  la  courbe  est  rencontrée  en 
p  points,  réels  ou  imaginaires,  par  une  droite  quelconque. 

Le  second  théorème,  démontré  par  M.  Chasles  à  l'aide  du  mi^mc 
principe,  est  le  suivant  : 

Lorsque  deux  courbes  d* ordre  p  et  p/  sont  représentées  par  Us 
deux  équations 

(a-,  r)^  =  o,  (j-',j^->'=o, 

de  degrés  p  et  pi ^  dans  lesquelles  les  puissances  supérieures  de  x 
et  j  sont  m,  n,  et  m\  nf^  le  nombre  de  leurs  points  d'intersection 
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situés  à  distance  finie  est 

PP  —ip  —  ^)iP'  —  "^')'-ip  —  f^)ip'  —  n')  —  û), 

(à  étant  le  nombre  des  points  d'intersection  des  deux  courbes  qui 
peui^ent  se  trouver  à  l'infini,  autres  que  ceux  qui  s'y  trouvent  sur 
les  axes  de  coordonnées,  en  nombre 

(P  -  m)  ip'  -  m')  -hip-n)  (p'  -  n'  ). 

Il  faut  observer  que  la  détermination  de  la  quantité  o)  peut  deve- 
nir souvent  fort  délicate,  lorsqu'il  y  a  des  points  multiples  communs 
k  Tinfini,  pour  lesquels  plusieurs  asymptotes  coïncident. 

Secchi  (Le  P.).  —  Recherches  spectroscopiques  solaires. 

M.  Bertrand  présente  à  FAcadémie  un  Ouvrage  posthume  de 
M.  Duhamel,  intitulé  :  a  Essai  d'une  application  des  méthodes  à  la 
science  de  l'homme  moral.  » 

Maeib  (Max.).  —  Théorie  des  résidus  des  intégrales  doubles 
(suite  et  fin]. 

Tisserâhd.  —  Sur  le  mouvement  des  planètes  autour  du  Soleil, 
d'après  la  loi  électrodynamique  de  Tf^eber, 

D'après  cette  loi,  la  force  qui  produit  le  mouvement  de  la  planète 
autour  du  Soleil  est 


'""     r'      \         h^dt'^  h'^  dt'l 


où  y* est  la  constante  de  l'attraction  universelle,  m  la  masse  de  la 
planète,  p,  la  somme  de  cette  masse  et  de  celle  du  Soleil,  r  la  dis- 
tance de  la  planète  au  Soleil,  et  h  la  vitesse  avec  laquelle  l'attrac- 
tion se  propage  dans  l'espace. 

L'intégration  des  équations  du  mouvement  a  été  faite  rigoureu- 
sement à  l'aide  des  fonctions  elliptiques.  M.  Tisserand  s'est  pro- 
posé d'obtenir  des  formules  approchées  en  posant  F  =  '^^^5^5 — h  F|, 

et  en  regardant  Fi  comme  une  force  perturbatrice  \  et  il  arrive  à  la 
conclusion  suivante  :  <c  Dans  la  loi  de  Weber,  les  éléments  ellip- 
tiques restent  les  mêmes  que  dans  la  loi  de  Newton-,  la  longitude 
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du  périhélie  seule  se  trouve  augmentée  de^^r^  -  t,  quantité  d'autant 
plus  grande  que  la  planète  est  plus  rapprochée  du  Soleil.  » 

Stephan.  —  Éphéméride  et  éléments  de  la  planète  Q)^  décou- 
verte par  M.  Peter  s,  à  Clinton,  leZi  août  187a. 

Luther  (R.).  —  Obsen^ation  de  la  planète  (£),  faite  à  V Ob- 
servatoire de  Bilk'Diisseldorf. 

N<>  15.  Séuce  fa  7  octobre  1872. 

Faye.  —  Note  relative  à  un  Mémoire  de  M.  Clerk  Maxwell 
sur  la  stabilité  des  anneaux  de  Saturne, 

Le  Mémoire  de  M.  Clerk  Maxwell,  analysé  par  M.  Aîry,  en 
1859,  dans  les  Monthlj  Notices  de  la  Société  Royale  Astronomique 
de  Londres,  a  pour  objet,  comme  celui  de  M.  Him,  présenté  dans 
la  séance  du  16  septembre  187a,  l'étude  de  la  stabilité  des  anneaux 
de  Saturne.  Voici  la  conclusion  de  M.  Faye  :  «  Malgré  la  haute  im- 
portance de  la  belle  étude  de  M.  Maxwell,  je  crois  qu'on  lira  avec 
intérêt  le  travail  de  notre  savant  correspondant,  M.  Him,  dans 
lequel  la  question  me  parait  avoir  été  traitée  peut-être  avec  moins 
de  généralité  mécanique,  mais  avec  un  remarquable  sentiment  de 
la  réalité  physique.  L'opinion  de  M.  Him  sur  les  réactions  ther- 
miques engendrées  dans  des  anneaux  fluides  mérite  particulièrement 
d'être  rapprochée  de  celle  de  M.  Maxwell,  qui  a  abordé  également 
ce  genre  de  considérations.  » 

Stkuve  (O.).  —  Sur  l'exactitude  qui  doit  être  attribuée  à  la 
valeur  du  coefficient  constant  de  l'aberration  détermifiée  à 
Poulkova. 

M.  Struve  pense  qu'il  faut  accepter  la  valeur  ao^,  44^  conmie 
coefficient  constant  de  Taberration,  et  qu'on  doit  admettre  pour 
cette  valeur  une  erreur  probable  de  o'^,  017. 

CALiGfiT  (de). — Sur  les  effets  de  la  communication  latérale  du 
mouvement  d'un  cours  d'eau  qui  traverse  un  réservoir,  et  sur  les 
dépôts  ou  bancs  de  sable  qui  en  résultent. 

B0USSINESQ  (J.).  —  Sur  les  lignes  de  faîte  et  de  thalweg. 
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M"»  i6.  Séuce  h  14  •ctobre  1872. 

M.  Thesca  fait  connaître  à  TAcadémie  que  la  Commission  inter- 
nationale du  mètre,  dont  il  est  un  des  secrétaires,  et  dont  un  assez 
grand  nombre  de  ses  confrères  font  partie,  a  terminé  ses  délibéra- 
tions^ il  présente  le  Releué  méthodique  des  résolutions  de  la 
Commission  internationale  du  mètre,  réunie  à  Paris  en  1872. 

ViiXÀRCEAu  (Yvon).  —  Sur  la  constante  et  l'aberration  de  la 
vitesse  de  la  lumière,  considérées  dans  leurs  rapports  avec  le  mou- 
vement absolu  de  la  translation  du  système  solaire. 

Bbilteàiîd(J.). —  Observations  présentées  à  l'occasion  du  dernier 
cahier  du  Journal  fur  die  reine  und  angcwandte  Mathematik,  pu- 
blié à  Berlin  (t.  75,  i*'  cahier). 

Dans  ce  cahier  du  Journal  de  Mathématiques,  M.  Helmholtz 
discute  les  objections  nombreuses  soulevées  par  sa  théorie  nou- 
velle des  actions  électrodynamiques,  et  en  particulier  celles  que 
M.  Bertrand  avait  présentées  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  (séance  du  a3  octobre  1871).  M.  Bertrand 
examine  Tobjection  décisive  qu'il  avait  adressée  à  M.  Helmholtz, 
et  démontre  l'impossibilité  absolue  de  la  réponse  proposée  par  ce 
physicien. 

Màrib  (Max.) .  —  Extension  de  la  méthode  de  Cauchy  à  V étude 
des  intégrales  doubles,  ou  théorie  des  contours  élémentaires  dans 
l'espace, 

Màssieu  (F.).  —  Note  sur  la  loi  des  tensions  maxima  des 
vapeurs. 

M.  Massieu  présente  une  démonstration  directe  d'une  consé- 
quence qu'il  avait  déduite  de  ses  études  sur  les  fonctions  caracté- 
ristiques  des  fluides  [Bulletin,  1. 1,  p.  344))  savoir  :  que  la  loi  des 
tensions  maxima  peut  s'exprimer  au  moyen  des  trois  quantités  sui- 
vantes :  la  chaleur  spécifique  c  du  liquide,  sa  chaleur  d'évaporation 
r,  et  la  chaleur  spécifique  k  de  sa  vapeur  sous  pression  constante. 

M.  Chasles  présente  à  l'Académie,  de  la  part  de  M.  Govi,  un 
Ouvrage  intitulé  :  //  S.  Offizio,  Copemico  e  Galileo,  a  proposito 
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di  un  Opuscolo  postumo  del  P.  Olivieri  sullo  stesso  argomento. 
Appunti  di  Gilberto  Govi.  Torino,  1872. 

M.  Govi  conclut  que  la  partie  relative  aux  derniers  jours  de  la 
résidence  de  Galilée  au  palais  de  l'Inquisition  est  couverte  encore 
d'une  certaine  obscurité  et  d'indécision,  et  peut  faire  désirer  la 
publication  complète  de  ce  qui  se  rapporte  à  ce  grand  fait  du 
XVII*  siècle. 

N''  17.  Séinee  dt  21  octobre  1872. 

YiLLÀRCEÀU  (Yvon).  —  Note  accompagnant  la  présentation  d'un 
Mémoire  et  d'une  lettre  de  M.  de  Magnac  sur  l'emploi  des  chro^ 
nomètres  à  la  mer. 

Clàusius.  —  Sur  l'équation  mécanique  dont  découle  le  théo- 
rème du  viriel. 

M.  Yillarccau,  en  présentant  dans  la  séance  du  27  juillet  un 
nouveau  théorème  de  Mécanique  générale,  avait  cité  un  théorème 
de  M.  Clàusius,  qui  avait  de  l'analogie  avec  le  «sien,  et  avait  dit 
que  le  nouveau  théorème  présentait  une  généralité  qui  manquait  à 
celui  de  M.  Clàusius.  M.  Clàusius  conteste  d'abord,  dans  la  Note 
actuelle,  la  validité  de  cette  assertion  ^  il  reprend  ensuite  le  même 
sujet,  et  donne  à  l'équation  dont  il  s'agit  d'autres  formes  utiles  et 
intéressantes. 

Caligwy  (de).  —  Tliéorie  de  plusieurs  sj'stèmes  d'écluses  de 
navigation, 

Marie  (Max.).  —  Extension  de  la  méthode  de  Cauchj  à  l'étude 
des  intégrales  doubles,  ou  théorie  des  contours  élémentaires  dans 
l'espace  (suite  et  fin). 

Stephan.  —  Eléments  et  coordonnées  de  la  planète  (»»). 
La  planète  (^  a  été  découverte  par  M.  Peters,  à  Clinton. 

Magnac  (de).  —  Sur  la  détermination  des  longitudes  par  les 

chronomètres. 

Zeuthen  (G.).  —  Équations  de  quartiques  dont  une  partie  se 
réduit  à  une  droite  double. 

Dans  une  Communication  dusS  septembre  187a  sur  les  caracté» 
ristiqucs   des   systèmes   élémentaires   des   quartiques   générales, 
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M.  Zeuthen  avait  donné  une  ënumération  complète  des  courbes 
singulières  qu'on  rencontre  dans  ces  systèmes  ;  il  y  avait  joint  les 
équations  de  quelques-unes  de  ces  courbes  limites  ^  il  complète  au- 
jourd'hui sa  première  Communication,  en  donnant  les  équations 
des  quartiques  dont  une  partie  se  réduit  à  une  droite  double,  et  en 
indiquant  exactement  le  nombre  de  sommets. 

VoLPicELLi. — Sur  la  nature  probable  des  anneaux  de  Saturne, 
et  sur  le  bolide  signalé  leii  août  aux  environs  de  Rome. 

N<>  18.  Séâiee  dt  28  octobre  1872. 

YiLLÀRCEÀu  (Yvon).  —  Note  concernant  un  noui^eau  théorème 
de  Mécanique  générale. 

M.  Yillarceau  combat  les  prétentions  que  M.  Clausius  a  émises 
dans  sa  Communication  du  21  octobre  1872. 

Resal.  —  Equations  du  moui^ement  d'une  courbe  funiculaire 
assujettie  à  rester  plane. 

BoussiifESQ  ( J.) .  —  Essai  sur  ta  théorie  des  eaux  courantes. 

Ce  Mémoire,  dit  l'auteur,  contient  :  i^  une  théorie  nouvelle  et 
rigoureuse  du  mouvement  permanent  des  eaux,  uniforme  ou  gra- 
duellement varié,  dans  les  tuyaux  de  conduite  et  dans  les  canaux 
découverts;  2°  l'étude,  en  tenant  compte  de  l'influence  de  la  cour- 
bure des  filets  fluides,  d'un  mouvement,  permanent  ou  non  perma- 
nent, d'un  liquide  dans  un  canal  de  grande  largeur  et  dont  le  fond 
a  son  profil  longitudinal  droit  ou  courbe,  mais  sensiblement  con- 
tenu dans  un  plan  vertical. 

Stbphan.  —  Obsen^ations  et  éphémérides  de  la  planète  @. 

JoRDiif  (C).  —  Nouv'elles  observations  sur  les  lignes  défaite  et 
de  thalweg. 

Voir  sur  cette  question  les  communications  faites  dans  les  séan- 
ces des  3  juin,  22  juillet,  9  septembre,  7  octobre,  28  octobre  1872. 

N^"  19.  Séuce  dt  4  lOTeibre  1872. 

Becqvehel.  —  Mémoire  sur  l'origine  solaire  probable  de 
l'électricité  atmosphérique. 

6. 
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Fàte.  —  Sur  les  photographies  de  la  Lune  de  M.  Lewis 
Rutherfurd  (New- York). 

H  suffit  d'un  coup  d'oeil  sur  ces  magnifiques  épreuves,  dit 
M.  Faye,  pour  faire  apprécier  les  services  qu'elles  pourraient  rendre 
à  l'étude  de  la  Géologie  lunaire. 

Marie  (Max.).  — Théorie  élémentaire  des  intégrales  d'ordre 
quelconque  et  de  leurs  périodes. 

Le  VEAU.  —  Eléments  et  éphémérides  de  la  planète  @,  décou- 
verte  à  l'Observatoire  de  Paris  par  M.  Henry. 

Le  V  Y  (  M.) .  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  à  différences 
partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes. 

Le  principal  but  de  ce  travail  est,  d'après  l'auteur,  de  trouver 
d'une  manière  générale  toutes  les  intégrales  des  équations  à  diffé- 
rences partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes, 
qu'il  est  possible  d'obtenir  moyennant  l'intégration  d'équations  à 
différences  ordinaires. 

N^  20.  Séuee  Jt  11  lOTenbre  1872. 

Paye.  —  Sur  la  triangulation  géodésique  du  premier  ordre, 
qui  sert  de  fondement  à  la  nouvelle  carte  de  l'Algérie  du  Dépôt 
de  la  Guerre» 

Après  avoir  rendu  compte  des  opérations  topographiques  exécu- 
tées en  Algérie,  M.  Faye  termine  ainsi  :  a  J'exprime  ma  conviction 
•que  le  monde  savant  accueillera  avec  le  plus  vif  intérêt  l'apparition 
du  dixième  Tome  du  Mémorial  du  Dépôt  de  la  Guerre  dont  M.  le 
Ministre  a  désiré  signaler  à  votre  attention  la  partie  principale, 
comme  pour  vous  montrer  que  nos  jeunes  officiers  sont  dignes  en 
tout  point  de  leurs  savants  prédécesseurs.  » 

Le  Tome  X  du  Mémorial  doit  contenir  un  Mémoire  de  M.  le  ca- 
pitaine Perricr,  relatif  à  la  détermination  d'une  grande  chaîne 
géodésique  en  Algérie. 

Faye.  —  Lettre  de  M.  Faye  à  M,  Becquerel  sur  l'origine  so^ 
taire  de  l'électricité  atmosphérique. 

Becquerel.  —  Mémoire  sur  l'origine  solaire  de  l'électricité 
atmosphérique,  (a*  Partie.) 
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Le  Yeeeibr.  —  Détermination  des  variations  séculaires  des  élé- 
ments des  quatre  planètes  :  Jupiter,  Saturne,  Vranus  et  Neptune. 

Les  variations  progressives  que  les  plans  des  orbites  et  les  élé- 
ments des  ellipses  éprouvent  dans  la  suite  des  siècles  sont  données 
par  seize  équations  différentielles  qui  ne  sont  pas  linéaires.  M.  Le 
Verrier  s'est  servi  du  développement  en  séries  pour  obtenir  une  so- 
lution qui  puisse  suflire  aux  besoins  de  l'Astronomie,  et  se  prêter 
aux  discussions  que  comporteront  dans  l'avenir  les  comparaisons 
de  l'ensemble  des  opérations  faites  pendant  imc  longue  suite  de  siè- 
cles. On  trouve  en  effet,  dans  le  travail  actuel,  les  valeurs  des  élé- 
ments pendant  2000  ans,  à  partir  de  i85o,  déterminées  avec  toute 
la  précision  que  réclameront  les  travaux  astronomiques. 

Heney  (Paul)  et  Heuey  (Prosper). —  Découi^erte  de  deuxnou- 
î^elles  petites  planètes,  faite  à  l' Obsen^atoire  de  Paris,  dans  la 
nuit  du  5  au  6  noi^embre, 

@  I  !•  grandeur  ;    @  1 1«,5  grandeur. 

Stephân.  —  Observations  des  planètes  (•»)  et  (^^  faites  à  Mar- 
seille  le  9  noi^embre. 

DvEEAifDE.  —  De  l'accélération  dans  le  déplacement  d'un  sys- 
tème de  points  qui  reste  homographique  à  lui-même. 

Il  s'agit  d'un  système  de  points,  pouvant  se  déformer  de  telle 
sorte  que  les  vitesses  des  divers  points  aient  pour  projections  sur  les 
trois  axes  de  coordonnées  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées 
des  points  correspondants.  Deux  Notes  ont  été  déjà  présentées  sur 
ce  sujet  (Comptes rendus  des  18  septembre  1871  et  6  mai  187a). 

N''  21.  Séuce  dt  18  lOTeibre  1872. 

Teesca.  —  Note  sur  la  forme  qu'il  cornaient  de  donner  aux 
mètres  que  la  Commission  internationale  doit  construire. 

M.  Tresca  développe  les  considérations  qui  l'ont  conduit  à  adop- 
ter une  forme  en  X,  qui  laissât  la  surface  neutre  à  découvert,  pour 
la  construction  des  mesures  à  traits,  et  qui  satisfît  autant  que  possi- 
ble à  la  condition  d'une  grande  rigidité. 

Pbeeiee  (F.).  —  Prolongation  de  la  méridienne  de  France  juS' 
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SL  IVrrkr  ëiJilit  qv  la  poMilHlité  de  p«Kr  diRctcmait  des 
de  Gmude  an  sombcIs  de  TAtlas  oln  lah désormab 
âlasdence,  et  qpe  la  France  peut  oppoicr,  a  Tare  msie  ci  a 
Tare  incsmé  de  l'Earope  crtralr^  an  arc  bob  ohmiis  important, 
Tare  français,  qn,  tnTersantdes  plajnrs,  des  OMMitagiics  tfè»-clc^ 
Tées,  la  mer  dn  Nord  et  la  Mrdjtgrrancc,  ibvmira  à  la  sdcnce  on 
▼afteckaaip  d'étndes  nonrclles. 

MAftiK  ^Max.}.  —  Théorie  Héwnemimre  des  iniegrales  d'ordre 
fmeteon^ae  et  de  lemrs  périodes  (suite  ci  fin). 

LccAS  (F.).  —  Nouvelle  méthode  d'Jlmafyse,  fomdée sur  fem- 
ploi  des  contournées  imaginaires, 

Umteur  appeDe  coordonnée  imaginaire  l'expression 


par  laqœDe  on  peut  représenter  le  point  dn  plan  dont  l'abscisse  et 
l'ordonnée,  relatÎTement  à  deux  axes  imaginaires,  sont  respcctire* 
ment  x  et  y. 

TissEEÂSD  (F.).  —  Sur  la  planète  @,  découverte  à  Hamilton- 
Collège,  le  8  septembre  1871,  par  J/.  Peters, 

BocRGET  (J.).  —  Théorie  mathématique  des  expériences  acous^ 
tiques  de  Kundt. 

La  solation  da  problème  de  Knndt  se  ramène  évidemment,  dit 
M.  Boorget,  à  celle  da  problème  suivant  :  «  L'nne  des  extrémités 
d'mi  tajaa  fermé  est  animée  d'mi  mouvement  périodique  perma- 
nent donné,  dont  la  vitesse  pendulaire  est  V=  H sin im^t\  trou- 
ver le  mouvement  que  prendra  le  gaz  dans  le  tube.  »  La  théorie  que 
M.  Bourget  donne  des  expériences  de  Kundt  permet  aussi  de  se 
rendre  compte  de  certaines  anomalies,  observées  dans  les  tuyaux 
sonores  ordinaires.  L.  P. 
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JOURNAL  FÛE  DIB  REINE  UND  AXGEWANBTE  Mathematik,  herausgegeben  von 

G.-W.  BOECBÂEOT. 

T.  75,  Cahiers  i  et  a,  1872. 

Hesse  (O.).  —  Un  cjcle  d'équations  à  déterminants  (généra^ 
lisation  analytique  du  théorème  de  Pascal).  (12  p.) 

On  connaît  la  figure  compliquée,  mais  intéressante,  découverte 
par  Steiner,  lorsqu'il  chercha  à  généraliser  le  théorème  de  Pascal. 
Dans  unMémoire,  inséré  au  Tome  42  du  Journal  de  Crelle,  M.  Hesse 
a  déjà  signalé  un  système  de  vingt  équations  linéaires  identiques, 
qui  font  sauter  aux  yeux,  dans  un  tableau  très-simple,  les  pro- 
priétés caractéristiques  de  cette  figure.  A  présent,  l'habile  géomètre, 
après  avoir  donné  l'interprétation  géométrique  de  ces  équations, 
développe  une  suite  de  déterminants,  provenant  tous  d'un  même  dé- 
terminant du  degré  /i,  et  liés  entre  eux  par  des  équations  tout  à  fait 
semblables  au  tableau  mentionné.  Si  /i  =  i,  on  revient  aux  équa- 
tions qui  caractérisent  la  figure  de  Steiner. 

ScHEOETER  (H.).  —  SuT  la  construction,  donnée  par  v.  Staudt, 
du  polygone  régulier  de  dix-^ept  côtés  (t.  23,  p.  aSi  du  même 
Journal).  (la  p.) 

D'une  manière  synthétique  et  très-élémentaire,  l'auteur  déve- 
loppe les  équations  quadratiques  qui  mènent  à  la  solution  du  pro- 
blème ]  puis  il  en  déduit  une  construction  élégante,  fondée  sur  les 
mêmes  principes  que  celle  de  v.  Staudt.  M.  Schroeter  construit  di- 
rectement tous  les  sommets  du  polygone  de  dix-sept  côtés,  à  l'aide 
d'un  procédé  qui  se  répète  plusieurs  fois  et  qui  permet  de  tracer  la 
figure  sur  une  feuille  de  petite  étendue. 

Bachmann  (P.)«  'Sur  la  théorie  des  algorithmes  jacobiens,  sem- 
blables aux  fractions  continues,  (10  p.) 

Un  Mémoire  posthume  de  Jacobi  (même  Journal,  t. 69,  p.  29)  con- 
tient des  calculs  par  lesquels  on  parvient  à  des  algorithmes  sembla- 
bles à  ceux  des  fractions  continues.  En  les  appliquant  aux  nombres 
complexes  qu'on  peut  former  avec  les  racines  d'une  équation  cu- 
bique, Jacobi  obtint  un  développement  périodique,  résultat  vérifié 
dans  quelques  exemples  sans  avoir  été  démontré  par  lui.  Dans  le 
présent  Mémoire,  M.  Bachmann  démontre  quelques-uns  des  théo- 
rèmes généraux  qui  se  rapportent  aux  racines  cubiques  d'un  nombre 
entier.  Cette  analyse,  ayant  été  approfondie,  semble  pouvoir  mener 
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à  un  caractère  aritlunétique  des  racines  cubiques  analqgue  k  celui 
des  racines  carrées  d'un  nombre  entier,  tel  qu'il  est  constitué  par  les 
fractions  continues.  (G.  HniiiTB,  même  Journal,  t.  40,  p.  a86.) 

Helmholtz  (H.).  —  Sur  la  théorie  de  télectradjuami^ue  (se- 
cond Mémoire.  Critique).  (3a  p.) 

Le  Mémoire  du  célèbre  auteur  «  Sur  les  équations  da  mouTe- 
ment  de  l'électricité  pour  les  corps  conducteurs  an  repos  b  (même 
Joum.,  t.  6a. —  Foir  Bulletin,  t.lll,  p.  i4a)  a  provoqué  difiërentes 
objections  de  la  part  de  MM.  W.  Weber,  J.  Bertrand,  C.  Neumann. 
Le  nouveau  Mémoire  est  consacré  à  édaircir  ce  qui  est  resté  obscur 
ou  ce  qui  a  été  mal  entendu,  à  approfondir  ce  que  l'auteur  avait 
l^èrement  effleuré,  à  réfuter  ce  qui  lui  a  été  injustement  reproché. 

Voici  comment  M.  Helmholtz  fait  le  résumé  de  la  discussion, 
en  tant  qu'elle  concerne  la  loi  de  Weber  : 

1 .  (c  Pour  expliquer  les  phénomènes  de  l'électrodjnamique,  il 
n'est  pas  nécessaire  de  concevoir  l'hypothèse  d'une  espèce  parti- 
culière de  forces  fondamentales  qui  dépendent  non-seulement  de  la 
position,  mais  encore  du  mou^^ement  des  masses  efficaces. 

2.  <c  Si  l'on  réduit  les  phénomènes  a  ce  genre  de  forces...,  on 
parvient  à  des  conséquences  inadmissibles,  telles  que  la  possibUité 
d'un  mouvement  perpétuel  et  l'équilibre  instable  de  rélectricité 
pour  les  conducteurs. 

3.  «  Ces  conséquences  inadmissibles  ne  peuvent  être  écartées,  a 
l'aide  des  hypothèses  faites  par  MM.  Weber  et  Neumann,  concer- 
nant une  masse  inerte  des  fluides  électriques  et  de  forces  addition- 
nelles moléculaires,  que  pour  des  corps  conducteurs  de  petites  di- 
mensions. 

4.  «  A  moins  qu'on  n'ait  trouvé  des  hypothèses  auxiliaires  qui 
suffisent  à  écarter  complètement  l'équilibre  instable  et  la  possibilité 
d'un  mouvement  croissant  jusqu'à  l'infini,  il  semble  que,  quand 
même  on  réussirait  à  déduire  de  l'hypothèse  de  Weber  une  explica- 
tion plausible,  cette  explication  soit  mal  fondée.  » 

Le  dernier  paragraphe  est  dirigé  contre  les  objections  de  M.  Ber- 
trand. M.  Helmholtz  se  propose  de  montrer  que  les  forces  électro- 
motrices,  telles  que  lui  ctM.Kirchhoffles  ont  introduites  dans  les  for- 
mules du  potentiel,  ont  en  effet  une  direction  et  une  grandeur  fixes; 
qu'il  est  donc  permis  d'employer  le  potentiel  dans  cette  tbéorie. 
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WsTE  (Ed.).  —  Evaluation  du  rapport  anharmorU^ue  de 
quatre  droites  passant  par  un  point  et  touc fiant  deux  coniques. 
(Sp.^fr.) 

Soient  S  =  o  et  S^  =  o  les  équations  de  deux  coniques  quelcon- 
ques^ A  et  A'  les  discriminants  respectifs  de  S  et  S';  enfin  F  le  cova- 
riant  des  formes  S  et  S'^  alors  l'équation,  qui  a  pour  racines  les  rap- 
ports anharmoniques,  sera 

F'H-4AA^Sy  _ 

^""''f»-4AA'ss'^"^'~''- 

Weber  (H.)  (de  Zurich).  —  Sur  les  fonctions  besséUennes  et 
leur  application  à  la  théorie  des  courants  électriques.  (3i  p.) 

U  y  a  un  grand  nombre  d'intégrales  définies  où  les  fonctions  tri- 
gonométriques  et  exponentielles  sont  comprises  sous  l'intégrale. 
Dans  un  Mémoire  antérieur,  l'auteur  avait  déjà  prouvé  l'existence 
d'autres  intégrales  définies,  où  les  fonctions  besséliennes  jouent  un 
rôle  analogue.  Actuellement  M.  Weber  développe  quelques-unes 
de  ces  intégrales,  qui  sont  étroitement  liées  à  certains  problèmes  de 
Physique.  Dans  la  seconde  Partie  du  Mémoire,  il  en  fait  l'applica- 
tion à  la  théorie  des  courants  électriques,  surtout  à  un  problème 
qui  comprend  comme  cas  spécial  le  problème  des  anneaux  de  No- 
bili,  traité  déjà  par  Riemann.  Après  savoir  modifié  le  problème  en 
ce  qui  concerne  les  électrodes  et  les  surfaces  limites  des  corps  con- 
ducteurs, l'auteur  observe,  à  la  fin  de  son  savant  Mémoire,  que  les 
fonctions  besséliennes  ne  se  prêtent  pas  à  la  représentation  de  fonc- 
tions arbitraires  sur  la  surface  cylindrique,  et  que,  à  ce  point  de 
vue,  elles  ne  sont  donc  pas  l'analogue  des  fonctions  dites  «  sphéri- 
ques.  »  H  semble  que  ce  soit  pour  cette  raison  que  M.  Weber  a  re- 
tenu le  nom  de  «  fonctions  besséliennes  »,  au  lieu  du  nom  de  a  fonc- 
tions cylindriques  »,  proposé  par  M.  Heine  (t.  69  du  même  Journal). 

Pàsch.  —  Sur  la  théorie  des  complexes  linéaires.  (60  p.) 
La  liaison  qui  existe  entre  les  coordonnées  de  point  et  de  ligne 
dans  le  plan,  entre  les  coordonnées  de  point  et  de  plan  dans  l'espace, 
se  trouve  établie  par  l'équation  qui  exprime  la  position  réunie  des 
éléments  existant  en  dualité  les  uns  à  côté  des  autres.  Pareillement, 
les  problèmes  où  se  rencontrent  les  coordonnées  de  ligne  dans  l'es- 
pace (selon  Plûcker),  et  d'autres  coordonnées,  sont  caractérisés  par- 
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ticulièrcment  par  les  équations  qui  expriment  que  deux  points  et 
une  droite  sont  situés  dans  le  même  plan,  ou  que  deux  plans  se 
rencontrent  au  même  point  d'une  droite.  Le  Mémoire  traite  d'abord 
des  problèmes  élémentaires  de  ce  genre  ;  puis  la  recbercbe  s'étend 
aux  complexes  du  premier  degré  et  à  des  groupes  de  complexes 
de  cet  ordre.  Les  résultats  obtenus  servent  de  Tondement  â  la  solu- 
tion  de  questions  plus  compliquées,  relatives  à  la  théorie  des  com- 
plexes linéaires.  Enfin  Tautcur  entre  dans  une  discussion  détaillée 
du  groupe  à  trois  termes,  formé  de  complexes  linéaires,  c'est-à- 
dire  de  Tensemble  des  droites  qui  appartiennent  en  même  temps  à 
trois  complexes  linéaires,  et  partant,  à  chacun  du  <r  groupe  à  trois 
termes.  »  On  peut  envisager  cette  partie  comme  supplément  de  la 
tliéorie  des  surfaces  du  second  ordre. 

DuRÈGE  (H.).  —  Sur  les  formes  des  courbes  du  troisième  ordre, 

('3p.) 

Partant  de  considérations  purement  géométriques,  M.  Durége 
parvient  à  diviser  toutes  les  courbes  du  troisième  ordre,  sans  point 
double,  en  deux  genres  : 

Premier  genre.  La  courbe  se  compose  de  deux  parties  sépa- 
rées, U  et  S^  chaque  point  de  U  donne  lieu  à  quatre  tangentes 
réelles-,  chaque  point  de  S  à  quatre  tangentes  imaginaires  de  la 
courbe.  U  s'étend  à  l'infini,  ses  deux  branches  ont  la  même  asym- 
ptote. 

a.  Une  asymptote  rectiligne,  S  est  une  ovale. 

b.  Trois  asymptotes  rectilignes,  S  se  compose  de  deux  parties 
qui  s'unissent  à  l'infini,  et  dont  les  branches  appartiennent  deux  à 
deux  aux  deux  autres  asymptotes,  de  même  que  les  branches  d'ime 
hyperbole. 

c.  Une  asymptote  rectiligne  et  une  autre  parabolique  (cas 
limite).  S  est  une  courbe  qui  s'étend  à  l'infini  et  dont  les  branches 
touchent  la  droite  à  l'infini. 

Second  genre,  La  courbe  ne  présente  qu'un  seul  trait,  qui  se 
ferme  à  l'infini.  Chaque  point  de  la  courbe  donne  lieu  à  deux  tan- 
gentes réelles  et  à  deux  imaginaires. 

a.  Une  asymptote  rectiligne.  La  courbe  se  compose  d'un  seul 
trait,  dont  les  branches  ont  la  même  asymptote. 

b.  Trois  asymptotes  rectilignes.  La  courbe  se  compose  de  troi^ 
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parties  allant  à  Tinfini.  Deux  braQches  qui  n'appartiennent  pas  au 
même  trait  ont  toujours  la  même  asymptote. 

c.  Une  asymptote  rectiligne  et  une  autre  parabolique  (cas 
limite).  La  courbe  se  compose  de  deux  traits  allant  à  Tinfini.  Une 
branche  de  chaque  trait  appartient  à  Tasymptote  rectiligne,  l'autre 
I  l'asymptote  parabolique. 

RosÂNEs.  —  Sur  une  espèce  de  fonctions  qui  possèdent  des 
oropriétés  semblables  aux  déterminants  fonctionnels,  (6  p.) 

RosÀHBs.  —  Sur  la  représentation  des  formes  binaires  par  des 
sommes  de  puissances.  (5  p.) 


MÉLANGES. 

SOI  US  SDIFACES  AKÉBRIQUES; 
Pab  m.  PAINVIN. 

1 .  Malgré  de  nombreux  et  importants  travaux,  l'étude  des  sin- 
gularités des  surfaces  algébriques  n'est  pas  encore  très-avancée^ 
nous  pensons  néanmoins  qu'il  y  a  quelque  intérêt  à  rappeler  et  à 
résumer  ici  les  premières  propositions  sur  les  singularités  générales 
des  surfaces  algébriques,  car  ces  propositions  forment  le  début 
d'une  théorie  fort  importante  qui  attire  constamment  l'attention 
des  g^mètres. 

3.  Les  dénominations  de  contact,  osculation,  etc.,  donnent  sou- 
vent lien  â  des  ambiguïtés,  et  il  est  bon  de  préciser,  une  fois  pour 
toutes,  le  sens  exact  des  mots  que  nous  emploierons  dans  les 
énoncés  qui  suivent. 

Lorsqu'un  point  d'une  courbe  (ou  d'une  surface)  est  simple,  nous 
lirons  qu'une  droite  (ou  une  courbe)  a,  en  ce  point,  un  contact 
îu  I*',  a*,  3*, . . . ,  **■*•  ordre  avec  la  courbe  (ou  la  surface)  primi- 
tive, quand  la  droite  (ou  la  courbe)  rencontre  la  courbe  (ou  la  sur- 
face) ena,3,4)**')  ('~^0  points  coïncidant  avec  le  point  con- 
sidéré. 

Lorsqu'un  point  d'une  courbe  (ou  d'une  surface)  est  multiple 
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d'ordre  p^  nous  dirons  qu'une  droite  (ou  une  courbe)  a,  en  ce 
point,  un  contact  effectif  du  i*%  a%  3*,...,  i*"*  ordre  avec  la 
courbe  (ou  la  surface)  primitive,  quand  la  droite  (ou  la  courbe) 
rencontre  la  courbe  (ou  la  surface)  en  ^  -H  i,  /?  +  a,  /?  -f-  3,. . ., 
p-k-i  points  coïncidant  avec  le  point  considéré. 

On  pourrait  réserver  la  dénomination  de  courbe  osculatrice  pour 
la  courbe  d'un  ordre  et  d'une  espèce  déterminés,  dont  tous  les 
points  d'interbection  viennent  coïncider  avec  le  point  considéré. 

3.  Nous  désignerons  par  T^  une  droite  telle  que  r  de  ses  points 
de  rencontre  avec  la  surface  considérée  viennent  coïncider;  c'est 
une  droite  ayant  avec  la  surface  un  contact  du  (r  —  iy*»«  ordre. 

Nous  désignerons  par  T^^,  une  droite  telle  que  r  de  ses  points  de 
rencontre  avec  la  surface  viennent  coïncider  en  un  même  point,  et 
que  s  de  ses  autres  intersections  viennent  coïncider  avec  un  autre 
point  distinct  du  premier;  la  droite  T^,,  est  une  bitangente  ayant 
un  contact  du  (/*  —  i^i^me  Q^dr^  en  un  point  et  un  contact  du 
[s  — iy*"»«  ordre  en  un  autre  point,  etc. 

Nous  supposons,  dans  tout  cela,  que  les  points  de  contact  sont 
des  points  simples  pour  la  surface. 

4.  On  sait  qu'un  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  coupe 
la  surface  suivant  une  courbe  ayant  un  point  double  an  point  de 
contact;  les  tangentes  à  la  courbe  en  ce  point  sont  dites  tangentes 
inflexionnelles  :  ce  sont  les  asymptotes  de  l'indicatrice.  Lorsque  les 
deux  tangentes  inflexionnelles  viennent  à  se  confondre,  le  point 
correspondant  de  la  surface  est  dit  point  parabolique;  l'indicatrice 
est  une  parabole. 

5.  Cela  posé,  nous  allons  donner  les  énoncés  des  premières  pro- 
positions qu'on  rencontre  dans  l'étude  des  singularités  générales 
des  surfaces  algébriques. 

La  surface  considérée  S»  est  une  surface  générale  de  V ordre  n. 
Sans  nous  préoccuper  de  l'ordre  logique  des  propositions,  nous 
les  classerons  comme  il  suit  : 

L  Droites  Tt,  c'est-à-dire  tangentes  ayant  un  contact  de 
i""  ordre  en  un  point  unique. 

1^  Le  cône  circonscrit  à  la  surface  S.  et  dont  le  sommet  est  un 
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point  quelconque  P  non  situé  sur  la  surface  est  de  Tordre  71  (/x  —  i) 
et  de  la  classe  n{n  — 1)*5  il  possède  n{n  —  i)(7i — 2)  arêtes  de 

rebroussement,  et-/i(«  —  i)(/i  —  2)(«  —  3)  arêtes  doubles. 

n^  La  courbe  de  contact  de  ce  cône  est  de  l'ordre  n(n  —  i)  ;  elle 
rencontre,  en  outre,  la  surface  S^  suivant  une  autre  courbe  de 
Tordre  n{n  —  i) (/i  —  2)  •,  cette  deuxième  courbe  rencontre  la  pre- 
mière en /i (71  —  i)' ('»  —  2) points  comprenant :les  n{n  —  i) («  —  2) 
points  où  les  arêtes  de  rebroussement  rencontrent  la  courbe  de 
contact,  puis  les  n[n  —  i)(7i  —  a)(/i  —  3)  points  où  les  arêtes 
doubles  rencontrent  la  courbe  de  contact. 

3*^  La  développable  formée  par  les  plans  tangents  à  S„  le  long 
d'une  courbe  plane  fixe  €«  est  de  Tordre  n{Zn  —  5)  et  de  la 
classe  n{n  —  i)  ]  Tarête  de  rebroussement  est  de  Tordre  6n{n  —  2). 

4*^  Cette  développable  toucbe  S.  suivant  la  courbe  Q  d'ordre  71, 
etcoupe,  en  outre,  SuSuivant  une  courbe  de  Tordre  n{n  —  2)  (3  «  -H  i). 
La  deuxième  courbe  toucbe  C»  en  ses  3  /x  (/i  —  2  )  points  d'inflexion, 
passe  par  les  4'>(n  —  2)  points  paraboliques  qui  se  trouvent  sur  C„, 
et  rencontre  C»  en  in[n —  ^)  {^ —  3)  autres  points  qui  sont  sur 
les  tangentes  d'inflexion  de  €«. 

n.  Droites  Ta,  c'est-à-dire  tangentes  ajant  un  contact  du 
%*  ordre  en  un  seul  point,  ou  tangentes  inflexionnelles. 

5^  Par  un  point,  non  situé  sur  la  surface  S»,  on  peut  mener,  en 
général,  n{n  —  i)  (71  —  2)  tangentes  inflexionnelles. 

69  Les  tangentes  inflexionnelles  de  S^,  qui  rencontrent  une 
droite  L,  arbitrairement  choisie,  engendrent  une  surface  de 
Tordre  n{n*  —  4)*  ^^^  cette  surface,  la  droite  L  est  multiple  de 
Tordre  71(71 — i)(/i — 2).  Les  points  de  contact  de  ces  tangentes 
avec  S«  forment  une  courbe  de  Tordre  7i(3/i  —  4)*  L^  surface  en- 
gendrée a  en  commun  avec  S„,  outre  sa  courbe  de  contact,  une 
deuxième  courbe  de  Tordre  n{n  —  i)  (71  —  3)  (/i  -f-  4)« 

7^  Les  tangentes  inflexionnelles,  issues  des  points  d'une  section 
plane  C»  de  la  surface  S.  et  dont  le  contact  du  2*  ordre  a  lieu  en  de- 
hors de  C«,  engendrent  une  surface  de  Tordre  n[n — i  )  (/i  —  3)  (/i  -H  4)  • 
Sur  cette  surface  la  courbe  C,,  est  multiple  de  Tordre  [n  —  3)(/i*-H2). 
IjCs  points  de  contact  de  ces  tangentes  forment  sur  S^  une  courbe  de 
l'ordre /i( 3 71*  —  J^n  —  6).  Les  points  d'intersection  restant  de  ces 


94  BULLETIN  DES  SCIENCES 

tangentes  avec  S»  forment  une  2*  courbe  de  Tordre 

n(n  — a)(n  — 4)('»*-*-5'*-^3)• 
I^.  Droites  Tt^t)  c'est-à-dire  tangentes  ayant  en  deux  points 
distincts  un  contact  du  i"*  ordre  av^ec  la  surface  S^. 

8^  Par  un  point,  situé  sur  la  surface  Su,  on  peut  mener  (/i — 3)  (n  -h  a) 
tangentes  touchant  en  ce  point  et  en  un  autre  point. 

9^  Par  im  point,  non  situé  sur  la  surface  Sa,  on  peut,  en  gé- 
néral, mener  -n(n  —  i)(/i  —  2)(«  —  3)  droites Tf^f. 

10^  Dans  chaque  plan,  arbitrairement  choisi,  il  y  a 

-n(n  — 2)(n  — 3)(ii-i-3)  droites  T,.,. 

1 1^  LfCs  droites  T|^i,  qui  rencontrent  une  droite  fixe  L  arbitraire- 
ment choisie,cngendrent  une  surface  de  Tordre  (/i  -H  i  )n[n — 2)  [n — 3)  \ 
la  droite  L  est  sur  cette  surface  une  ligne  multiple  de  Tordre 

-  71  (/i  —  i)  («  —  2) (/i  —  3).  La  courbe  de  contact  des  droites  Tt,i 

est  de  Tordre  n[n  —  3)  («'  -f-  2«  —  4)-  La  surface  engendrée  ren- 
contre encore  la  surface  Sn  suivant  une  autre  courbe  de  Tordre 

/l(/ï  — l)(/2  — 3)(/I  — 4)(/I-H2). 

1 2^  Les  droites  Tt^t?  dont  un  des  points  de  contact  est  sur  une  sec- 
tion fixe  C„,  engendrent  une  surface  de  Tordre  n  (71 — 3)  (/i*-f-  an — 4)) 
la  courbe  Cn  est  sur  cette  surface  une  courbe  multiple  de  Tordre 
(/i  —  3)(n-H2)*,  toutes  les  nappes  de  cette  snrface  qui  passent 
par  C„  touchent  la  surface  S»  suivant  cette  courbe.  Les  deuxièmes 
points  de  contact  des  droites  Tt,t  forment  une  courbe  de  Tordre 
n{n} — 272* -h  2/1  —  6).  Les  points  d'intersection  des  droites  T|,f 
avec  S„  forment  une  courbe  de  Tordre  n[n  —  4)('**4-'**  —  A^  —  6)- 

i3^  Les  droites  Tt,«,  issues  des  points  d'une  section  plane  Ca  et 
touchant  en  deux  points  distincts  non  situés  sur  Cm,  engendrent  une 
surface  de  Tordre  n[n  —  3) [n —  4) (n^  +  n  —  2)5  la  courbe  Ç, est 
pour  cette  surface  une  ligne  multiple  de  Tordre 

-(n  —  3)(n  —  4)(ii« -f- »  4- 2). 

Les  points  de  contact  des  droites  T|,|  forment  une  courbe  de 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  gS 

Tordre  n{n  —  4)  ('**  +  '*'  —  4^  —  6).  Les  points  d'intersection  des 
droites  T|,t  &vec  S^  forment   une    deuxième  courbe  de  Tordre 

-n(n — 2)(/i  — 4)(/i  — 5)(2«*-f-5ii-H3). 

rV.  Droitbs  T4,  c'est-à-dire  tangentes  ayant  ay^ec  la  surface  S„, 
en  un  seul  point,  un  contact  du  3'  ordre. 

i4^  La  surface  formée  par  les  droites  T4  est  de  Tordre 

2ii(n—  3)(3n  —  2). 

La  courbe  formée  par  les  points  de  contact  des  tangentes  T4  est  de 
Tordre  n{iin  —  a4).  La  surface  engendrée  a,  en  outre,  en  commun 
avec  S„,  une  courbe  de  Tordre  2n{n  —  4)  (3/i*  -H  /i  — 12). 

V.  Droites  Tj^t»  c'est-à-dire  droites  tangentes  en  deux  points 
distincts  pour  lesquels  un  des  contacts  est  du  2'  ordre  et  l'autre 
du  i""  ordre. 

i5^  Les  droites  Ta^t  engendrent  une  surface  de  Tordre 

ii(n  —  3)(n  —  4)(ii» -4- 6n  —  4). 
Les  points  de  contact  Ta  forment  une  courbe  de  Tordre 

n(n  —  4)(3n' 4- 5n  —  24). 
Les  points  de  contact  tt  forment  une  courbe  de  Tordre 

ii(n  —  2)(ii  —  4)('*' "+■  ^'^  "+■  *^)- 

Les  tangentes  Tt,f  rencontrent,  en  outre,  la  surface  S„  en  des  points 
formantune  courbe  de  Tordre /i(  71 — 4)(n — 5)(/i'-f-6/i* — n  —  24). 

VL  Droites  Tt, 1,1,  c'est-à-dire  rfroife5  foucAa/îf  e/i  trois  points 
distincts  aifec  un  contact  du  i"*  ordre.  Points  paraboliques,  etc. 

16®  Les  droites  T,^i^i  engendrent  une  surface  de  Tordre 

/i(/i  —  3)(/i  —  4)(n  —  5)  (/i» -I- 3/1  —  2). 
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1 7®  Les  points  de  contact  des  tangentes  Tf^t^i  forment  une  courbe 

deTordre  -  n{n —  a)(«  —  4){^  —  5)(7i*H-5/i  +  ia). 

i8^  La  courbe,  au  lieu  des  points  paraboliques,  est  de  Tordre 
4n{n  —  a).  La  développable  circonscrite  suivant  la  courbe  parabo- 
lique est  de  la  classe  4^{^  —  i)  ('*  —  ^)- 

19*^  Les  plans  bitangents  forment  une  développable  de  la  classe 

-  /i(/i  —  i)  (/i  —  2)  [n*  —  71*  -H  71  —  la)  ]  la  courbe  de  contact  est  de 

Tordre  n{n  —  a)  (/i*  —  /i*  -f- 71  —  i a) . 
Etc. 

6.  Nous  joindrons  à  cela  une  indication  très-sommaire  des  prin- 
cipaux Mémoires  qui  se  rapportent  à  cette  partie  de  la  théorie  des 
surfaces  algébriques. 

Salmon  (G.).  —  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  vol.  IV,  p.  a6o,  1849. 

Quarterly  Journal,  vol.  I,  p.  336. 

Philosophical  Transactions,  p.  aag,  1860. 

Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy,  t.  XXm,  i856-i859. 

Analytic  Geometry  of  three  Dimensions,  i86a. 
Caylet.  —  Philosophical  Transactions,  1869. 

Journal  de  Liouville,  t.  X,  etc. 
Crbmonà.       —  Preliminari  di  una  teoria  geometrica  délie  superficie,  1866. 

Mémoire  de  Géométrie  pure  (Journal  de  Borchardt)|  t.  68, 1867. 
Clebsgh.        —  Journal  de  Borchardt,  1860-1 861,  etc. 
Zeiituen.       —  Ànnali  di  Matematica,  t.  in,  1869. 

Mathematische  Annalen,  1871. 
Sturm  (R.).    —  Journal  de  Rorchardt,  t.  72,  1870. 
Etc. 
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iiniR 
N  SU  liioins  pdiliés  dans  u  jodual  de  UTHiiAnftDU  de  nbghakdt 

Par  m.  R.  UPSCHITZ. 
(Analyse  rédigée  par  l'Auteur.) 


I. 

Recherches  sur  les  fonctions  entières  et  homogènes 

de  n  différentielles  (*). 

Si  Ton  détermine  le  lieu  d'un  point  dans  l'espace  par  les  coor- 
données rectangulaires  Xx^  Xt^  x^^  le  carré  de  la  distance  du  point 
(xi,  J^t,  Xi)  au  point  (xx  -H  dxi^  x^ -4-  dx^^  x^  H-  dx^)^  ou  le  carré 
de  l'élément  linéaire  dans  Tespace,  partant  du  point  (xj,  Xt^  x%)y 
sera  mesuré,  en  vertu  des  principes  de  la  Géométrie  euclidienne, 
par  la  somme  des  trois  carrés 

(i)  dx\'^dx\'hdx\. 

G>nsidérons  maintenant  les  trois  variables  Xx^  x^^  x^  comme  des 
fonctions  indépendantes  quelconques  de  trois  nouvelles  variables 
JxfyttJ^Z'  Alors  l'expression  (i)  se  transformera  dans  la  fonction 
entière  et  homogène  du  second  degré  des  différentielles  dji^  dyty 

I  -+-  a  «a,,  dy^  dyx  -h  2  «,,,  rfj,  df/,, 

dont  les  coefficients  dépendent  des  variables  ^^  J^t^  j^s-  Les  équa- 
tions 

j,  =  const.»    72  =  const.»    y^  =  const. 

représentent  trois  familles  de  surfaces;  le  carré  de  l'élément  li- 


(•)  Journal  dt  Borehturdt,   t.  70,   p.  71-ioa.  Analysé  dans  les  Comptes  rendus  de 
l'Académie  de  Berlin  pour  1869,  janYÎer,  p.  44~53. 

Btdl,  des  Sciences  mathém.  et  astron.^  t.  IV.  (Féfrîer  1873.)  7 
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néaire,  pour  une  surface  individuelle  d'une  de  ces  familles,  de  la 
première,  par  exemple,  se  déduit  de  l'expression  (2)  en  y  posant 
^1  =  const.,  et  dji  =  o,  et  prend  la  forme 

(  a*)  e,,,  dx\  -+-  2  e,,,  djTt  dXi  -f-  e,;,  dyl . 

A  ime  telle  expression  du  carré  de  l'élément  linéaire  pour  une  sur- 
face se  rattachent  les  recherches  de  Gauss,  dans  lesquelles  la  sur- 
face est  considérée,  non  comme  la  limite  d'un  corps,  mais  comme 
un  corps  dont  une  dimension  devient  nulle,  et  qui  est  en  même 
temps  flexible,  mais  inextensible.  Ces  recherches,  présentées  par 
l'auteur  sous  le  titre  de  Disquisitiones  générales  circa  superficies 
cun^as,  en  1827,  à  la  Société  royale  des  Sciences  de  Gœttîngue,  et 
annoncées  dans  le  177*  numéro  des  Gottingische  gelehrte  An- 
zeigen  pour  la  même  année,  contiennent  les  premiers  germes  des 
travaux  dont  nous  allons  exposer  ici  les  résultats. 

Les  travaux  actuels  sont  relatifs  à  des  fonctions  formées  au 
moyen  d'un  nombre  donné  de  quantités  indépendantes  les  unes  des 
autres  et  de  leurs  différentielles  premières,  lesquelles  sont  ration- 
nelles, entières  et  homogènes  par  rapport  aux  différentielles,  et  de 
forme  quelconque  par  rapport  aux  variables  elles-mêmes,  pourvu 
qu'elles  soient  différentiables.  En  représentant  par  a,  i,  c, . . .  la 
suite  des  nombres  depuis  i  jusqu'à  n,  désignons  par  x^  le  système 
des  n  variables,  et  par  f(dx)  une  fonction  de  l'espèce  indiquée, 
dont  le  degré,  par  rapport  aux  différentielles,  soit  exprimé  par  le 
nombre  p.  Nous  considérerons  la  fonction  f(dx)  comme  une 
forme  algébrique  du  p**"^  degré  des  n  différentielles  dx^^  dont 
les  coefficients  dépendront  des  variables  x^^.  Si  les  variables  x« 
sont  des  fonctions  indépendantes  quelconques  de  n  nouvelles  va- 
riables ^1,  et  que  Ton  pose 

(3)  d>7  =  ^"*' 

on  aura,  entre  les  différentielles  dx^  et  dji^  les  équations  linéaires 

(4 )  dxu=  Cl djTx  -+-  c^.i rf/, -^  . .-+-  c, rf/„ 
et  le  déterminant  fonctionnel 

VI  =  A-  IjZ  C\,\  Cj^f.,Cn,n  =^  I  C*  i 
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ne  devra  pas  s'annuler.  De  la  substitution  des  variables  y^  dans  la 
forme  y*(^j:)  résulte  une  équation 

(5)   '  f{dx]:=g(dr), 

où  g(d/)  désigne  une  forme  du  p»*"*  degré  des  différentielles  dyi. 
Nous  supposerons  constamment  que,  pour  /'>2,  le  déterminant 
appartenant  à  la  formule  y*(e/j:), 


(6)  A=^it 


d\f(dx)  d\f(dx) 


ddxx  ddxi       ôdxnddx^ 


d'f(dx) 
ôdxaddxb 


ne  s'évanouit  pas  identiquement^  alors  le  déterminant  correspon- 
dant à  la  forme  g[djr)^ 


(-X  £     V-+-    à'^(dy)         d^g(dr)    _ 


d  dj-y  à  dxi       d  djTn  à  dy\ 


à'gjdx) 
àdyhddyi 


en  vertu  de  l'égalité  E  =  AC*,  remplira  pareillement  la  condition. 

Etant  données  deux  formes  du  p'^""  degré  et  de  n  différentielles, 
f(dx)  et  g[dy)^  on  les  considérera  comme  appartenant  à  la  même 
classe  ou  à  des  classes  différentes,  suwant  que  l'une  des  formes 
pourra  ou  non  se  transformer  dans  l'autre  de  la  manière  indiquée, 
et  l'on  étendra  en  conséquence  les  autres  principes  fondamentaux, 
développés  dans  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  en- 
tières  et  homogènes  au  mojren  des  substitutions  linéaires. 

D'après  cette  définition,  les  expressions  ci-dessus  (i)  et  (2)  sont 
des  formes  quadratiques  de  trois  différentielles,  et  appartiennent  à 
la  même  classe.  De  plus,  l'expression  (2*)  est  une  forme  quadra- 
tique des  deux  différentielles  djr^^  djr^.  Si  l'on  imagine  que  la  sur- 
face ^1  =  const.,  pour  laquelle  cette  expression  représente  le  carré 
de  l'élément  linéaire,  puisse  être  développée  sur  une  seconde  sur- 
face, rapportée  aux  variables  indépendantes  (Vs,  (Vs)  1^^  variables j>^t? 
ji  seront  des  fonctions,  indépendantes  entre  elles,  des  variables  (Vi, 
(Vs)  et  le  carré  de  l'élément  linéaire  pour  la  seconde  surface  appar- 
tiendra à  la  même  classe  que  l'expression  (2*).  Gauss  s'est  occupé 
en  passant  de  cette  relation,  à  l'occasion  de  la  solution  générale 
du  problème  de  représenter  les  parties  d'une  surface  donnée, 

7- 
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sur  une  autre  surface,  de  manière  que  la  représentation  soit  sem- 
blable à  la  surface  représentée  dans  ses  moindres  parties,  art.  4  (  ^ }) 
puis  l'a  développée  complètement  dans  les  Disquisitiones  générales 
circa  superficies  cun^as,  déjà  citées,  art.  la  et  i3.  Dans  ce  dernier 
endroit,  Gauss  fait  remarquer  que  la  théorie  des  lignes  les  plus 
courtes  sur  une  surface  donnée  appartient  à  la  théorie  des  pro^ 
priétés  de  la  surface  qui  sont  indépendantes  d'une  déformation 
de  cette  surface.  Si,  pour  la  surface j^i  =  const.,  rexpression  (a*) 
du  carré  de  l'élément  linéaire  est  donnée,  la  ligne  la  plus  courte 
sur  la  surface  est  alors  déterminée  par  la  condition  que  la  première 
variation  de  l'intégrale 

s'annule,  tandis  que  le  système  initial  (j^,°\  J^^^)  et  le  système  final 
(^»^>)  ^®  l'intégrale  demeurent  invariables.  La  détermination  de 
cette  variété  du  premier  ordre  pour  les  variables  j^t)  yt  i^c  contient 
aucun  élément  qui  ne  soit  tiré  de  la  forme  quadratique  {2*)^  et 
c'est  là-dessus  que  repose  la  proposition  énoncée  par  Gauss. 

Une  autre  définition  de  la  même  variété  du  premier  ordre  est 
donnée  par  cette  proposition  de  Mécanique  analytique,  qp! un  point 
matériel,  qui  fia  aucune  force  motrice,  et  qui  est  contraint  de  se 
mouyoir  sur  une  surface  donnée,  décrit  sur  cette  surface  une  ligne 
de  moindre  longueur.  Si  la  surface  est  désignée  comme  ci-dessus, 
le  lieu  (jTdJTs)  <1u  point  matériel  mobile  au  bout  du  temps  t  est 
déterminé,  en  vertu  du  principe  établi  par  Hamilton,  dans  son  Mé- 
moire On  a  gênerai  Method  in  Dynamics  (*),  par  la  condition 
que  la  première  variation  de  l'intégrale 

/ih.(^)--..t^'-'"(^)"]* 

s'évanouisse,  la  position  du  point  matériel  à  l'époque  initiale  et  à 
l'époque  finale  de  l'intégration  restant  invariable. 


(*)  Astronomisehe  Abhandlungem  von  Scbqhacbir,  Heft  3. 

(*)  Philosoph.  Transaet,  of  ehe  it.  Soc,  of  London,  i834,  Part  II,  p.  i47>   >^^« 
Part  I,  p.  9S. 
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Ces.  deux  problèmes  de  calcul  des  variations  peuvent  être  étendus 
au  cas  où  Ton  suppose  que,  à  la  place  de  la  forme  quadratique  de 
deux  différentielles,  on  a  pris  une  forme  quelconque /(^jr),  du 
p'^*  degré  (pétant  ^2),  des  n  différentielles  dXn»  Alors  Tun  des 
problèmes  consiste  à  rendre  n  —  i  des  variables  Xa  dépendantes  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles  x^  de  telle  manière  que  la  première 
variation  de  l'intégrale 

(8)  R=Jç^7(rfx) 

s'évanouisse,  tandis  que  les  systèmes  des  valeurs  x^^^  et  x«,  corres- 
pondant respectivement  au  commencement  et  à  la  fin  de  l'inté- 
gration, restent  invariables.  Le  second  problème  consiste,  au  con- 
traire, à  rendre  les  n  variables  Xa  dépendantes  d'une  variable 
indépendante  t,  de  telle  manière  que  la  première  variation  de  l'in- 
tégrale 

soit  égale  à  zéro,  undis  que  les  systèmes  des  valeurs  x^^^  et  x^,  cor- 
respondant respectivement  à  la  valeur  initiale  t^  et  à  la  valeur 
finale  t  de  la  variable  t,  restent  invariables.  L'expression  trouvée 
par  Lagrange  pour  la  variation  complète  de  la  forme  y*(x'),  où  l'on 

a  posé  -^  =  x^, 


>''=ife 


,énfii       "S -72 


(,„)    J/(yi  =  >     ^^:  -  -j~W.  -     ■  j,        i'.. 


donne  le  sjstème  d'équations  différentielles  qui  convient  au  second 
problème, 

.  àf(x'  ) 
,     ,  àx'„        df(x') 

En  conséquence  de  l'hypothèse  établie  ci-dessus,  que  le  déterminant 
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A  =  .  ."^  .  ,  ne  doit  pas  s*évanouir  identiquement,  ce  sys- 
tème d'équations  différentielles  permet  d'exprimer  les  n  dérivées  les 
plus  élevées  — j-^  en  fonction  des  quantités  Xt  et  -j-  •  D'après  les 

principes  exposés  dans  le  Mémoire  intitulé  :  Erorterung  der  Mog- 
lichkeity  ein  gegebenes  System  gewohnlicher  Differentialglei" 
chungen  vollstândig  zu  integriren  (Bonn,  1868),  et  publié  en 
italien  dans  les  Annali  di  Matematica  (série  II*,  t.  II,  fasc.  IV, 
p.  288-302),  le  système  (i  i)  peut  donc,  sous  les  conditions  de  con- 
tinuité déterminées  dans  le  Mémoire  cité,  s'intégrer  complètement, 
i\l  cela  d'une  seule  manière,  de  telle  façon  que  les  variables  x«  et 
leurs  dérivées  x'^  prennent,  pour  t  =  to)  l^s  valeurs  assignées  d'a- 
vance 

(12)  .  x.=  x^:\    <  =  <f'>. 

On  a  généralement,  pour  une  des  intégrales, 

(i3)  f(x')=zf.[x'^*)], 

f%  [xf^^^]  étant  le  résultat  de  la  substitution  des  valeurs  (12)  dans 

/(^)- 

Du  système  (11)  on  peut  déduire  n  —  i  équations  différentielles 
ne  contenant  plus  la  différentielle  dt^  et  qui  coïncident  avec  les  n  —  1 
équations  différentielles  correspondant  au  problème  de  la  varia-- 
lion  de  l'intégrale  (8).  Supposons  ces /i  —  i  équations  différen- 
tielles intégrées  de  manière  que,  pour  x^,  =  xj-^^  on  ait  les 
équations 

dx        x'^""^ 

^H)  Xa  —  X.      ,  -^'(o)' 

Alors  de  l'intégrale  (i3)  résulte  l'équation 


qui  exprime  les  dépendances  entre  la  variable  x«,  et  la  variable  t  ^ 
et  cette  équation  fait  voir  que,  dans  cbacune  des  valeurs  d'intégra- 
tion Xa^  la  variable  t  n'entre  que  par  les /i  combinaisons  (t  —  tt)^/*^ 
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Les  valeurs  dHntégration  x^  ne  sont  donc  fonctions  que  des  n 
quantités  xfg^et  des  n  quantités  (t  —  t^)x'i'*\ 

Tandis  que  la  variable  indépendante  t  passe  de  la  valeur  t^  à  la 
valeur  t,  le  système  des  valeurs  d'intégration  a:«,  en  passant  pro- 
gressivement du  système  de  valeurs  x^^^  au  système  de  valeurs  a:«, 
parcourt  une  variété  du  i""  ordre,  qui  ne  dépend  que  de  la  nature 
de  la  forme  f[dx).  Par  la  transformation  de  la  {orme  f(dx)  dans 
la  forme  g{djr)^  dont  le  résultat  est  représenté  par  Téquation  (5), 
les  intégrales  (8)  et  (9)  et  le  système  d'équations  différentielles  (11) 
se  changent  dans  les  algorithmes  correspondants  relatifs  à  la  forme 
g[dy).  Admettons  maintenant  que,  pour  t  =  to,  les  systèmes  x£*^ 
^^  J^\  «^a*^  ®^  ^^"^  *®  correspondent  respectivement.  Alors,  de 
l'équation  (4)  résulte,  entre  les  quantités  x'^^^  et  yj^^\  le  système 
d'équations  linéaires 

(ib)  x^   —  ^...r;    -+-^.,,7,   -^ ^^M.nrn  » 

la  substitution  des  valeurs  x^^^  à  la  place  des  x^,  dans  une  fonction 
des  x^^  et  la  substitution  des  valeurs  ^""^  à  la  place  des  j^^i  dans  une 
fonction  des  jTk  étant  indiquées  par  Tadjonction  du  signe  ^^K  On 
a  aussi  l'équation 

(17)  /.[^'<*']  =  S'.[/<*']- 

Ici  les  valeurs  d'intégration  Xa  et  les  valeurs  d'intégration  yi  dé- 
finissent la  même  variété  du  1®'  ordre. 

En  considérant  maintenant,  dans  la  représentation  des  valeurs 
d'intégration  Xa  au  moyen  des  n  quantités  [t  —  t^)x'^''\  les  pre- 
mières de  ces  quantités  comme  invariables,  les  secondes  comme  va- 
riables, les  quantités  j:«  se  présenteront  comme  fonctions  du  sys- 
tème de  nouvelles  variables 

(18)  (/-/.)^;->  =  «„ 

que  l'on  peut  appeler  variables  normales.  Si  Ton  procède  de 
même  pour  la  forme  g{dy)^  qui  appartient  à  la  même  classe  que 
f(dx)j  les  valeurs  d'intégration  j^ji  dépendront  des  n  quantités  j^"^ 
et  des  n  quantités  (t  —  to)j^i^*^^  la  constance  des  xf?^  entraînant 
comme  conséquence  la  constance  des  yil^\  les  quantités  j^x  devien- 
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dront  des  fonctions  des  nouvelles  variables 

(19)  {t  ^  t.)rf'^  ==  zn 

et  les  variables  u^  seront,  en  vertu  de  (16),  liées  aux  variables  zt 
par  les  équations 

(i6*)  «. = ci>.  4- . . . + ci;!».. 

Les  variables  normales  u«  sont  donc  des  fonctions  linéaires  des 
variables  normales  z^.  On  peut  ici  placer  cette  remarque,  qui 
trouvera  son  application  dans  le  Mémoire  DI,  que  les  variables  nor^ 
maies  u^,  par  la  combinaison  des  équations  (i5)  et  (18),  admettent 
aussi  pour  définition  la  formule 

(.8-)  «*  = ? :*;'•'. 

Transformons  la  forme  f{dx)  par  l'introduction  du  système  des 
variables  normales  u^,  de  sorte  qu'il  en  résulte  l'équation 

(20)  f(dx)  =  (f{du); 

alors  ^(du)  sera  un  type  normal  de  la  forme  f{dx).  Si,  pour  une 
forme  g  {dy)  appartenant  à  la  même  classe  qaef{dx)y  on  forme  le 
système  correspondant  de  variables  normales  Z|,  défini  par  (19],  et 
que  l'on  établisse  le  type  normal  x(dz)j  on  aura  l'équation 

(21)  (f(du)  =  x{dz), 

tandis  que  les  variables  u^  sont,  en  vertu  de  (16*),  des  fonctions 
linéaires  homogènes  des  variables  z^.  L'espèce  de  la  dépendance 
entre  f{du)  et  x(^^)  ^^^  donc  d'un  autre  degré  que  l'espèce  de 
la  dépendance  entre  f{dx)  et  g[dj).  A  cause  de  cela,  la  concept 
tion  du  type  normal  fournit  un  moyen  pour  l'étude  des  propriétés 
d'une  classe  déformes. 

Par  la  substitution  (16*))  l'expression  finie  y^(u),  relative  à  la 
forme y*(</j:),  et  la  forme  à  coefficients  constants y^(</ii),  relative  a 
la  même  forme y*(</x),  se  transformeront  aussi  dans  les  algoritlunes 
correspondants,  relatifs  à  la  forme  g(dy)^  de  sorte  qu'on  aura  les 
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équations 

(23)  f.(du)  =  g.(dz). 

En  même  temps,  Tintégrale  R,  définie  par  (8),  prendra  la  valeur 


(8*)  T^  =  ^)/pf.{u)^^y/pg.(z). 

Parla  combinaison  des  équations  (21)  et  (23),  on  obtient  encore  la 
relation  remarquable 

(a3*)  ,f{du)-Mdu)  =  x(dz)-g,[dz). 


i  les  formes  de  n  différentielles,  celles  dont  les  coefficients 
sont  constants  occupent  une  place  à  part,  et  il  est  à  souhaiter  de 
pouvoir  t%connaltre  si  une  forme  donnée  f(dx)  est  transformable 
ou  non  en  une  forme  à  coefficients  constants.  Quand  le  degré  p 
est  ^  2,  cette  question  peut  être  décidée  par  la  considération  du 
type  normal  de  la  (orme  f(dx).  Supposons  que  la  forme  y*(^x) 
puisse  être  transformée  dans  la  forme  gidy)^  dont  les  coefficients 
soient  constants.  Alors  le  système  d'équations  différentielles  relatif 
h  la  forme  g(djr)^  et  qui  se  tire  de  (i  i),  est  intégré  complètement 
de  la  manière  indiquée  plus  haut,  au  moyen  des  équations 

et,  en  conséquence,  les  variables  j^  sont  liées  aux  variables  nor^ 
moles  Zk^  définies  dans  les  formules  (19),  par  les  équations 

On  a,  d'après  cela,  pour  notre  forme  g(dy)^  l'équation 

(25)  xidz)  =  g.(dz). 

Or  celle-ci  entraine  avec  elle,  en  vertu  de  (23*),  l'équation 

(26)  (p(rfii)=/.(rfii), 

et  ainsi  se  trouve  établi  le  critérium  suivant  :  Une  forme  J\dx), 
d'un  degré  égal  ou  supérieur  au  second,  peut  ou  ne  peut  pas 
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être  transformée  en  une  forme  à  coefficients  constants,  swdifont 
que  le  type  normal  de  cette  forme  est  ou  nest  pas  une  forme  à 
coefficients  constants. 

C'est  ici  le  lieu  de  rappeler  que  la  théorie  des  formes  dup^ 
degré  de  n  différentielles  est  en  relation  très-éiroite  avec  les  re- 
cherches sur  la  nature  de  l'espace,  que  Gaïus  a,  le  premier,  inau- 
gurées (^),  et  que,  plus  tard,  Riemann,  dans  son  Mémoire  post- 
hume :  Ueher  die  Hypoihesen,  welche  der  Géométrie  zu  Grunde 
liegen  (*),  a  reprises  avec  une  grande  généralité.  Ces  recherches 
partent  de  ce  que  la  position  d'un  point  dans  Tespace  est  détermi- 
nable  par  la  mesure  de  trois  quantités  Xi,  x^j  Xg,  et  qu'à  un 
changement  continu  de  cette  position  correspond  une  variation 
continue  de  ces  trois  quantités.  La  mesure  de  la  distance  entre  le 
point  (Xi,  Xfj  x%)  et  un  point  voisin  [xi+dx^y  x^-hdxty  x^+dxz) 
nest  pas  nécessairement  alors  la  racine  carrée  de  la  8<Mnme des 
carrés  de  trois  différentielles  exactes.  La  mesure  de  cette  distance, 
ou  l'élément  linéaire  dans  l'espace,  peut,  au  contraire,  être  sup- 
posée égale  i  la  racine  carrée  d'une  forme  quadratique  quelconque 
essentiellement  positive,  ou,  plus  généralement,  a  la  racine  p^*^ 
d'une  forme  quelconque  essentiellement  positive,  du  p'^**  degré, 
des  différentielles  tfxi,  dxt^  dx^.  L'établissement  de  la  possibilité 
d'une  telle  théorie  de  l'espace  fait  voir  en  même  temps  la  raison 
][>our  laquelle  tous  les  efforts  pour  fonder  Taxiome  XI  d'Eudide 
sans  hypothèse  préalable  ont  dû  échouer.  Si,  au  lieu  des  trois  va- 
riables Xi^  Xs,  Xs,  on  considère  les  n  variables  x«,  et  que  Von 
prenne  l'expression 

pour  l'élément  linéaire  de  cette  variété  du  /i***^  ordre,  alors  l'in- 
tégrale R,  définie  par  (8),  mesurera  la  longueur  d'une  ligne 
d'étendue  finie,  et  le  problème  de  calcul  de  variations,  posé  pour 
l'intégrale  R,  donne  à  cette  longueur  une  valeur  minimum. 
Lorsque  la  forme  f{dx)  est  transformable  en  une  forme  g{djr)  à 
coefficients  constants,  la  nature  de  la  ligne  ou  vàeiété  du  premier 
ordre  correspondante  est  exprimée  par  les  équations  (a4)-  Si  Ton 


(*)  Voir  let  Lettret  à  Schumacher  du  17  mal  et  du  la  juillet  iS3i. 

(*)  Jbhandlungen  Jêr  K.  GeselUchaft  der  Witsemchaftem  sm  GSttimgtm^  Bd.  XIII. 
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a,  en  outre,  p  z=  ^^  la  forme  ^g{dj)^  dont  les  coefficients  sont 
constants,  et  qui  est  supposée  essentiellement  positive,  est  toujours 
^aie  à  la  somme  des  carrés  de  n  différentielles^  l'expression  du 
carré  de  l'élément  linéaire  coïncide  avec  celle  qui  découle  des  prin- 
cipes de  la  Géométrie  euclidienne;  les  lignes  de  longueur  mini- 
mum, représentées  par  les  équations  (24),  se  changent  dans  les 
lignes  droites  de  la  Géométrie  euclidienne,  et  l'équation  (8*)  de- 
vient le  théorème  de  Pjthagore. 

Le  critérium  que  nous  avons  indiqué  pour  savoir  si  une  forme 
f{dx)y  dans  le  cas  de  ^  ^  -i,  est  transformable  en  une  forme  à  coef- 
ficients constants,  suppose  l'intégration  complète  du  système  d'é- 
quations difiérentielles  (11).  Une  forme  du  premier  degré 

f(dx)  =  airfxi  -f-  Oidxt  H- . . .  -f-  a^cb^m 

possède  cette  propriété  dans  le  cas,  et  seulement  dans  ce  cas,  où  elle 
est  ^ale  à  une  différentielle  exacte.  Or  les  conditions  connues 
à'intégrabiUté  peuvent  être  résumées  en  disant  que  la  forme,  bili- 
néairepar  rapport  aux  deux  systèmes  dxa  et  dx^y 

a,b 

qui  est  un  coî^ariant  de  la  forme  f(dx)^  doit  s'éyanouir  identi- 
quement.  Pour  les  formes  du  second  degré  de  n  différentielles,  on 
peut  pareillement  établir  un  critérium  qui  conduit  au  but,  sans 
l'intégration  préalable  d'un  système  d'équations  différentielles. 

Dans  le  Mémoire  cité  plus  haut,  Gauss  a  démontré  que,  si,  par 
un  point  d'une  surface  donnée,  on  mène  des  sections  normales,  et 
que  l'on  détermine  leurs  rayons  de  courbure,  le  produit  des  va- 
leurs réciproques  du  plus  grand  et  du  plus  petit  rayon  de  cour- 
bure reste  inwiriable  dans  une  déformation  de  la  surface.  Cette 
quantité,  que  Gauss  appelle  la  mesure  de  la  courbure  de  la  sur- 
face  au  point  donné,  est  d'une  haute  importance.  Si  le  carré  de 
l'élément  linéaire  pour  la  surface  est  représenté  par  la  forme  qua- 
dratique (a*)  des  deux  différentielles  dy^^  dy^^  l'expression  de  la 
mesure  de  courbure,  donnée  par  Gauss,  art.  Il,  est  un  invariant  de 
la  forme  (a*).  Cet  invariant  s'éx^anouit,  toutes  les  fois  que  la 
forme  correspondante  peut  être  transformée  dans  la  forme  à 
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coefficients  constants 

ou  encore  toutes  les  fois  que  la  surface  donnée  est  dé%^loppabU 
sur  un  plan. 

Dans  le  cas  d'une  forme  quadratique  f{dx)  de  plus  de  deux  dif- 
férentielles, pour  trouver  des  combinaisons  covariantes  à  crette  sur- 
face dans  une  transformation  quelconque  de  la  (orme  f{dx)  en  une 
forme  g[dy)^  on  peut  partir  des  considérations  que  Lagrange  a  ex- 
posées dans  la  Mécanique  analytique  (seconde  Partie,  section  IV), 
touchant  la  transformation  des  expressions  différentielles.  Ces  con- 
sidérations donnent,  pour  la  ïonne  f[dx)^  Téquation 

a  k 

dont  le  premier  membre,  divisé  par  dt^  et  égalé  à  zéro,  fournit  le 
système  d'équations  différentielles  (ii).  Représentons  maintenant 
la  forme  quadratique  y*(^x)  comme  il  suit, 

(29)  /(rf^)  =  ^  \  a..*c/x.rfx4, 

de  manière  que,  d'après  (6),  le  déterminant  soit 

et  faisons,  de  plus. 


dOnJk 


Donnons  au  multiplicateur  de  dxa  dans  le  premier  membre  de  (  a8) 
la  forme 


\  a.,*rf*J/.(rfx), 


fj^dx)  désignant  la  forme    quadratique   suivante  des  diffiiren- 
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tielles  dxg^ 

(3o)  {  «'* 

f       _  ^^'§   ,   ^^»A       dag,k 
•^••'•*  ""  dxK  "^  dx^        dxa  ' 

Alors  la  forme  quadritinéaire,  par  rapport  aux  quatre  systèmes 
de  yariations  indépendantes 

if*j7«,     i^Xhj     dxgy    ixk 
des  variables  j:^, 


i  T  ^a'Xy  o'Xf  axy  ox) 


îZ  ^l  àdx,  ~dï^~  dix,    ddxi  Jp*-****' 

est  un  couariant  de  la  forme  f{dx).  Cette  forme,  que  M.  Christoffel, 
dans  son  Mémoire  :  Ueher  die  Transformation  der  homogenen 
DifferenzialausdriûJie  zs/^iten  Grades  [Journal  de  Borchardt, 
t.  70,  p.  46-70),  a  désignée  (p.  58)  par  G«,  est  une  forme  biU- 

néaire  de  deux  systèmes  de  combinaisons 

d*x»i^Xh^i*Xmd^x^,    et    dxgixk—-  ixgdxk» 

Cette  forme,  comme  nous  le  montre  sa  représentation,  doit  s'éi^a- 
nouir  identiquement,  toutes  les  fois  que  la  forme  f{dx)  peut  être 
transformée  en  une  forme  à  coefficients  constants. 
Lorsque  la  forme  de  deux  différentielles 

(29*)  ^f{dx)  =  ai.tdx]  -h  2a,,2rfx,rfj:,-ha,,,rfrî 

désigne  le  carré  de  l'élément  linéaire  pour  une  surface  rapportée 
aux  variables  Xi  et  Xt,  alors,  entre  la  mesure  de  courbure  de 
Gauss  k  au  point  (xi,  x^)  de  la  surface  et  la  forme  correspondante 
V  (rf*  x,  <î*x,  dx^  âx)^  on  a  l'équation 

(3a)  7  W  (rf'x,  d*x,  dxy  ix)=—  k{d*Xi  j'x,— 4'x,  d^Xj)  (dxx  jx,—  ixx  dxt) . 

G>mme  les  systèmes  des  valeurs  Xi,  Xt  composent  une  variété  du 
second  ordre,  on  peut  s'exprimer  en  disant  que,  lorsque  la  forme 
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quadrilinéaire  ^{d^x^i^x^  dx^  ix)^  correspondant  à  unefi^mt 
f{dx)j  séyanouit  identiquement,  la  forme  f{djc)  est  tran^w^ 
mable  en  une  forme  à  coefficients  constants.  La  démonstration  de 
cette  proposition,  qui  n'a  pas  encore  été  donnée,  même  pour  ii  =  i, 
s'obtient  par  la  considération  du  système  de  n  équations  diflfren- 
tielles 

(33)  Zé'^'lt'^ZL'-d^^'^''^ 

b  b 

où  les  valeurs  de  Xc  et  de  Xc  sont  tirées  de  l'intégration  complète  du 
système  (i  i)  indiquée  ci -dessus.  Dès  que  la  forme 

^[d'Xy  i'x,  dx,  ix) 

est  identiquement  nulle,  les  n  systèmes  d'expressions 

dxi  dxé 


(34)  Ké  = 


(t  —  /,)<>a?'/*»>       dui 


devront  satisfaire  au  système  d'équations  différentielles  (33),  et 
par  suite  l'intégrer  complètement.  De  ce  fait  on  déduit  alors  l'équa- 
tion ci-dessus  (a6),  qui  équivaut  à  la  proposition  énoncée.  Z'eW- 
nouissement  identique  de  la  forme  quadrilinéaire 

^{d'x,  i'x,  dxy  ix)y 

relative  à  une  forme  f(dx)^  est  donc  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  forme  f{dx)  puisse  être  transformée  en  une 
forme  à  coefficients  constants.  Avec  ce  théorème  nous  possédons  un 
critérium  qui,  conmic  nous  l'avons  annoncé  plus  haut,  ne  suppose 
pas  rintégration  préalable  d'un  système  d'équations  différentielles, 
et  qui  peut  être  appliqué  directement  dans  un  cas  donné  quelconque. 

{^  suiifre.) 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE. 

AurnuAiiiE  pour  l'an  1878,  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes. 
Avec  des  Notices  scientifiques.  — Paris,  Gauthier- Villars.  i  vol. 
in- 18.  I  fr.  s5  G. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.       m 

Voici  les  titres  des  Notices  scientifiques  : 

Faye  :  Sur  la  constitution  physique  du  Soleil  (911  p.)-  ~  Funérailles  de 
M.  Laugier  :  Discours  de  MM.  Faje^  Delaunay,  Jurien  de  la  Gravéêre,  —  Fu- 
nérailles de  M.  Delaunay  :  Discours  de  M.  Fajre. 

AinNUÀiiiE  météorologique  de  l'Observatoire  de  Paris  pour  Tan  1873. 
—  Paris,  Gauthier- Villars.  1  vol.  in-i8.  2  fr. 

Beetràivd  (L.),  professeur  agrégé  a  la  Faculté  des  Sciences  et  des 
Lettres  de  Genève.  —  Géométrie  de  position,  ou  Géométrie  su- 
périeure. Première  Partie.  — Paris,  Gauthier- Villars,  1873. 
In-8«.  6  fr. 

La  méthode  suivie  dans  cet  Ouvrage  est,  en  général,  celle  de  M.  Chasles.  Il 
se  divise  en  trois  Sections  :  i.  Introduction.  2.  Propriétés  projectives  des  sys- 
tèmes primaires  de  quatre  éléments.  3.  Propriétés  projectives  des  systèmes  pri- 
maires complets. 

BouEDON.  —  Eléments  d'Algèbre.  Quatorzième  édition,  revue  et 
annotée  par  M.  £".  Prouhet,  —  Paris,  Gauthiei^Villars,  1873. 
I  vol.  in-8«  (665  p.).  8fr. 

Notes  ajoutées  par  M.  Prouhet  :  \ .  Sur  les  nombres  incommensurables.  2.  Sur 
réquation  du  second  degré.  3.  Développement  de  (a  -¥■  b^^^)".  4.  Sur  la  base 
des  logarithmes  népériens.  S.  Fonctions  dérivées.  6  et  7.  Des  différences  ;  leur 
application  à  la  résolution  des  équations.  8.  Méthode  de  Newton.  9.  Sommation 
des  piles  de  boulets. 

BovEDOM.  —  Application  de  l'Algèbre  a  la  Géométrie,  comprenant 
la  Géométrie  analytique  à  deux  et  à  trois  dimensions.  Septième 
édition,  revue  et  annotée  par  M.  G.  Darboux.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1879.  i  vol.  in-8®  (xx-648  p.,  10  pi.).  8  fr. 

Notes  ajoutées  par  M.  Darboux  :  i.  Théorème  des  projections  et  transforma- 
tion des  coordonnées.  2.  Centre  des  distances  proportionnelles.  3.  Distance  d'un 
point  à  une  droite  et  surface  du  triangle  déterminé  par  trois  points.  4.  Discus- 
sion de  réquation  générale  du  second  degré.  5.  Interprétation  des  inégalités  en 
Géométrie  analytique.  6.  Lieux  géométriques.  7.  Déterminants,  leur  application 
géométrique.  8.  Réduction  de  Téquation  du  second  degré,  etc.  9.  Tliéorèmes 
relatifs  aux  diamètres  conjugués  de  Tellipee.  10.  Théorie  des  tangentes,  il.  in- 
tersection de  deux  courbes  du  second  degré.  12.  Équation  qui  détermine  les 
couples  de  sécantes  communes  à  deux  courbes  do  second  degré.  13.  Détermi- 
nation des  courbes  du  second  degré  passant  par  un  nombre  donné  de  points. 
i4.  Plan  tangent  des  surfaces  algébriques.  15.  Plan  polaire  des  surfiicesdo  se- 
cond degré.  i6.  Centre  et  plans  diamétraux.  17.  Plans  principaux  des  surfoces 
do  second  degré.  i8.  Réduction  de  réquation  du  second  degré  à  sa  forme  la 
plus  simple,  etc. 
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Brisse  (Ch.)  et  André  (Ch.).  —  Cours  de  Physique,  â  Tusage  des 

élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales.  Avec  47^  figons 

intercalées  dans  le  texte.  —  Paris,  Duuod,  1873.    i  vol.  in-8* 

(608  p.).  i3fr. 

Instruments  de  mesure.  Notions  de  Mécanique.  Pesanteur.  ÉqnOfllire  dei 
liquides.  Équilibre  des  gaz.  Écoulement  des  liquides.  Capillarité,  filedricilé. 
BCagnétisme. 

Connaissance  des  Temps  ou  des  mouvements  célestes,  â  l'usage  des 
Astronomes  et  des  Navigateurs,  pour  Tan  18749  publiée  par  le  Bu- 
reau des  Longitudes.  Avec  Additions.  — Paris,  Gauthier-Villars, 

1872.  1  vol.  în-8®.  6fr.  Soc. 

ÀDorriONS.  ^  Delà  Roche-Poncié  :  Sur  la  Table  des  positions  géograpbiqiiBii 
additions  et  corrections  faites  cette  année.  —  FleuHais  (G.)  :  Rapport  sur  h 
longitude  de  Shang-Haï  déduite  des  observations  méridiennes  de  la  Lune  (ai  p.). 
—  Flcwriais  (G.)  :  Rapport  sur  la  longitude  dePondichéry  déduite  des  observa- 
tions méridiennes  de  la  Lune  (24  p.)- 

HiRN  (G.- A.].  —  Mémoire  sur  les  conditions  d'équilibre  et  surit 
nature  probable  des  anneaux  de  Saturne.  —  Paris,  Gauthier- 
Yillars,  187a.  In-4^,  avec  planches.  4  fr- 

Mathieu  (Em.). —  Cours  de  Physique  mathématique.  —  Paris, 

1873.  I  vol.  in-4°  (294  p.)-  i5fr. 
Cet  Ouvrage  a  pour  but  pridcipal  les  Méthodes  d'intégration  en  Physique  ma- 
thématique. Il  se  divise  en  neuf  Chapitres  :  1.  Emploi  des  séries  trigonométri- 
ques  (Corde  vibrante.  Chaleur  des  corps  solides).  2.  Surfaces  isothermes  et 
coordonnées  curvilignes.  3.  Équilibre  de  température  des  cylindres  înd^nb 
(Solution  générale.  Système  de  cylindres  isothermes).  4.  Équations  difléren- 
tielles  linéaires  du  second  ordre.  5.  Mouvement  vibratoire  des  membranes  et 
température  des  cylindres.  6.  Distribution  de  la  température  dans  une  sphère. 
7.  Distribution  de  la  chaleur  dans  un  milieu  indéfini  et  températures  du  globe 
terrestre.  8.  Équilibre  de  température  de  l'ellipsoïde.  9.  Refroidissement  d'un 
ellipsoïde  planétaire. 

RoucHÉ  (E.)  et  DE  CoMBEROussE  (Ch.).  —  Éléments  de  Géométrie, 
entièrement  conformes  aux  derniers  programmes  d'enseignement 
des  classes  de  troisième,  de  seconde,  de  rhétorique  et  de  phUoso- 
phie,  suivis  d'un  Complément  à  Tusage  des  élèves  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  et  de  Mathématiques  spéciales,  et  de  Notions 
sur  le  Lever  des  plans  et  l'Arpentage.  Deuxième  édition.  — Paris, 
Gauthier- Villars,  1878.  i  vol.  in-8*.  5  fr. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  ii3 


REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

BRETSCHNEIDER  (C.-A.),  Professor  am  Gymnasium  zu  Gotha.  —  Die  Géo- 
métrie UND  DIE  Geometer  vor  Ecclides.  Ein  historischerVersuch.  —  Leipzig, 
Dnick  und  Verlag  von  B.-G.  Teubner,  1870  (*). 

L'étude  des  origines  de  la  Géométrie,  jusqu'à  ces  derniers  temps, 
était  restée  à  peu  près  au  même  point  qu'à  l'époque  de  la  publica- 
tion de  V Histoire  des  Mathématiques  de  Montucla,  et  malgré  les 
progrès  considérables  qu'ont  faits  les  sciences  historiques  dans  notre 
siècle,  on  n'avait  ajouté  que  bien  peu  de  chose  aux  résultats  connus 
depuis  cent  ans,  relativement  aux  travaux  des  fondateurs  de  la 
Géométrie  chez  les  Grecs.  Il  fallait,  pour  aller  plus  loin,  compulser 
avec  un  soin  extrême  les  moindres  documents  épars  dans  les  écrits 
des  philosophes,  des  biographes  et  des  commentateurs,  corriger  et 
interpréter  des  textes  souvent  altérés  \  un  tel  travail  ne  pouvait 
être  entrepris  que  par  un  savant,  également  versé  dans  la  connais- 
sance de  l'antiquité  hellénique  et  dans  celle  des  Mathématiques,  et 
doué,  outre  cela,  d'une  patience  à  toute  épreuve. 

C'est  grâce  à  la  réunion  si  rare  de  ces  qualités  que  M.  Bret- 
schneider  a  pu  entreprendre  et  mener  à  bonne  fin  un  travail  de- 
vant lequel  tant  d'autres  avant  lui  avaient  reculé,  et  nous  donner, 
dans  le  mince  volume  que  nous  avons  sous  les  yeux,  le  résumé 
complet  de  tous  les  documents  qui  nous  restent  sur  cette  époque 
de  l'histoire  des  Sciences,  naguère  encore  si  obscure,  et  sur  laquelle 
il  a  jeté  de  vives  clartés.  On  nous  pardonnera  sans  doute  si  nous 
nous  étendons  avec  quelques  développements  sur  ce  Livre,  qui 
vient  renouveler  complètement  les  notions  imparfaites  qui  avaient 
cours  sur  les  commencements  de  la  Géométrie  ancienne.  Nous 
mettrons  à  profit,  dans  cette  étude,  les  divers  comptes  rendus  de 
cet  Ouvrage  qui  ont  été  faits  en  Allemagne,  et  en  particulier  les 
observations  critiques  publiées  par  M.  Friedlein,  tant  dans  le 
Zeitschrift   JUr    mathcmatischen     und    naturwissensclwftlichen 


(*)  BiiBTSCH!(EiiM»,  professeur  au  Gymnase  de  Gotha.  —  La  Géométrie  et  les  Géo- 
mètres avant  Euclide.  Essai  historique.  —  Leipzig,  Teubner,  1870.  «  i  toI.  iii-8<>, 
184  p.,  I  pi.  Prix  :  5  fr.  5o  c. 
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Unierricht  (*),  (a*  année,  1871,  p.  34i  et  suiv.},  que  dans  une 
intéressante  brochure  imprimée  en  1872  (*). 

M.  Bretschneidcr  a  eu  rexccUcnte  idée  de  reproduire  en  entier, 
dans  le  texte  original,  tous  les  fragments  des  auteurs  grecs  qu'il 
cite  dans  son  travail,  ce  qui  permet  aux  lecteurs  de  contrôler  Texac- 
titude  de  sa  traduction  et  les  conséquences  qui  en  découlent.  Et  Qp 
eflet,  M.  Friedlein  a  pu,  grâce  à  ce  système,  relever  quelques 
erreurs  de  traduction,  pouvant  influer  sur  les  conclusions  que 
Tautcur  en  avait  déduites. 

L'Ouvrage  se  divise  en  six  Chapitres,  précédés  d'une  Préface  ci 
d'une  Introduction,  où  l'auteur  signale  Tinsuffisancc  des  écrits 
historiques  publics  jusqu'à  ce  jour,  sur  la  Géométrie  avant  Euclidc. 
Les  philologues  qui  ont  consulté  les  sources  manquaient  généra-* 
Icment  de  Tinstruction  mathématique  nécessaire,  et  souvent  ils  se 
sont  trop  hâtés  de  rejeter  Tauthcnticité  des  documents  qu'ils  avaient 
devant  eux.  D'autres,  au  contraires,  tels  que  Rôth,  ont  cru  devoir 
tout  admettre,  et  nous  ont  donné  comme  sérieux  les  récits  les  plus 
romanesques  des  derniers  écrivains  de  TÉcole  d'Alexandrie. 
M.  Bretschneidcr,  par  ses  profondes  connaissances  en  Mathéma- 
tiques et  sou  esprit  circonspect,  a  su  se  mettre  en  garde  contre  ces 
deux  excès  opposés. 

Le  premier  Chapitre  est  intitulé  :  La  Géométrie  des  Egyptiens. 
Tout  le  monde  s'accorde  à  placer  en  Egypte  le  berceau  de  la  Géo- 
métrie. Suivant  Hérodote,  le  sol  de  ce  pays  ayant  été  originairement 
distribué  aux  habitants  par  carrés  égaux  ('),  les  impôts  étaient 
établis  d'après  cette  distribution,  et  le  débordement  annuel  du  NU, 
venant  entamer  les  portions  des  riverains,  rendait  nécessaire,  cha- 
que année,  une  nouvelle  répartition,  et  par  suite  une  nouvelle 
mesure  des  terres.  C'est  à  cette  obligation  incessante  qu'Hérodote 
attribue  l'invention  de  la  Géométrie,  qui  des  Egyptiens  a  passé 
plus  tard  chez  les  Grecs  (^).  Les  auteurs  plus  récents  modifient  un 
peu  cette  explication,  en  admettant  que  chaque  inondation  du 
fleuve  eilarait  la  démarcation  des  champs,  laquelle  ne  pouvait  être 


(»)  Voir  Bulletin,  l.  III,  p.  /,8. 

(')  Beitràge  ztir  Geschichte  dcr  Mathemattk,  II.  Programm  zur  offcntUchen  Preite^ 
l^'ertheilung an  der  Studien-Anstalt  Hof,  (îi  p.  in-.^**.) 

(*)  Aoiiffi  /f  /lût  hrtOOif  riMjKiTfia  tyfu^tÎTt  i(  T«v*£xxit/x  iir«vixOtîV. 
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rétablie  qu'après  un  nouveau  mesurage.  Montucla  et  M.  Brct- 
Schneider  repoussent  cette  addition  au  récit  d'Hérodote,  tandis  que 
M.  Friedlein  ne  lui  refuse  pas  toute  vraisemblance. 

On  conçoit,  d'après  cela,  que  la  Géométrie  égyptienne  ait  eu  pour 
principal  but  la  mesure  et  le  partage  des  aires.  U  s'agirait  mainte- 
nant de  savoir  jusqu'à  quel  degré  de  développement  elle  est  par- 
venue, et  nous  trouvons  là-dessus  de  précieux  renseignements 
dans  le  papyrus  de  Rhind,  qui  fait  actuellement  partie  de  la  collec- 
tion du  Musée  britannique.  Ce  papyrus,  qui  n'a  pas  encore  été 
publié  ni  traduit,  mais  dont  une  analyse  a  été  donnée  par  M.  Birch 
dans  le  Zeischrift fur  jiegjptische  Sprache  und  Alterthumskunde 
de  Lepsius  (1868,  p.  108),  est  la  copie  déjà  très-ancienne  (xi*  siè- 
cle avant  J.-C.)  d'un  Traité  de  Géométrie  pratique,  qui  aurait  été 
composé,  suivant  M.  Birch,  vers  le  temps  de  Chéops  et  d'Apophis 
(34oo-32oo  avant  J.-C.).  Ce  Traité  contient  des  exemples  numéri- 
ques de  mesures  du  rectangle,  du  cercle,  du  triangle  rectangle,  du 
trapèze  isoscèle;  le  partage  d'un  champ  triangulaire  par  des  paral- 
lèles à  la  base  équidistantes  entre  elles  ^  le  calcul  du  volume  d'une 
pyramide^  la  quadrature  approchée  du  cercle  au  moyen  de  l'hexa- 
gone régulier.  Quelque  restreintes  que  soient  les  connaissances  expo- 
sées dans  cet  Ouvrage,  elles  sont  supérieures  aux  procédés  inexacts 
employés,  bien  des  siècles  plus  tard,  par  les  arpenteurs  romains. 

Ces  règles  d'arpentage  avaient  été  sans  doute  précédées,  à  une 
époque  fort  ancienne,  de  recherches  théoriques,  faites  par  les  prê- 
tres, uniques  dépositaires  de  la  tradition  scientifique  \  mais  nous  ne 
possédons  aucune  donnée  directe  sur  cette  doctrine  ésotérique,  et 
nous  en  sommes  réduits  à  former  des  conjectures,  d'après  ce  que 
nous  savons  sur  les  connaissances  des  Grecs  qui  sont  allés  s'in- 
struire chez  les  prêtres  égyptiens.  U  est  probable  que  les  Livres 
contenant  les  théories  géométriques  avaient  été  de  bonne  heure 
classés  parmi  les  Livres  sacrés,  dont  il  n'était  plus  permis  de  s'écar- 
ter, et  dès  lors  on  conçoit  que  ces  théories  avaient  du  rester  station- 
naires  depuis  un  grand  nombre  de  siècles.  M.  Bretschneider  consi- 
dère la  forme  d'exposition  de  la  Géométrie  égyptienne  comme 
étant  l'origine  immédiate  de  la  forme  roide  et  sèche  adoptée  par 
tous  les  géomètres  grecs,  et  qui  ^contraste  d'une  manière  si  frap- 
pante avec  la  souplesse  et  l'élégance  de  toutes  les  autres  produc- 
tions du  génie  hellénique. 

8. 
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Le  deuxième  Chapitre  a  pour  titre  :  La  transmission  des  Mathé- 
matiques des  Egyptiens  aux  Grecs,  L'auteur  rappelle  les  nom- 
breuses relations  qu'ont  eues  les  Grecs  avec  les  Égyptiens,  avant 
les  temps  historiques,  et  dont  le  souvenir  se  retrouve  dans  les 
mythes  de  Tancienne  Grèce.  C'est  d'Egypte  que  venaient  les  inven- 
teurs des  Arts  mécaniques,  tels  que  Dédale  et  son  neveu  Talus,  et 
les  fondateurs  de  villes,  comme  Danaûs,  Cécrops,  etc. 

M.  Brctscimeidcr  regarde  comme  fabuleuse  l'existence  du  Phry- 
gien Euphorbus,  dont  la  légende  ne  s'appuie  que  sur  une  citation 
tronquée  de  vers  de  Cailimaque,  faite  par  le  compilateur  Diogène 
Lacrcc.  Cet  Euphorbus  ne  serait  autre  chose  que  Pythagore  lui- 
même,  qui,  ainsi  que  nous  le  raconte  Ovide,  prétendait  avoir  vécu 
sous  le  nom  d'Euphorbus  du  temps  de  la  guerre  de  Troie  (*). 

Tout  ce  que  nous  savons  de  précis  sur  la  manière  dont  la  Géo- 
métrie a  passé  d'Egypte  en  Grèce  est  emprunté  à  un  fragment  de 
V Histoire  des  Mathématiques  d'Eudémus,  que  Proclus  nous  a 
conservé  dans  son  Commentaire  sur  le  premier  Livre  des  Eléments 
d'Euclidc,  Eudémus,  l'un  des  plus  éminents  disciples  d'Aristote, 
écrivait  entre  34o  et  3io  avant  J.-C,  deux  siècles  et  demi  après 
Thaïes,  sur  les  travaux  duquel  il  pouvait  encore  recueillir  des  infor- 
mations sures.  Il  était,  en  outre,  lui-même  un  habile  géomètre,  de 
sorte  que  son  Livre,  dont  nous  ne  saurions  trop  déplorer  la  perte, 
était  digne  de  toute  confiance.  Malheureusement  nous  n'en  possé- 
dons plus  que  quelques  passages,  qui  nous  ont  été  transmis  par  les 
commentateurs  d'Euclide  et  d'Aristote,  et  dont  M.  Bretschneider  a 
tiré  le  plus  grand  parti  pour  la  restauration  de  Thistoire  scientifique 
de  l'époque  qui  nous  occupe.  On  cite  aussi  Théophraste  comme 
auteur  d'un  Ouvrage  analogue  à  celui  d'Eudémus,  mais  dont  il  ne 
reste  plus  aucune  trace. 

D'après  les  fragments  d'Eudémus,  ce  sont  Thaïes,  Pythagore, 
OEnopIdès  et  quelques  autres  qui  auraient  rapporté  en  Grèce  la 
science  de  l'Egypte.  Les  prêtres  égyptiens,  suivant  ce  que  nous  rap- 
porte Diodore,  étaient  fiers  d'avoir  eu  pour  élèves  les  plus  illustres 
d'entre  les  Grecs,  Orphée,   Musée,   Dédale,  Homère,  Lycui^e, 


(*]  IpsecQo,  nam  memini,  Trojani  tempore  belli 

Paiithoidcs  Euphorbus  eram. . . . 
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Solon,  Pythagore,  Eudoxe, Platon,  Démocrite,  etc.,  et  se  plaisaient 
à  montrer  des  monuments  du  passage  de  ces  grands  hommes.  Ce 
que  nous  racontent  les  historiens  sur  la  longue  durée  du  séjour  de 
ces  philosophes  grecs  en  Egypte  n'a  rien  d'improbable,  quand  on 
réfléchit  au  temps  qu'ils  ont  dû  consacrer,  préalablement  à  toute 
autre  étude,  à  se  rendre  maîtres  de  la  langue  du  pays.  Aussi  n'y  a 
t-il  rien  d'étonnant  à  ce  que  certains  d'entre  eux  n'y  aient  puisé 
qu'une  connaissance  incomplète  de  la  science  qu'ils  allaient  étu- 
dier. 

L'objet  du  troisième  Chapitre  est  :  Thaïes  et  les  géomètres  de 
l'Ecole  ionique.  Thaïes  naquit  à  Milet,  vers  64o  avant  J.-C,  d'une 
famille  d'origine  phénicienne.  S'étant  rendu  en  Egypte,  pour 
affaires  de  commerce,  il  profita  de  son  séjour  pour  s'instruire  au- 
près des  prêtres  égyptiens,  et  rapporta  de  son  voyage  des  connais- 
sances en  Géométrie  et  en  Astronomie,  qui  ne  semblent  pas  avoir 
dépassé  les  premiers  éléments  de  ces  sciences.  Tous  les  historiens 
sont  d'accord  pour  lui  attribuer  la  prédiction  de  l'éclipsé  de  Soleil 
qui  eut  lieu,  le  28  mai  585  avant  J.-C,  et  c'est  peu  après  cette 
époque  que  l'on  commença  à  lui  donner  le  nom  de  sage.  U  est  le 
seul,  parmi  les  sept  hommes  que  la  Grèce  antique  a  honorés  de  ce 
titre,  qui  se  soit  occupé  de  spéculations  scientifiques,  en  dehors  de 
l'utilité  immédiate. 

En  Géométrie^  on  lui  attribue  la  découverte  de  l'égalité  des  an- 
gles opposés  par  le  sommet,  la  démonstration  par  retournement  de 
l'isoscélisme  d'un  triangle  qui  a  deux  angles  égaux,  le  théorème 
de  l'égalité  de  deux  triangles  ayant  même  base  et  mêmes  angles  à 
la  base,  la  propriété  d'un  diamètre  de  couper  le  cercle  en  deux 
parties  égales,  et  le  théorème  qu'un  angle  inscrit  dans  un  demi- 
cercle  est  droit.  Il  est  difficile  de  savoir  s'il  a  trouvé  lui-même  ces 
propositions,  ou  s'il  les  a  puisées  chez  les  Égyptiens.  La  connais- 
sance de  ces  théorèmes  suppose  celle  d'un  grand  nombre  d'autres 
propriétés  élémentaires,  relatives  aux  parallèles,  aux  triangles  iso- 
scèles  ou  quelconques,  aux  parallélogrammes.  Il  ne  semble  pas 
cependant  que  l'on  ait  connu,  avant  le  temps  de  Pythagore,  une 
démonstration  simple  et  générale  du  théorème  sur  la  somme  des 
angles  d'un  triangle. 

Outre  ces  découvertes  théoriques,  on  attribue  encore  à  Thaïes  la 
solution  de  deux  problèmes  de  Géométrie  pratique  :  la  détermina- 
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tion  de  la  distaDcc  au  rivage  d'un  navire  en  mer,  et  celle  de  li 
hauteur  des  pyramides  d'Egypte  d'après  la  longueur  de  leur  ombre. 
Pour  la  première  de  ces  deux  mesures,  M.  Bretschneider  suppose 
que  Thaïes  s'est  probablement  servi  de  l'angle  que  faisait  avec  la 
verticale  le  rayon  visuel  du  navire,  vu  d'une  station  dont  on  con- 
naissait l'élévation  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  et  qu'il  a  en- 
suite obtenu  le  résultat  au  moyen  d'une  construction  ;  mais  c'est  en 
tirer  une  conclusion  forcée  que  de  prêter  à  Thaïes  la  «connaissance 
de  la  théorie  de  la  similitude  des  triangles,  dont  U  avait  tout  an 
plus  des  notions  rudimentaires.  Quant  à  la  hauteur  des  pyramides, 
il  l'a  mesurée,  suivant  le  récit  d'Hiéronyme,  cité  par  Diogène  Laërce, 
au  moment  où  l'ombre  d'un  objet  vertical  était  de  même  longueur 
que  cet  objet.  On  ne  sait  trop,  cependant,  comment  il  a  pu  déter- 
miner la  distance  de  l'extrémité  de  l'ombre  à  la  projection  du  som- 
met, cachée  dans  l'intérieur  de  la  masse  du  monument. 

Thaïes  connaissait  assez  complètement  le  système  astronomique 
des  Egyptiens.  Il  considérait  le  monde  comme  une  sphère,  dont  la 
Terre  occupe  le  centre.  Outre  le  mouvement  diurne  commun  à 
tous  les  astres,  le  Soleil  et  la  Lune  ont  un  mouvement  propre.  Le 
Soleil  décrit  une  courbe  coupant  obliquement  l'équateur  et  tan- 
gente aux  deux  tropiques*,  ses  mouvements  d'aller  et  de  retour, 
entre  les  deux  tropiques,  se  font  dans  des  temps  inégaux.  La  durée 
de  l'année  était  fixée  à  365  jours  par  les  Elgyptiens,  et  Thaïes  n'en 
a  pas  connu  de  valeur  plus  exacte.  Il  possédait  la  véritable  explica- 
tion des  éclipses,  et  la  prédiction  qu'on  lui  attribue  suppose,  de 
plus,  la  connaissance  de  la  période  de  dix-huit  ans  et  onze  jours. 
C'est  lui  qui  a,  dit-on,  appris  aux  navigateurs  grecs  à  se  guider 
d'après  la  constellation  de  la  Petite  Ourse.  Enfin  il  a  évalué  le 
diamètre  apparent  du  Soleil  à  la  720*  partie  de  l'orbite  décrite  par 
cet  astre. 

Parmi  les  plus  remarquables  disciples  de  Thaïes,  on  cite  :  Ame- 
ristos,  frère  du  poëte  Stésichore;  Anaximandre,  à  qui  l'on  doit 
l'introduction  du  gnomon  chez  les  Grecs,  et  qui  aurait  même,  à  ce 
que  prétend  Simplicius,  déterminé  les  rapports  des  distances  des 
planètes  ^  Anaximène,  le  dernier  et  le  plus  célèbre  des  philosophes 
de  cette  Ecole,  et  qui,  pas  plus  qu'Anaximandre,  ne  s'est  occupé  de 
Géométrie  pure. 

OEluopidès  de  Chios  a  une  place  à  part,  en  dehors  de  l'École 
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ionique.  C'est  lui  qui  a  résolu  le  problème  d'abaisser  une  perpen- 
diculaire d'un  point  extérieur  sur  une  droite,  et  celui  de  con- 
struire un  angle  égal  à  un  angle  donné.  11  s'attribuait  la  détermina- 
tion de  la  grandeur  de  l'obliquité  de  Técliptique,  quoique  cette 
quantité  dût  être  connue  depuis  longtemps  des  E^ptiens  dont  il 
était  le  disciple.  C'est  lui  qui  a  fait  connaître  aux  Grecs  la  grande 
année,  ou  cycle  luni-solaire  de  cinquante -neuf  ans. 

Le  quatrième  Chapitre  est  intitulé  :  Pjthagore  et  ses  disciples 
immédiats.  Naguère  encore  il  était  admis  parmi  les  philologues 
que  nous  ne  savions  rien  de  certain  sur  la  personne  et  sur  les  tra- 
vaux de  Pythagore.  Les  fragments  qui  nous  sont  parvenus,  comme 
provenant  d'auteurs  de  son  École,  étaient  réputés  apocryphes,  par 
la  seule  raison  que  l'on  y  rencontrait  des  idées  appartenant  à  Pla- 
ton, comme  si  Platon  n'avait  pas  dû  s'approprier  plus  d'une  fois 
les  opinions  du  plus  illustre  de  ses  devanciers.  Depuis  que  Bôckh 
et  Lobeck  se  sont  prononcés  pour  l'authenticité  des  fragments  de 
Philolaûs,  et  d'une  partie  au  moins  des  Hymnes  orphiques,  cette 
ardeur  critique  s'est  un  peu  ralentie.  Puis  est  venu  Rôth  qui,  dans 
sa  Vie  de  Pjthagore,  est  tombé  dans  l'excès  contraire,  en  accueil- 
lant indistinctement  tous  les  récits  qui  ne  portaient  pas  le  cachet 
évident  de  l'absurdité  et  de  la  contradiction.  C'est  entre  ces  deux 
extrêmes  qu'il  faut  chercher  la  vérité.  En  particulier,  il  est  injuste 
de  refuser  de  tenir  compte  des  écrits  de  Porphyre  et  de  Jamblique, 
qui  contiennent,  il  est  vrai,  des  récits  fabuleux  comme  on  en  trouve 
d'ailleurs  beaucoup  chez  Diogène  Laërce,  mais  dont  les  auteurs 
pouvaient  avoir  sous  les  yeux  quelques-uns  des  nombreux  écrits, 
aujourd'hui  perdus,  des  Grecs  d'Italie. 

D'après  les  récits  de  ses  biographes,  Pythagore  serait  né  à  Samos, 
entre  568  et  564  avant  J.-C,  ce  qui  placerait  l'époque  de  sa  mort 
entre  488  et  478.  Le  voyage  de  Pythagore  en  Egypte  n'est  pas  plus 
douteux  que  celui  de  Thaïes  ou  de  Platon;  il  est  attesté,  entre 
autres,  par  Isocrate  et  par  Diodore.  Le  long  séjour  qu'il  dut  y  faire 
lui  permit  de  s'instruire  complètement  dans  la  langue  et  dans 
Técritiure  du  pays,  et  de  s'initier  plus  profondément  que  n'avait  pu 
le  faire  Thaïes  à  la  science  égyptienne  et,  en  particulier,  aux  Mathé- 
matiques. Nous  laissons  de  côté  l'histoire  de  sa  prétendue  captivité 
à  Babylone;  nous  rappellerons  seulement  qu'en  5 10  avant  J.-C.  il 
vint,  après  avoir  erré  quelque  temps  en  Grèce,  se  fixer  à  Crotone, 
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où  il  fonda  l'École  qui  porte  son  nom.  Plus  tard,  les  discordes 
civiles  le  forcèrent  à  se  réfugier  à  Tarente,  puis  à  Metapontum,  oà 
il  mourut,  à  la  suite  des  violences  populaires  dirigées  contre  son 
École. 

On  connaît  beaucoup  mieux  l'histoire  des  découvertes  de  Pytlia- 
gore  que  celle  de  sa  personne.  En  Arithmétique,  il  a  trouvé  la 
théorie  des  proportions,  d'où  dépend  celle  de  la  similitude;  les 
progressions  arithmétiques  ;  la  propriété  de  la  pr(^;ression  des  nom- 
bres impairs  d'avoir  pour  somme  un  carré  ^  les  nombres  polygo- 
naux, dont  la  connaissance  semble  impliquer  celle  des  polygones 
réguliers. 

En  Géométrie,  on  lui  doit  la  propriété  du  plan  d'être  décompo- 
sable  en  triangles  équilatéraux,  en  carrés  ou  en  hexagones  réguliers  ; 
la  démonstration  de  l'égalité  de  la  somme  des  angles  d'un  triangle 
à  deux  angles  droits  ;  V application  (sr«(«C«Aiy  )  des  aires  (  ^  )  *,  le  célèbre 
théorème  sur  le  carré  de  l'hypoténuse,  dont  M.  Bretschneider  a 
essayé  de  restituer  la  démonstration  telle  que  Pythagore  avait  dû  la 
trouver 5  la  règle  pour  former  des  triangles  rectangles  rationnels; 
la  découverte  des  rapports  incommensurables  ;  la  construction  d'une 
figure  semblable  à  une  autre  et  équivalente  à  une  troisième;  celle 
du  pentagone  régulier  étoile,  qui  fut  choisi  par  ses  disciples  comme 
signe  de  ralliement^  la  connaissance  des  cinq  polyèdres  réguliers, 
dont  l'un  au  moins,  le  dodécaèdre,  était  inconnu  avant  lui.  Mon- 
tucla  (t.  I,  p.  117)  a  cru  trouver  dans  un  passage  de  Diogène 
Laërce  un  indice  que  Pythagore  s'était  occupé  du  problème  des 
isopérimètres ,  et  avait  reconnu  la  propriété  de  maximum  du  cercle 
et  de  la  sphère.  Son  assertion  a  été  reproduite  par  M.  Chasles,  dans 
VAperçu  historique.  Le  passage  de  Diogène  signifie  seulement  que 
le  cercle  et  la  sphère  sont  les  plus  belles  de  toutes  les  figures  (*). 

Telles  sont  les  découvertes  que  l'on  peut  attribuer  à  Pythagore  et 
à  son  ancienne  École.  C'est  lui  qui,  le  premier,  cultiva  la  science 


(*)  Voir  EucliJe,  \,  44>  4^»  ^t  VI,  a8,  39.  A  ce  sujet,  M.  Bretschneider  rectifie,  à 
l'aide  d'une  transposition  trés-simple,  un  passage  de  Plutarque  d'où  l'on  aTiit  cm 
pouvoir  inférer  que  Pythagore  connaissait  les  sections  coniques,  ou  du  moins  la  para- 
bole :  Tlu0m.y6faiç  tiri  t»  /ix7p«/a;<«ti  fiwf  tBu^f,,.,  wTt  m*pt  *rS(  vwrrtinvrsc...,  firt 
orpoCMiyuK  trtpî  tmc  tov  X^f'*^^  ifxfx^^xnç,  {Non  poste  sua»,  'vivi  sec.  Epie,,  c.  1 1.)  Le  teste 
vulgaire  porto  Kipî  tov  X'^f'^^^  ''""f  ttë^ê,^^\i(, 

(')  Ktfî  tSy  9';^iiyu«'r»v  «rô  ««xxirro?  e^êûfAf  inAi  tSf  ertpîSf^  rSf  A  f  ffivSA»?  jr^aXtv. 
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mathëmatique  en  dehors  de  tout  but  pratique.  Nous  avons  vu  de 
quelles  théories  fondamentales  il  a  enrichi  la  Géométrie.  U  ne  parait 
pas  qu'il  se  soit  beaucoup  occupé  du  cercle,  puisque,  quarante  ans 
après  sa  mort,  on  voit  Hippocrate  de  Chios  ignorer  encore  le  théo- 
rème relatif  à  la  mesure  de  l'angle  inscrit. 

Dans  le  cinquième  Chapitre,  l'auteur  étudie  :  Les  géomètres 
depuis  Pythagore  jusqu'à  Platon.  Les  doctrines  de  Pythagore 
furent  tenues  rigoureusement  secrètes  par  ses  disciples  jusqu'à  la  dis- 
persion de  l'École  pythagoricienne,  qui  suivit  la  victoire  définitive 
de  la  démocratie  dans  la  Grande-Grèce.  Quelques  disciples  durent 
alors  chercher  à  utiliser  leurs  connaissances  géométriques  pour  se 
procurer  des  moyens  d'existence,  et  par  eux  ces  connaissances  se 
répandirent  dans  la  Grèce  propre. 

Les  géomètres  de  cette  époque  se  sont  principalement  occupés 
de  trois  problèmes  :  la  trisection  de  l'angle,  la  duplication  du  cube 
et  la  quadrature  du  cercle.  Le  premier  de  ces  problèmes  a  été  ré- 
solu successivement  au  moyen  de  la  conchoïde  de  Nicomède,  de  la 
quadratrice  d'Hippias  (ou  de  Dinostratc),  des  spiriques  de  Perseus, 
de  la  spirale  d'Archimèdc.  C'est  Hippocrate  de  Chios  qui  a  fait 
faire  le  premier  pas  au  problème  de  la  duplication  du  cube,  en  le 
ramenant  à  celui  de  la  construction  de  deux  moyennes  propor- 
tionnelles. 

Ce  même  géomètre  s'est  occupé  de  la  quadrature  du  cercle, 
comme  on  le  voit  d'après  un  précieux  fragment  d'Eudémus,  rap- 
porté par  Simplicius,  dans  son  Commentaire  sur  Aristote,  et  que 
M.  Bretschneider  reproduit  in  extenso,  en  corrigeant  quelques 
altérations  du  texte.  La  lecture  de  ce  fragment  nous  prouve 
qu'Hippocrate  n'a  pas  commis  la  grave  erreur  dont  l'accuse  Aris- 
tote, d'avoir  conclu  de  la  quadrature  de  la  lunule  construite  sur  le 
côté  du  carré  celle  de  la  lunule  construite  sur  le  côté  de  l'hexagone. 
Ce  passage  de  Simplicius  est  resté  inconnu  de  Montucla,  qui  rend 
compte  des  travaux  d'Hippocrate  en  s'en  rapportant  à  ce  qu'en  a 
dit  Yiète.  C^est  là  le  plus  ancien  texte  qui  nous  reste  d'un  travail 
géométrique  écrit  en  grec. 

Antiphon  est  le  premier  qui  ait  regardé  le  cercle  comme  un  po- 
lygone d'une  infinité  de  côtés,  mais  sans  pouvoir  arriver  à  la  solution 
du  problème,  réservée  au  génie  d'Archimède.  Bryson  a  suivi  la 
même  voie,  en  considérant  deux  polygones,  l'un  inscrit,  l'autre  cir- 
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conscrit,  dont  le  nombre  de  côtes  allait  toujours  en  doublant.  D 
pensait  qu'en  continuant  assez  loin  cette  duplication  on  finirait  par 
obtenir  deux  polygones  tels,  qu'en  prenant  une  moyenne  arith- 
métique entre  leurs  aires  on  obtiendrait  Taire  du  cerdc 

D'après  le  fragment  cité  d'Eudémus,  Hippocrate  a  employé 
comme  proposition  auxiliaire  le  lemme  suivant  :  un  angle  inscrit 
dans  un  segment  de  cercle  est  aigu,  droit  ou  obtus,  suivant  que  le 
segment  est  plus  grand,  aussi  grand  ou  moins  grand  que  le  demi- 
cercle.  Cela  porte  à  croire  que,  de  son  temps,  on  ne  connaissait  pu 
encore  la  mesure  exacte  d'un  tel  angle. 

Les  derniers  géomètres  de  cette  période  que  Ton  ait  i  men- 
tionner sont  Agatharchus  et  Théétète,  sur  les  travaux  desquels  on 
n'a  aucune  donnée  précise. 

Le  titre  du  sixième  et  dernier  Chapitre  est  :  Les  géomètres 
depuis  Platon  jusqu'à  Euclide.  Platon  a  vécu  entre  les  années  4^9 
et  348  avant  J.-C.  11  eut  pour  maître  de  Mathématiques  Théodore 
de  Cyrèue.  U  se  procura,  dans  son  voyage  en  Italie,  les  écrits  du  py- 
thagoricien Philolaûs.  On  nous  le  présente  comme  ayant  attaché  un 
haut  prix  aux  Mathématiques,  ainsi  que  le  prouvent  ses  travaux,  et 
ainsi  que  l'atteste  la  tradition  recueillie  par Tzetzès,  suivant  laquelle 
Platon  aurait  écrit  sur  la  porte  de  sa  maison  :  «  Que  nul  n'entre 
ici,  s'il  n'est  géomètre  (*).»  L'Ecole  dePIatondevint  de  bonne  heure 
le  rendez- vous  de  tous  ceux  qui  s'occupaient  de  Mathématiques, 
tels  que  Archytas  de  Tarentc,  Léodamas  de  Thasos,  Théétète 
d'Athènes,  Néoclide,  Léon,  Eudoxe,  Amyclas  d'Héradée,  les  deux 
frères  Ménechme  et  Dinostrate,  Autolycus,  Aristée,  etc.  ^Tous  les 
écrits  de  ces  géomètres  ont  disparu,  à  l'exception  de  deux  courtes 
notices  d' Autolycus,  et  tout  ce  que  nous  savons  sur  leurs  travaux 
nous  est  connu  par  les  extraits  d'Eudémus  qui  nous  ont  été  con- 
servés par  Eutocius. 

Parmi  les  propres  travaux  de  Platon,  on  cite  une  nouvelle  règle 
pour  former  un  triangle  rectangle  à  côtés  rationnels,  et  l'invention 
d'un  instrument  simple  pour  la  construction  de  deux  moyennes 
proportionnelles  entre  deux  droites  données.  Cette  dernière  inven- 
tion semble  être  en  contradiction  avec  les  reproches  que  Platon,  au 
dire  de  Plutarque,  adressa  à  Archytas  et  à  Ménechme,  pour  avoir 

{*)  Ma/iîc  «^iM.uiTfaTOc  tintt»  /i9y  «ra?  #Tt>ar.  (Chil,  VIII,  t.  975.) 
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construit  des  instruments  analogues,  les  accusant  de  corrompre 
ainsi  le  véritable  esprit  géométrique.  Un  des  grands  mérites  de 
Platon  est  d'avoir  contribué  à  fixer  avec  précision  les  notions,  en- 
core mal  déterminées,  du  point,  de  la  ligne,  de  l'angle,  etc.  U 
développa  la  théorie  des  irrationnelles,  que  TEcole  de  Pythagore 
n'avait  guère  poussée  au  delà  de  la  démonstration  de  Tincommen- 
surabilite  de  la  diagonale  du  carré  avec  le  côté. 

Proclus  attribue  à  Platon,  sans  preuve  bien  solide,  Tiuvcntion 
des  trois  méthodes  de  recherche  en  Géométrie,  connues  sous  les 
noms  de  méthode  analytique ,  de  méthode  synthétique  et  de 
méthode  apagogique  ou  de  réduction  à  l'absurde,  M.  Bretsch- 
neider  considère  les  deux  dernières  méthodes  comme  bien  anté- 
rieures a  Platon,  et  les  fait  remonter  aux  premiers  âges  de  la 
Géométrie.  H  rejette  ainsi  l'opinion  émise  par  M.  Chasles,  dans 
son  jiperçu  historique,  que  la  méthode  apagogique  appartiendrait 
à  Euclide.  On  en  trouve,  en  effet,  des  exemples  dans  les  écrits 
d'Autolycus,  antérieurs  de  quarante  ans  au  moins  à  ceux  d'Euclide. 
Quant  à  la  méthode  analytique,  Platon  peut  très-bien  en  être  l'in- 
venteur ou  du  moins  le  propagateur^  c'est  lui  qui,  suivant  Proclus, 
l'enseigna  à  Léodamas,  et  celui-ci  en  tira  un  très-grand  parti. 

Avant  de  s'occuper  des  disciples  proprement  dits  de  Platon, 
M.  Bretschneider  consacre  quelques  pages  aux  géomètres  contem- 
porains de  ce  philosophe,  et  qui,  sans  appartenir  à  son  ELcole,  ont 
du  en  subir  l'influence.  On  ne  sait  presque  rien  sur  Léodamas  et 
sur  Théétète.  On  possède  quelques  fragments  portant  le  nom  d*Ar- 
chytas,  dont  presque  tous  les  hellénistes  rejettent  l'authenticité; 
mais  Eutocius  nous  a  transmis,  d'après  Eudémus,  la  solution,  trou- 
vée par  Archytas,  du  problème  des  deux  moyennes  proportion- 
nelles, à  l'aide  d'une  construction  à  trois  dimensions,  où  il  emploie 
un  demi-cylindre. 

Parmi  les  disciples  de  Platon,  on  peut  citer  en  première  ligne 
Dinostrate,  qui  fit  usage  de  la  quadratrice  pour  la  division  d'un  arc 
en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales,  et  son  frère  Ménechme, 
auquel  appartient  la  gloire  d'avoir  découvert  les  sections  coniques. 
On  a  voulu  attribuer  cette  invention  à  Platon  lui-même  (^)\  mais 
cette  assertion  ne  repose  sur  aucune  preuve  empruntée  aux  sources 

(*)  Voir  VMiiioire des  Mathématiques  de  BoMUt  et  V Aperçu  historique,  $  3. 
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originales.  Méncchme  obtenait  les  trois  sections  coniques  en  con* 
pant  un  cône  de  révolution  par  un  plan  perpendiculaire  à  une  de 
ses  génératrices,  et  la  nature  de  la  section  variait  suivant  que 
Tangle  au  sommet  du  cône  était  aigu,  droit  ou  obtus.  II  étendit  i 
ces  courbes  la  propriété  de  l'ordonnée  du  cercle,  d*étre  moyenne 
proportionnelle  entre  les  segments  du  diamètre,  et  il  les  employi 
pour  résoudre  de  deux  manières  différentes  le  problème  des  dcni 
moyennes  proportionnelles.  C'est  à  Ménechme,  parlant  à  Alexandre, 
que  Sérénus  attribue  la  réponse,  qui,  suivant  une  version  ploi 
répandue,  aurait  été  adressée  par  Euclide  à  Ptolémée  :  «  H  n'y  t 
point  en  Géométrie  de  chemin  particulier  pour  les  rois.  » 

Eudoxe  de  Cnide,  le  dernier  des  géomètres  célèbres  de  cette 
époque,  fréquenta  peu  de  temps  l'Académie.  Nous  ne  connaissons 
sa  vie  que  par  le  récit  de  Diogène  Laërce.  Il  naquit  en  4  lo  avant  J.-C. 
et  fut  élève  d'Arcliytas.  A  vingt-trois  ans,  il  vint  passer  deux  mois 
à  Athènes^  de  là  il  alla  en  Egypte,  et  séjourna  seize  mois  à  Hélio- 
polis *,  il  se  rendit  ensuite  à  Cyzique,  où  il  enseigna  quelque  temps^ 
puis  il  retourna  à  Athènes,  et  y  (it  la  connaissance  de  Platon. 
Rentré  dans  sa  patrie,  il  y  mourut  en  35^.  On  lui  doit  la  détermi- 
nation du  volume  de  la  pyramide  et  du  cône,  et  le  théorème  que  les 
volumes  des  sphères  sont  comme  les  cubes  des  diamètres.  Il  résolut 
le  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles  au  moyen  de 
lignes  courbes,  autres,  sans  doute,  que  les  sections  coniques.  En 
interprétant  un  passage  de  Proclus,  où  il  est  dit  qu'Eudoxe  s'occupa 
de  la  section  (ri  wtfi  rit  r«/K9f),  M.  Bretschneider  pense  qu'il  s'agit 
ici  de  la  section  en  moyenne  et  extrême  [sectio  aurea).  M.  Fried- 
lein  trouve  cette  hypothèse  trop  hasardée,  et  il  est  plutôt  d'avis  que 
ces  mots  se  rapportent  à  la  recommandation  de  Platon  à  ses  disci- 
ples, d'étudier  la  forme  des  surfaces  à  l'aide  de  leurs  sections. 

On  ne  peut  guère  fixer  le  temps  où  l'on  a  commencé  à  étudier 
les  lieux  géométriques. 

Nous  n'avons  plus  à  mentionner,  comme  auteur  remarquable, 
qu'Aristée  ;  nous  ne  savons  rien  sur  sa  vie,  ni  sur  le  lieu  de  sa  nais- 
sance, mais  les  titres  de  ses  Ouvrages  nous  sont  parvenus.  11  a  écrit 
un  Traité  sur  les  polyèdres  réguliers.  C'est  lui  qui,  le  premier,  a 
rédigé  un  Livre  sur  les  Eléments  des  sections  coniques,  qu'il  déC- 
nissait  de  la  même  manière  que  Ménechme.  Déjà,  un  des  plus  an- 
ciens disciples  de  Platon,  Léon,  avait  composé  des  Éléments  plus 
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complets  que  ceux  d'Hippocrate,  et  qui,  vingt  ans  plus  tard,  furent 
remaniés  et  étendus  par  Theudius  de  Magnésie.  Tel  était  l'état  de 
la  science  à  l'époque  où  Euclidc  commença  ses  travaux. 

L'ouvrage  de  M.  Bretschneider  est  terminé  par  un  ^appendice 
intitulé  :  L'époque  et  les  trav^aux  de  quelques  géomètres  de 
V Ecole  d' Alexandrie.  Il  commence  par  examiner  ce  que  nous 
savons  sur  Perseus  (llipnvf ) ,  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  le 
philosophe  Persœus  (nipm«f).  D'après  la  discussion  h.  laquelle  se 
livre  M.  Bretschneider,  Perseus  ne  peut  avoir  vécu  qu'entre  les 
années  a8o  et  lao  avant  J.-C.  Les  courbes  spiriques,  dont  il  est 
l'inventeur,  semblent  n'avoir  pas  beaucoup  attiré  l'attention  des 
géomètres  de  l'antiquité.  Il  résulte  des  textes  de  Proclus  et  d'Héron 
que  ces  courbes  étaient  des  sections  du  tore  ;  mais  il  est  diflGcile  de 
préciser  en  quoi  consistait  la  division  de  ces  lignes  en  trois  espèces. 

C'est  vers  la  même  époque,  entre  aoo  et  i5o,  qu'ont  dû  vivre 
Nicomèdeet  Dioclès,  inventeurs  de  la  couchoïde  et  de  la  cissoïde. 
Le  premier  a  résolu,  au  moyen  de  la  conchoïde,  les  problèmes  de 
la  duplication  du  cube  et  de  la  trisection  de  l'angle.  Dioclès,  que 
Montucla  considère  à  tort  comme  né  après  Pappus,  a  vécu  certaine- 
ment antérieurement  à  l'année  loo  avant  J.-C. 

La  même  erreur  a  été  commise  relativement  à  l'époque  d'Hyp- 
siclès,  l'auteur  des  deux  Livres  sur  les  polyèdres  réguliers  que  l'on 
place  d'habitude  à  la  suite  des  treize  Livres  des  Eléments  d*Euclidc. 
On  a  encore  de  lui  un  ouvrage  intitulé  'Atm^ù^tKiç^  ayant  pour  but  la 
détermination  des  arcs  diurnes  sur  l'écliptique.  L'examen  de  ces 
Ouvrages  ne  permet  pas  d'assigner  à  Hypsiclès  une  autre  époque  que 
l'intervalle  compris  entre  a5o  et  i5o  avant  J.-C.  Il  est  impossible 
qu'il  ait  vécu  après  l'auteur  de  VAlmageste,  comme  le  prétendent 
Fabricius  et  Montucla. 

C'est  aussi  vers  le  même  temps  qu'il  faut  placer  Sérénus,  que 
Montucla  fait  naître  quatre  siècles  plus  tard. 

En  arrivant  à  la  fin  du  volume  de  M.  Bretschneider,  où  l'on  a 
rencontré  une  si  grande  abondance  de  noms  d'auteurs  et  de  docu- 
ments de  toute  espèce,  nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de  regretter 
que  l'auteur  n'ait  pas  cru  devoir  le  faire  suivre  d'une  Table  des 
matières,  qui  serait  indispensable  pour  faciliter  les  recherches  et 
pour  permettre  de  tirer  de  ce  trésor  d'érudition  tous  les  services 
qu'il  est  appelé  à  rendre.  J.  H. 
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CTO.l'ËTOB'b  (A.).  —  IldCJitAOBaHie  o  ^^ymu^iH  HaMarHH^eRLi 
MHFRaro  3Reat3a. —  MocKBa,  1872  (*). 

Dans  la  théorie  de  raimantation  du  fer  doux  donnée  par  Poisson, 
il  entre  un  coefficient  numérique,  supposé  constant  pour  toutes  les 
valeurs  de  la  force  magnétique  qui  produit  Taimantation.  Les  ex- 
périences de  MM.  Joule,  Millier  et  Weber  ont  montre  que,  loin 
d'être  constant,  ce  nombre  diminue  très-sensiblement  à  mesure 
que  la  force  d'aimantation  devient  de  plus  en  plus  grande.  C'est 
pourquoi  la  tliéorie  de  Poisson  a  été  généralisée  par  M.  Kirchhoff 
[Journal  de  Crelle,  t.  48),  de  manière  qu'au  lieu  du  coefficient 
il  y  entre  une  certaine  fonction,  qui  dépend  de  l'intensité  de  la 
force  magnétique  employée,  ainsi  que  de  la  forme  du  corps  soumis 
à  son  action.  Pour  donner  une  déûnition  de  cette  fonction  impor- 
tante (que  l'on  peut  nomxxiQT  fonction  d' aimantation  ou  bien  pou- 
ifoir  magnétique  du  fer  en  question),  imaginons  un  cylindre  de 
fer,  de  longueur  inGnic,  aimanté  par  une  force  constante  dirigée 
suivant  son  axe-,  le  rapport  du  moment  magnétique  du  cylindre 
(rapporté  à  Tuuité  de  volume)  à  l'intensité  de  la  force  aimantante 
nous  donnera  la  valeur  du  pouvoir  magnétique  du  fer,  qui  corres- 
pond à  cette  dernière  force. 

Le  pouvoir  magnétique  une  fois  déterminé  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  force  d'aimantation,  on  pourra  calculer  les  moments  magné- 
tiques d'une  masse  quelconque  de  fer,  soumise  à  des  forces  d'ai- 
mantation données.  C'est  en  vue  de  déterminer  le  pouvoir  magné- 
tique du  fer,  principalement  pour  des  forces  assez  faibles,  que  l'auteur 
a  entrepris  une  série  d'expériences  d'après  une  méthode  proposée 
par  M.  Kirchhofr(Pog^g^.  Ann,,  Erganzungsband  V,  1870). 

Le  corps  aimanté  est  un  anneau  en  fer  doux,  à  sections  rectan- 
gulaires, entouré  de  deux  hélices  en  (il  de  cuivre,  et  formant  ainsi 
une  sorte  de  solénoïde  à  axe  circulaire.  L'une  des  deux  hélices  est 
en  communication  avec  les  pôles  d'une  pile  voltaïque,  l'autre  con- 
tient un  galvanomètre.  On  mesure  les  courants  d'induction  qui 
parcoun'ut  riiélice  secondaire  chaque  fois  que  le  courant  de  l'hé- 
lice primaire  change  de  direction.  En  connaissant  les  intensités  des 


(*)  Stolétov  (^.),  Recherche  sur  le  pouvoir  magnétiffue  du  fer  doux.  Moteon,  1879. 

In-8<*  (79  p.»  7  pi.).  Mémoire  lu  lo  — .         . —  1871  dcTant  la  Société  MaUtématiqna 
de  Moscou. 
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courants  primaires  et  secondaires,  ainsi  que  la  résistance  du  cir- 
cuit secondaire,  en  unités  absolues  de  M.  Weber,  on  peut  en  dé- 
duire les  valeurs  du  pouvoir  magnétique  du  fer  et  les  forces  d'ai- 
mantation correspondantes.  L'unité  qui  sert  à  mesurer  celles-ci  est 
ceUe  qui  a  été  adoptée  par  Gauss  pour  la  force  magnétique  ter- 
restre. 

On  faisait  varier  la  force  d'aimantation  depuis  4)3  jusqu'à  Zoy. 
Le  pouvoir  magnétique  correspondant  croissait  d'abord  très-rapi^ 
dément  à  partir  de  21, 5  jusqu'à  un  maximum  =  ij4  (pour  la  force 
=  3o),  puis  il  allait  en  diminuant  peu  à  peu  jusqu'à  4^* 

Donc  on  ne  peut  plus  dire,  comme  on  le  fait  assez  générale- 
ment, que  le  moment  magnétique  d'un  corps  soit  proportionnel 
à  la  valeur  de  la  force  aimantante,  à  moins  que  celle-ci  ne  soit  pas 
trop  grande.  Entre  certaines  limites  de  la  force,  le  moment  magné- 
tique d'un  cylindre  infini  varie  comme  le  carré,  ou  même  comme  le 
cube  de  cette  force  (*) .  A.  Stoléi-ov. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l*âcadémie  des  Sciences. 
T.  LXXV,  a*  semestre  187a. 

JN»  22.  Sfaice  1b  25  BOieibre  1812. 
K""  23.  SéiBce  1b  2  léceibre  1812. 

Saiwt-Veiîaiit  (de).  —  Partage  de  la  force  viv^e  due  à  un 
moui^ement  vibratoire  composé,  en  celles  qui  seraient  dues  aux 
mouuements  pendulaires  simples  et  isochrones  composants,  de  di^ 
verses  périodes  et  amplitudes.  Partage  du  travail  dû  au  mouve^ 
ment  composé,  entre  deux  instants  quelconques,  en  ceux  qui 
seraient  dus  aux  mouvements  composants.  (Première  Partie.) 

Les  deux  théorèmes  de  partage  de  force  vive  et  de  partage  de 
travail}  qui  sont  compris  dans  Ténoncé  ci-dessus,  se  trouvent  dé- 
montrés dans  un  Mémoire  de  M.  Lucas,  sur  lequel  il  est  fait  un 
Rapport  dans  cette  même  séance.  M.  de  Saint- Venant  se  propose  de 
donner  des  démonstrations  spéciales  des  deux  théorèmes  énoncés^ 


(')  La  planche II,  fig,  i4f  à  la  fin  de  l'Ouvrage,  représente  la  fonction  d'aimantation, 
le  pouToir  magnétique  résultant  de  mes  expériences,  p.  75. 
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SsccHi  (Le  P.) .  —  Sur  la  pluie  d' étoiles Jilantes  du  27  nov^en 
observée  à  Rome, 

Caligihy  (de).  —  «Sur  la  théorie  de  l'écluse  de  l'Aubois. 

Saiwt-Vekawt  (de).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  J 
Lucas,  portant  le  titre  :  ce  Théorèmes  généraux  sur  Téquilil] 
le  mouvement  des  systèmes  matériels  » . 

Après  avoir  donné  de  ce  Mémoire  une  analyse  détaillée,  B 
Saint-Venant  conclut  en  ces  termes  :  «  Vos  commissaires 
quant  au  fond,  unanimement  d'avis  que  l'analyse  de  M.  Luci 
les  théorèmes  nombreux  qu'il  en  déduit  d'une  manière  sii 
offrent  un  grand  intérêt.  Us  vous  proposent,  en  conséqu 
l'approbation  du  Mémoire  présenté  par  lui,  et  son  insertic 
Recueil  des  Savants  étrangers. 

Resal.  —  Relation  entre  la  pression  et  le  volume  de  la  vu 
d'eau  saturée  qui  se  détend  en  produisant  du  travail,  sans  t 
tion  ni  soustraction  de  chaleur, 

Marie  (Max.).  —  Théorie  des  résidus  des  intégrales  d\ 
quelconque. 

Laussedat  (A.).  —  Note  relative  au  prolongement  de  lai 
dienne  de  France  et  d' Espagne  en  Algérie. 

Mannheim.  —  Sur  un  modèle  de  vernier  de  vernier. 

M.  Mannheim  donne  la  description  de  ce  modèle,  qui  ava 
construit  en  iSdj  et  déposé  dans  les  galeries  du  Conservatoir 
Arts  et  Métiers. 

M.  Le  Verrier  communique,  au  noms  de  divers  observât 
des  documents  concernant  l'essaim  extraordinaire  d'étoiles  fil 
apparu  le  27  novembre. 

N»  24.  SéiBce  11  9  léeeibre  1812. 

Saint- Venant  (M.  de)  communique  la  fin  de  la  démonstr. 
du  théorème  de  Mécanique  physique  énoncé  au  commencemei 
la  séance  précédente. 

Segchi  (Le  P.).  —  Sur  les  taches  et  le  diamètre  solaires. 

Belgrand.  —  Note  sur  les  crues  de  la  Seine  et  de  ses  alflm 

BoRRELLY.  —  Découverte  et  observation  d'une  nouvelle  p 
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planète  (S),  faites  à  l'Observatoire  de  Marseille,  dans  la  nuit  du 
4  décembre. 

Jordan  (C).  —  Essai  sur  la  Géométrie  à  n  dimensions. 

L'Analyse  trouve  toujours  un  puissant  secours  dans  les  images 
de  la  Géométrie  \  mais  ce  secours  fait  défaut  lorsqu'on  passe  à  la 
considération  des  fonctions  de  plus  de  trois  variables.  Plusieurs 
géomètres,  entre  autres  M.  G.,Salmon  [Lessons  on  higJier  Algebra, 
1 8669  p.  212),  ont  employé  le  langage  de  la  Géométrie  dans  l'étude 
des  fonctions  de  plus  de  trois  variables  -,  mais  il  n'y  a  pas  eu  encore 
de  travail  d'ensemble  sur  ce  sujet.  M.  Jordan  présente,  dans  cet 
essai,  les  principales  formules  de  la  théorie  de  la  droite  et  du  plan. 

QuET.  —  «Sur  la  force  vis^e  d'un  système  vibrant. 
.  M.  Quet  s'exprime  en  ces  termes  au  commencement  de  sa  Note  : 
ce  Dans  un  Mémoire  non  encore  imprimé,  qui  a  été  présenté  à 
l'Académie  en  i865,  et  qui,  conformément  à  la  proposition  de 
M.  Fizeau,  a  reçu  en  1866  une  Mention  honorable,  j'ai  démontré 
la  proposition  suivante  :  Les  forces  visses  explicite,  implicite  et 
totale  de  tout  système  vibrant  sont  respectiv^ement  égales  à  la 
somme  des  forces  vives  de  même  dénomination  qui  correspondent 
aux  divers  mouvements  simples,  dans  lesquels  le  mouvement  pro- 
duit peut  se  décomposer.  J'avais  été  conduit  à  ce  théorème  par  la 
découverte  que  M.  de  Saint- Venant  avait  fait  connaître  en  i865. 
C'est  de  lui  qu'il  est  question  dans  une  partie  de  la  Communica- 
tion et  du  Rapport  présentés  par  ce  savant  à  la  dernière  séance  de 
l'Académie  ». 

Sédillot  (Am.).  —  De  l'origine  de  la  semaine  planétaire  et  de 
la  spirale  de  Platon. 

Communications  de  MM.  Heis,  Faye,  Herschel,  relatives  à 
l'essaim  météorique  du  27  novembre  1872. 

N^'  25.  Séance  <Ih  16  déceibre  1812. 

Lettre  de  M.  le  Ministre  de  la  Guerre  à  M.  le  Président,  au 
sujet  de  l' entreprise  d'une  nouvelle  détermination  de  la  méri- 
dienne de  France  par  le  Dépôt  de  la  Guerre. 

Faye.  —  Complément  de  la  théorie  physique  du  Soleil;  expli- 
cation des  taches. 

Belgrasd.  —  Deuxième  Note  sur  la  crue  de  la  Seine. 

bulL  des  Sciences  mathém.  et  asCron..  t.  IV.  (Mars  1873.)  9 


i3o  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Peuriek  (F.).  —  Note  sur  la  nous^elle  détermination  de  la  nu 
ridienne  de  France. 

Perriek  (F.).  —  Réponse  à  la  Note  de  M.  Laussedat  sur 
prolongement  de  la  méridienne  d' Espagne  en  Algérie. 

Lucas  (F.).  —  Observation  relativ^e  à  une  Note  précédente  i 
M.  Quet. 

BoRRELLT.  —  Observ^ations  de  la  planète  (j»)^  faites  à  VObsers^i 
toire  de  Marseille. 

Henry  (Paul)  et  Henry  (Prosper). —  Observations  des planèt 
(•»)  et  (m),  faites  à  Paris.  Calcul  des  éléments  de  la  planète  (« 

Baillaud.  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  planète  @. 

Brettes  (Martin  de).  —  Sur  quelques  lois  de  la  pénétratic 
des  projectiles  oblongs  dans  les  milieux  résistants. 

NO  26.  Séaice  h  23  déeeibre  1872. 

Faye.  —  Sur  la  situation  actuelle  du  Bureau  des  Longitudes 

Phillips.  —  Sur  l'écoulement  d'un  liquide  sortant  d'un  rése 
v^ir  à  nis^eau  constant,  par  un  grand  orifice  en  mince  paroi. 

Watson  (James).  —  Découv^erte  et  observations  de  la  plané 
(tn)^  faites  à  Ann  Arbor. 

Borrelly.  —  Obscrv^ations  de  la  planète  (^^  faites  à  Marseill 

Perrier  (F.).  —  Sur  la  station  astronomique  de  Dar^Beïù 
(près  d*Oran). 

M.  Perrier  donne  35**  4^' ^''^^  i^owv  la  latitude,  et  o**n"44*? 
pour  la  longitude  de  cette  station. 

Laussedat.  —  Dernières  observations  au  sujet  du  prolongi 
ment  de  la  méridienne  de  France  et  d' Espagne  en  Algérie. 

Levret.  —  Observations  relatives  à  une  Communication  préa 
dente  de  M.  Laussedat,  sur  le  prolongement  de  la  méridiens 
de  France  en  Espagne  et  en  Algérie. 

Blondel  (le  général). —  Lettre  adressée  à  M.  le  colonel Levrt 
sur  le  même  sujet. 

Newcomb  (S.).  —  Note  sur  un  théorème  de  Mécanique  céleste 

M.  Newcomb  dit  que  la  fonction  que  M.  Clausius  a  nommée  / 

viriel  (c'est-à-dire  la  fonction    qui   est  égale   a   la  force   vîv 


.i 
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moyenne)  joue  un  rôle  très-important  dans  la  Mécanique  céleste, 
parce  que  les  moyens  mouvements  de  toutes  les  planètes  et  les 
changements  des  angles  dont  dépendent  les  mouvements  séculaires 
de  leurs  périhélies  et  de  leurs  nœuds  peuvent  tous  s'exprimer 
comme  des  dérivées  partielles  du  viriel,  par  rapport  aux  éléments 
dont  on  peut  l'exprimer  comme  fonction. 

JoKDAJf  (C).  —  Sur  V énumération  des  groupes  primitifs  pour 
les  dix-sept  premiers  degrés. 

Un  groupe  de  substitutions  est  dit  du  degré  M,  si  le  nombre  tbtal 
des  lettres  qu'il  contient  est  égal  à  M;  la  détermination  des 
groupes  primitifs  de  degré  M  présente  un  grand  intérêt,  car  cette 
question  n'est  autre  que  la  suivante  :  «  Trouver  tous  les  types 
d'équations  irréductibles  de  degré  M.  »  L.  P. 
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D*DII  POim  DE  BEBROOSSEIENT  | 
Par  m.  PAINVIN. 

i .  Lorsque  deux  courbes  C  et  D  ont  en  commun  un  point  O  imd- 
tiple  d'ordre  p  pour  la  courbe  C,  d'ordre  q  pour  la  courbe  D^  le 
nombre  des  points  communs  à  ces  deux  courbes  et  coïncidait  ai'iec 
O  est  égal  à  pq^  pourvu  que  les  courbes  n'aient  pas  en  ce  point 
multiple  des  tangentes  communes .  La  démonstration  de  ce  théorène 
n'offre  aucune  difficulté  lorsque  la  condition  restrictive  imposée  ae 
trouve  remplie  \  il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  les  deux  courbes 
ont  en  ce  point  multiple  des  tangentes  conununes* 

Le  nombre  des  points  communs  et  coïncidant  avec  O  e^  alots 
supérieur  à  pq.^  mais  la  détermination  exacte  de  ce  nombre  est  fort 
délicate. 

En  définitive,  la  question  peut  se  ramener  à  celle-ci  : 

Deux  courbes  ont  en  commun  un  point  simple  ou  multiple  ef 
une  tangente  commune  en  ce  point;  prenons  le  point  pour  origine 

9* 
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des  coordonnées  et  la  tangente  commune  pour  axe  des  y^  iei 
étjuations  des  deux  courbes  se  présenteront  tout  la  forme  $m- 
vaate  : 


(I) 


les  lettres  (f^  et  «ji^  désignitnl  des  foDclions  lioiuogcncs  et  du  dcgr^ 
ieax  etj'jle  facteur  x  est  mis  eu  évidence  dans  tous  les  termes 
ooil  se  trouve  j  ainsi,  pour  la  courbe  (C),  tous  les  termes,  à  partir 
du  premier,  renferment  le  facteur  x  jusqu'au  terme  fp+ji+i  e\clu- 
•ivemcnt  ;  le  groupe  Çp+(^,  n'admet  pas  le  facteur  x,  les  suivants 
peuvent  l' admettre  ou  ne  pas  l'admettre  ;  de  même,  pour  la  courbe 
(D),  ^,4A+i  est  le  premier  des  termes  qui  n'admet  pas  le  facteur  x. 

Trouver  le  nombre  des  points  communs  aux  deux  courbes  et 
coïncidant  avec  O,  en  admettant  que  xz=oestla  seule  tangente 
commune  aux  deux  courbes  en  ce  point  O. 

3.  Je  ne  connais  pas  de  Mémoire  où  l'on  ait  abordé  directement 

cette  question  ;  car  je  ne  parlerai  pas  de  la  méthode  qui  consisterait 
à  comparer  les  dérivées  de  divers  ordres  :  elle  me  semble  illusoire 
pour  le  cas  actuel  ;  les  calculs  seraient  d'abord  d'une  longueur 
rebutante,  et  puis  il  faudrait  séparer  ce  qui  est  relatif  aux  diverses 
brandies  de  la  courbe  ;  je  ne  chercherai  pas  jusc[u'à  quel  point  tout 
cela  est  praticable  et  conduit  à  la  solution  du  problème  posé. 

Quant  à  la  méthode  de  Minding  (  foir  t.  V]  du  Journal  de 
Mathématique,'!,  iS^O^qui  permet  de  déterminer  le  nombre  des 
solutions  ioGnies  communes  à  deux  équations,  elle  ne  nous  donne- 
rait que  très-pénible  ment  la  solution  de  la  question  énoncée  ;  car, 
en  supposant  le  point  O  transporté  à  l'inGni  (ce  qui  se  ferait  en 
rendant  l'équation  homogène  et  en  changeant  le  ràlc  des  variables^ 
le  résultat  comprendrait  les  solutions  relatives  au  point  O  et  les 
s;)lutions  relatives  aux  autres  directions  asymptotiques,  et  l'on  ne 
pourrait  dégager  ces  dernières  solutions  qu'après  s'être  assuré 
qu'elles  correspondent  à  des  points  communs  (simples  ou  mul- 
tiples) pour  lesquels  il  n'y  a  pas  de  tangente  commune  ;  autrement 
il  y  aurait  pétition  de  principe. 
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Indépendamment  de  cela,  l'application  de  la  méthode  de  Min- 
ding,  en  admettant  qu'elle  puisse  se  faire,  exigerait  préalablement 
une  modification  profonde  dans  la  disposition  des  termes  des  équa- 
tions (I)  qui  se  présentent  immédiatement  sous  la  forme  que  nous 
avons  indiquée  \  et  cette  modification  ne  pourrait  d'ailleurs  se  faire 
que  si  l'on  connaissait  les  valeurs  numériques  des  exposants  l'o, 
ii, . . .  ,7*09 7i9  •  •  •  î  <l6  plus,  les  calculs  ne  peuvent  être  terminés  que 
si  l'on  connaît  les  valeurs  numériques  de  ces  mêmes  exposants. 
Enfin  la  méthode  de  Minding  introduit,  pour  l'évaluation  du 
nombre  cherché  qui  est  essentiellement  entier  et  positif,  des  nombres 
fractionnaires  positifs  et  négatifs  ;  ces  nombres,  qui  ont  leur  raison 
d'être  dans  la  détermination  de  la  position  relative  des  branches 
de  la  courbe  par  rapport  à  leur  asymptote  commune,  ne  sont  que 
des  intermédiaires  inutiles  dans  la  recherche  beaucoup  plus  simple 
que  nous  nous  proposons,  savoir,  la  recherche  du  nombre  des 
points  communs  aux  deux  courbes  et  coïncidant  avec  O. 

Je  dirai  plus,  c'est  que  le  problème  posé  comme  je  l'ai  énoncé 
plus  haut,  qui  se  présente  dans  un  nombre  considérable  de  questions, 
donnerait  immédiatement,  s'il  était  résolu  directement,  le  degré  de 
l'équation  finale,  c'est-à-dire  le  nombre  des  solutions  finies  d'une 
manière  beaucoup  plus  précise  et  plus  lucide  que  ne  le  fait  la  mé- 
thode de  Minding  *,  cette  solution  serait  le  complément  indispen- 
sable de  la  méthode  indiquée  par  M.  Chasles  {Comptes  rendus  des 
séances  de  l'académie  des  Sciences^  p.  787,  a*  semestre  1872, 
et  p.  126,  1*'  semestre  1873)',  car  elle  permettrait  de  calculer 
très-exactement  la  quantité  que  M.  Chasles  a  désignée  par  o);  calcul 
qui  ne  peut  être  fait,  sauf  pour  des  cas  très-simples,  que  si  l'on  sait 
résoudre  la  question  que  j'ai  énoncée  en  commençant. 

n  7  a  une  méthode  qui,  étant  données  les  valeurs  numériques 
des  exposants  I09  <iv  •  *)  7o)  7n- *  •?  permet  de  déterminer  très- 
exactement  le  nombre  des  points  communs  aux  deux  courbes  (C) 
et  (D)  et  coïncidant  avec  O  :  c'est  celle  que  j'ai  appliquée  dans  une 
étude  sur  la  recherche  des  rayons  de  courbure  en  un  point  mul- 
tiple d'une  courbe  plane  ou  gauche  [AnnaU  di  Maiematica,  t.  III, 
1870,  et  t.  lY,  1871).  Mais  cette  méthode,  quoique  beaucoup  plus 
nette  et  incomparablement  plus  courte  que  celles  dont  je  viens  de 
parler,  ne  m'a  pas  encore  conduit  à  une  expression  générale  simple 
de  la  solution  du  problème  proposé,  c'est-à-dire  à  une  expression  qui 
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laisse  aux  exposants  1*0,  I19  •  •  •  >  /o)  7i)  •  *  •  leurs  valeurs  quelconques 
excepté  dans  le  cas  particulier  suivant  : 

4S1*  Von  considère  les  deux  courbes 

(D)     J?/«  ij;,-y,  -+-  v|;,+,  H-  . . .  -f- 1|;,= o. 

Les  groupes  f^^jk+i  ^<  ^^^-i  ne  renfermant  pas  le  facteur  or,  on  peu 
énoncer  la  proposition  qui  suit  : 

Le  nombre  des  points  communs  aux  deux  courbes  (U)  < 
coïncidant  av^ec  O  est  égal  à 

pq  -f-  le  plus  peiîl  des  nombres  (ly.  4-  iV) , 

rpouv^antav^oir  les  valeurs  o,  1 ,  2,  3, . . . ,  A,  A4- 1  ^  i'a+i  déviant  étt 
supposé  nul, 

La  démonstration  de  cette  proposition  est  très-simple  ;  j'y  rc 
viendrai  plus  tard. 

3.  Pour  l'instant,  je  réduirai  le  problème  que  je  m'étais  poi 
d'abord  à  la  question  suivante  : 

Quelle  est  l'influence  de  la  présence  d'un  point  multiple  sur  i 
classe  d'une  courbe? 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  t.  VII  du  Quarterfy  Journal,  iS® 
et  intitulé  :  On  the  higher  singularities  ofa  plane  cun^e,  M.  Cayl< 
indique,  p.  219,  une  méthode  pour  déterminer  la  classe  d'ui 
courbe  qui  possède  un  point  multiple.  Sans  entrer  dans  la  di 
cussîon  de  cette  méthode,  nous  ferons  seulement  observer  qu'el 
exige,  pour  les  branches  partielles  qui  constituent  la  singularité, 
connaissance  de  leurs  équations  distinctes  résolues  par  rapport 
l'une  des  coordonnées.  M.  de  la  Goumerie  a  montré,  il  est  vr 
[Journal  de  Mathématiques,  t.  XIV,  1869,  p.  41)9  comment  < 
pourrait  déduire  ces  équations  de  l'équation  générale  de  la  courb 
mais  ces  calculs,  qui  sont  fort  longs,  ne  peuvent  être  faits  que 
l'on  connaît  les  valeurs  numériques  des  exposants  l'o,  «!,.•.,? 
y,,. .  .•,  ils  introduisent,  en  outre,  des  nombres  fractionnaires  q 
ont  leur  raison  d'être  dans  la  recherche  très-importante  des  ordr 
de  contact  des  diverses  branches  de  la  courbe,  mais  qui  ne  soi 
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qu'un  intermédiaire  pour  la  question  plus  simple  que  nous  nous 
sommes  posée. 

Il  me  semble  donc  que  la  question  énoncée  ci-dessus  n'est  pas 
encore  complètement  résolue,  si  Ton  demande  une  solution  directe 
et  d'une  application  facile. 

Je  ne  m'occuperai  aujourd'hui  que  de  la  plus  simple  des  questions 
de  ce  genre,  savoir  : 

Quelle  est  V  influence  d^  un  point  derebroussement  du  deuxième 
ordre  sur  la  classe  d'une  courbe? 

Si  je  ne  donne  pas  une  formule  générale  résolvant  la  question, 
j'indique  au  moins  une  limite  supérieure  et  possible  qui  se  conclut 
de  l'inspection  de  l'équation  de  la  courbe  -,  et,  de  plus,  les  formules 
que  j'ai  écrites  permettent  de  déterminer  dans  tous  les  cas,  à  vue 
et  sans  aucun  calcul,  la  diminution  exacte  de  la  classe,  lorsque  les 
valeurs  numériques  des  exposants  sont  connues. 

4.  Soit  une  courbe  (C),  ayant  un  point  double  de  rebrousse- 
ment  que  nous  prendrons  pour  origine;  l'axe  des  j^  sera  la  tangente 
de  rebroussement  ;  l'équation  de  la  courbe  se  présentera  sous  la 
forme 

/  C  =  a:' -h  x't  9,^,^ -f-  a:''«(p«»/, -f- ar'-ç»-/,  -f- . . . 

\  -f-  ^**-»9a-./a_,  -f-  x**-i  9A+.-.A_,  -h  ©A+a  4- . . .  -f-  ?«  =  o  ; 

les  lettres  f ,•  désignent  des  fonctions  homogènes  en  x  et  ^  et  du 
degré  t;  <^hJ^%  ne  renferme  pas  le  facteur  x,  et  est  précédé  de 
h  termes  qui  renferment  x  en  facteur  ;  et,  en  général, 

(a)  '*^A•^-a; 

nous  supposerons  les  nombres  i|,  itv*-)  ^a-i  ^u  moins  égaux  k 
l'unité. 

La  tangente  de  rebrousscment,  x  =  o,  rencontre  la  courbe  en 
A  4-  2  points  coïncidant  avec  O,  c'est-à-dire  a  avec  la  courbe  un 
contact  effectif  àe  l'ordre  h. 

La  diminution  de  la  classe,  produite  par  le  point  de  rebroussc- 
ment O,  sera  égale  an  nombre  des  points  coïncidant  avec  O  et  com- 
muns à  la  courbe  (C)  et  à  la  première  polaire  d'un  point  quelconque 
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(.ro,  ro\  savoir 


Or  on  a 


dC  dC      dC 


dx 


4-  (m  —  A)x'»-i94-,-^., "h  (m  —  A  —  i)a?'*-i 94+1-/4.,  -f- . . .  ; 

en  remplaçant  ces  dérivées  par  leurs  valeurs,  dans  l'équation  q 
précède,  et  en  divisant  par  2X0,  l'équation  de  la  première  p 
laire  (P),  du  point  (xo,  ^'0)5  s'écrira 

IP  =  X  -+-  ( e.  X*  -f-  X'-'  v|; w, )  "H  (x»'»  9^^  -+-  or't-'  v|;«_/,  ) 
-h  (x'A-a  0A-/A.,  "h  X''a-i-«  ^A+,-Ia_,  )  H-  vj/A+i  H- .  .  .  =  O  ; 

la  fonction  ^a+i  ne  renferme  pas  le  facteur  x  -,  les  fonctions  0,  et 
ne  peuvent  pas  se  réduire  avec  les  fonctions  (fi  de  (C),  à  cause  de 
présence  des  arbitraires  Xo  et  y 9. 

5.  La  diminution  de  la  classe  est  égale  au  nombre  des  poin 
coïncidant  avec  O  et  communs  aux  deux  courbes  (C)  et  (P). 
Si  Ton  pose  j'  =  £x,  les  premiers  membres  des  équations  (i)  < 

(2)  s'écriront 

C,  =  X*  -4-  X*  9,-/,  4-  X*  94-/,  -h  a:*9»_/.  -I- . . . 

-f-  o:*  9a-/a_,  4-  x*"*"*  9*+!-/*.,  -H  ^***  ?A+î  -f- . . .  H-  «* 9^, 

(3)  {  P,  =x-f-x'(0.H-iJ;,».jH-a:»(e,_/."h4/4-/J 

4-  a:*(  e*-,,.,  4-  iJ^A+,./,_.  )  4-  x*+«  iJ^ikH.  4- . . .  4-  X— «  4;^_,. 

Dans  les  fonctions  Ci  et  Pi,  les  indices  des  lettres  9,  i{/  et  Ô  in- 
diquent exactement  et  sans  réduction  les  degrés  respectifs  de  cej 
fonctions  par  rapport  à  la  nouvelle  variable  t. 
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(4) 


F,  =  j:-4-^'cji-f-a:'cj8"h  x^xn^-h, .  .-f-^cj^, 


Wi  désignant  une  fonction  entière  de  t  et  du  degré  /  par  rapport 
à  t  ;  formons  ensuite  la  combinaison 


on  aura 


(5) 


P.F.-C; 

P,  F.  —  C,  =  T,  j:»  H-  T4  j:^  -f-  T»  X*  4- 

-f-TAa:^-f-TA4.iaH^»-'-f-. 


-+- T.4.#-i  ^■''- • 


après  avoir  posé 


1  '''= 


T4  =  CJ,  "h  CJ,  (St  -h  ^y^  )  4-  (6,-/^  -h  Vp»./,  —  94-iJ, 

T»  =  CJ4-H  CJaC  0t-4-  v|/8-iJ  -h  CJi(0»-/,  4-  v|/«_/,) 
4-  (  64-/.  H-  vp»-./.  H-  9»-/,), 

T«  =  cj»  4-  ISJ4  (  6#  4-  v|;,_/,  )  4-  cj,  (  63-/,  -H  ^^4-1,  ) 

4-  IBJ,(  04-/,-+-  ^'»-/,)  "h  (0k-/.4-  +#-14  —  9«-'4)» 


((6)) 


Ta  =  cJA-i  H-  nJA-i  (  S#  4-  v|/3_/j  )  4-  cta-s  (  61-/,  -f-  ^4-1,)  4- .  - . 
4.  !5T,(0a-,-/,.,4-vJ;a-..-/,  J4-(0a-i_.-,_34-vJ;a-/,.,—  ?a-0^ 

JDA  -f-  WA_i  (0#4-  vj^a-/,  )  4-  ByA-i(6|-/,  4-  v|;4-/.)  4-.  .  . 

4-cj,(0a-i-.*.,4-vj;a-/^_J4-(0a-/a_,4-vj;a+i-/a.,— ?a+i-/a-i)> 

liJA+i  +  CJA  (6#4-  vj^s-ij  4-  BJA-i  (6s-/.  4-  lJ;4-/J  4-  .  .  . 
4-  ®ï(eA-/».,4-  VpA+i-/^.,  )  4-  (+A-I—  ÇA+Of 

CJA+a  4-  CJA+i  (  0.  4-  CJ»-/.  )  H"  VpA  (  Oji-/,  4-  4^4-/,)  -*"... 

4-  cj,  iJ;a+i  4-  (  vj;a+2  —  ?a+3  ), 


i 


Ta+3  = 


T^+.= 


r+ 


T^+8  — 


BJ^  4-  CJ^-,  (  9.  4-  vpj^/,  )  4-  CJ^a  (  0,-/.  4-  vj;4-/,  ) 
4-  Wi  vj;f-i4-  CJi  vj;^-,  4-  { vpj—  ?r+i)» 
®^  (  0#  -4-  vj^a-/,  )  4-  CJ^,  (  e,_/,  4-  v|;4^,- J  4- . .  . 
CJ,  +^-,  4-  CJ,  v|;^4-  (  ^}/^+,—  9^4.,), 


i  Tm^^i=:wg^m^i. 
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J'ai  écrit  avec  détails  les  valeurs  des  fonctions  Tt^  T4,. . .,  1 
qu'on  en  voie  bien  la  loi  de  formation,  et  surtout  parce  que  c'e 
l'inspection  du  tableau  ((6))  qu'on  pourra  déterminer  à  'vut 
sans  calcul  la  diminution  de  la  classe  ;  le  nombre  g  est  entie 
arbitraire  \  nous  n'avons  pas  à  nous  préoccuper  de  sa  valeur,  1 
devons  seulement  le  supposer  assez  grand  pour  qu'on  puisse  an 
1er  le  plus  de  fonctions  T  possible  à  l'aide  des  fonctions  arbitra 

6.  Nous  montrerons  tout  à  l'heure  qu'on  pourra  disposeï 
fonctions  arbitraires  n^^  Ut)* . .,  de  manière  à  annuler  (c'e; 
dire  rendre  identiquement  nulles,  quel  que  soit  t)  plusieun 
fonctions  successives  Tj,  T4,  Tg,. . .,  à  partir  de  T„  et  qu'il 
aura  toujours  une  qu'on  ne  pourra  plus  annuler.  Supposons  qi 
soit  la  première  des  fonctions  T,-  qui  ne  puisse  plus  s'annuler 
aura  alors  identiquement 

(7)  P,F.~  C.=  Tij:*-!-  Ti^.a:*-»-f-. . .  4-T^^_,j:-^*-«. 

La  première  des  fonctions  T^i  renfermera  nécessairement  £* 
cette  fonction  renferme  le  polynôme  arbitraire  Ui^f  de  < 
A'  —  I  en  t^  et  si  elle  ne  peut  pas  s'annuler,  c'est  que  ses  a 
termes  fournissent  un  terme  non  nul  où  t  entre  à  la  puissan 
autrement  la  fonction  arbitraire  CTi.t,  dont  tous  les  coeffic 

restent  indéterminés,  permettrait  d'annuler  T|,  ce  qui  est  coni 
à  l'hypothèse. 

Si  maintenant  nous  introduisons  x  dans  les  fonctions  op,-,  vSi 
multiplie,  et  qu'on  mette ^  à  la  place  de  f  x,  la  fonction  Pi  rede 
identiquement  P,  la  fonction  Ci  devient  C,  et  Fi  devient  une 
tîon  de  X  et  j',  F  {x^y)  5  et  si  l'on  pose 

(8)        l  =  ^^^x,x)'^^u^(x,r)'^...-h^^g-^^x,x), 

on  a  identiquement 

(9)  PF-C  =  2; 

T,  désigne,  dans  la  valeur  de  2,  une  fonction  homogène  en  a 
et  du  degré  i\  c'est  ce  que  devient  x'T,-  lorsqu'on  remplace  t  p; 
La  courbe  S  =  o  passe  par  l'origine  O,  y  possède  un  point 
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tiple  d'ordre  A,  et  aucune  des  tangentes  ne  coïncide  avec  Oj^, 
puiscpie  Tji  renferme  nécessairement  £*,  et  que,  par  suite,  T|  (x,  y) 
renferme  un  terme  en  >  *. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que  le  nombre  des  points 
coïncidant  avec  O  et  communs  aux  courbes  (C)  et  (P)  est  exacte- 
ment égal  au  nombre  des  points  coïncidant  avec  O  et  communs  aux 
courbes  (2)  et  (P)^  ce  que  nous  écrirons  ainsi  : 

N((C,P))  =  N((2,P)). 

Il  résulte  de  l'identité  (9)  que  tous  les  points  d'intersection  des 
courbes  (C)  et  (P)  sont  sur  la  courbe  Z,  et  que  tous  les  points  d'in- 
tersection à  distance  finie  de  (P)  et  (S)  sont  sur  la  courbe  C^  de 
sorte  que  tous  les  points  communs  aux  courbes  (C)  et  (P)  sont  exac- 
tement les  mêmes  que  les  points  communs  aux  courbes,(Z)  et  (P) 
et  à  distance  finie. 

J'ai  dit  à  distance  finie;  car,  si  l'on  rend  l'identité  (1)  homogène, 
ce  qui  donne 

on  voit  que  les  intersections  de  (S)  et  (P)  se  composent  d'abord  de 
tous  les  points  communs  aux  courbes  (C)  et  (P),  et  ensuite  d'un 
certain  nombre  de  points  à  l'infini,  définis  par  les  deux  équations 

j8^-»  =  o,     2  =  0, 

points  qui  n'appartiennent  pas  aux  courbes  (C)  et  (P),  car  ils  cor- 
respondent aux  directions  asjmptotiqucs  tj^i|/a,_t=  o^  or  Ug  est 
arbitraire,  et  les  directions  asjmptotiqucs  «{f^.i  =  o  n'appartiennent 
pas  à  la  courbe  (C)  ^  nous  pouvons  donc  faire  abstraction  de  ces 
points,  et  la  proposition  énoncée  est  démontrée. 

U  est  d'ailleurs  visible  par  l'identité  (9)  que,  si  (P)  et  (C)  ont 
I  points  conmiuns  infiniment  voisins,  ces  i  points  seront  aussi  com- 
muns aux  courbes  (Z)  et  (P). 

Ceci  établi,  nous  voyons  que  la  courbe  (S)  possède  h  branches 
passant  par  le  point  O;  la  courbe  (P)  n'a  qu'une  seule  branche 
passant  par  O,  et  la  tangente  en  O  à  la  courbe  (P)  ne  coïncide  avec 
aucune  des  tangentes  en  O  à  la  courbe  S;  donc  le  nombre  des 
points  communs  à  (P)  et  a  (Z)  et  coïncidant  avec  O  est  exactement 
égal  à  h. 

Noos  concluons  de  là  les  propositions  suivantes  : 
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Théorème  I.  —  Si  la  fonction  T^  est  la  première  desfonctio 
qui,  à  partir  deT^^  ne  peut  pas  être  rendue  identiquement  m 
les  courbes  (C)  et  (P)  auront  h  points  communs  et  coïncidant 
O;  par  conséquent,  la  classe  de  la  courbe  (C)  sera  diminué 
h  unités. 

Théorème  II.  —  Lorsque  les  deux  courbes  (C)  et  (P) 
k  points  communs  et  coïncidant  ai^ec  O,  on  peut  faire  passer 
les  points  communs  aux  deux  courbes  (C)  et  (P)  une  trois 
courbe  (S)  ayant  le  point  O  pourpoint  multiple  d'ordre  k. 

7.  Nous  allons  maintenant  examiner  comment  et  dans  quel 
ou  peut  annuler  identiquement  les  fonctions  T»,  T4,  Tg,.. 
nous  montrerons  par  là  que,  étant  données  l'équation  d 
courbe  (C)etles  valeurs  numériques  des  exposants  i«,  i\,  <tvM 
on  pourra  déterminer,  à  vue  et  sans  calcul,  la  diminution  exac 
la  classe  de  la  courbe  (C),  et  cela  par  la  simple  inspection  àei 
leurs  des  T,,  T4, .  •  • ,  écrites  dans  le  tableau  ((6)). 

I  ®  Soit  l'i  =  o  : 

La  fonction  T9  ne  peut  pas  être  annulée,  puisqu'il  y  a  des  te 
en  t*  provenant  des  fonctions   ft  ®^  ^i  irréductibles  entre 
à  cause  des  arbitraires  Xo  Gtjr^^  et  que  la  fonction  u,  n'est  qv 
second  degré  en  t.  La  diminution  de  la  classe  est  donc  de 
unités  seulement  ^ 

2**  Soit  l'i  >  o  : 

La  fonction  T^  pourra  être  annulée;  la  fonction  C7,  sera 
complètement  déterminée,  et  sera  du  deuxième,  premier,  ou 
degré  en  t,  suivant  que  l'i  sera  égal  a  1 ,  2  ou  3  ; 

Si  l'i  =  1  : 

La  fonction  T4  ne  pourra  pas  être  annulée,  puisque  le  U 
^s  ^i-i,  est  du  quatrième  degré  en  f ,  que  les  termes  en  t^  ne  peu 
pas  se  détruire,  et  que  xs^  est  du  troisième  degré  seulement;  1 
minution  de  la  classe  sera  donc  égale  à  quatre  unités; 

Si  11  >  I  et  que  i,  =  o  : 

La  fonction  T^  ne  pourra  pas  être  annulée,  et  la  diminutio 
la  classe  sera  toujours  de  quatre  unités; 

3®  Soitij>  I  et  i,  >o  : 

La  fonction  T4  pourra  toujours  être  annulée,  el  la  ionctioi 
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sera  alors  complètement  déterminée^  cette  fonction  sera,  par  rap- 
port à  t, 

du  3*  degré,  si  îa=  i  ; 

du  2*  degré,  si  i,  =  îi  et  is=2,3ou4;  ousi  ii=3  et  /t=2; 

du  i*' degré,  si  ii=3  et  /»=  3; 

du  o  degré,  si  i,  =  3  et  ii=4- 

La  fonction  Tg  ne  pourra  pas  s'annuler  si  l't  ==  o,  et  la  classe  sera 
diminuée  de  cinq  unités; 

Si  l't  >  o  et  l'i  >  I  : 

La  fonction  Tg  pourra  toujours  s'annuler,  et  la  fonction  w^  sera 
complètement  déterminée^ 

Et  ainsi  de  suite. 

8.  Indiquons  en  terminant  quelques  remarques  générales. 

Remarque  I.  —  Lorsque  aucun  des  nombres  lo,  ii, . .  • ,  ih^i  n'est 
nul,  il  est  d'abord  certain  que  la  fonction  TA4.1  ne  pourra  jamais 
être  annulée,  car  la  fonction  ç ;^.,  est  du  degré  A  -f-  2  en  t,  et  les 
termes  du  plus  haut  degré  en  t  ne  pourront  pas  être  détruits  par  les 
termes  du  même  degré  qui  peuvent  précéder,  puisque  les  coeffi- 
cients de  ces  derniers  renferment  les  arbitraires  Xo  ely^^  tandis 
que  (fk+i  en  est  absolument  indépendant.  De  plus,  les  fonctions 
^h-it  ^A-t)  •  • . ,  Ut  sont  complètement  déterminées,  si  les  fonctions 
Tt,  T4, . . . ,  Ts^i  ont  pu  être  annulées  \  il  ne  reste  donc  d'arbitraire 
que  la  fonction  u^+i  qui  est  du  degré  h  -h  i  seulement  par  rap- 
port à  t  ;  par  conséquent  la  fonction  T^^^s  i^e  pourra  pas  être  annulée 
et  renfermera  nécessairement  t  à  la  puissance  A  +  2. 

Donc  la  diminution  de  la  classe  sera  au  plus  égale  à  2  4- A-, 
il  est  d'ailleurs  facile  de  montrer  que  cette  diminution  peut  être 
atteinte  pour  des  valeurs  convenables  des  exposants  l'o,  l'i, . . . ,  ih^f 

Ajoutons  que  la  diminution  de  la  classe  pourra  être  inférieure  à 
2  +  A,  même  dans  le  cas  où  aucun  des  nombres  l'o)  ^D  •  *  •  )  'a-.i  ^^ 
serait  nul-,  c'est  ce  que  confirme  la  remarque  suivante. 

Remarque  IL  —  Supposons  l'exposant  1^=1,  les  autres  expo- 
sants l'o,  l'i, . . . ,  ih-\  n'étant  pas  nuls,  on  peut  affirmer  que,  dans  ce 
cas,  la  fonction  T^j^^,  ne  pourra  pas  s'annuler.  • 
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On  a,  en  effet, 

(  Tu2=  m^i-^ f3i(0o-^  ^,-^- J -f- cji-, ( 6,-i, 4-  ^4-/,)-f  ... 

Or  régalîté  (!•)  nous  montre  que  0|^i  est  du  d^rë  ifc  -4-  i 
puisque,  d'après  l'hypothèse  i\=  i,  la  fonction  fi4.twt  ^^^  ^ 
A:  +  i)  mais  alors,  dans  l'expression  (2®)  de  Tt^^.!,  le 
rsi^i  ^i+i-ift  6s^  <lu  degré  aAr  +  21  en  t,  et  ne  pourra  par 
détruit  par  la  fonction  arbitraire  Oti^i,  qui  n'est  que  du 
2Ar  -h  I  par  rapport  à  t. 

Ainsi,  lorsqu'on  suppose  !«  =  i,  il  pourra  arriver  que,  par 
fonctions  T  qui  précèdent  Ttt^t,  quelques-unes  ne  puissa 
s'annuler^  mais,  si  toutes  les  fonctions  qui  précèdent  Tf^^,  pi 
être  annulées,  on  peut  affirmer  que  la  fonction  T^i^t  i^e  poui 
être  annulée.  La  démonstration  complète  de  cette  propc 
exigerait  bien  encore  quelques  explications,  mais  les  détail 
donnés  permettront  facilement  d'y  suppléer. 


EXmiT 
n  SIX  lÉlOUES  PUBLIÉS  DANS  U  JOIIMAL  DE  UTIÉlATiaDBS  DE  BOIGI 

Par  m.  R.  UPSCHITZ. 

(Analyse  rédigée  par  l'Auteur.) 


U. 

Suite  des  recherches  sur  les  fonctions  entières  homogk 

de  n  différentielles  (*). 

Pour  l'étude  de  la  classe  de  formes  à  laquelle  appartie 
forme  donnée  f(dx)^  du  p^^">*  degré,  il  est  bon  de  combiner 
conception  du  tjrpe  normal  (f  (du)  y  défini  par  l'équation  (20) 
les  considérations  introduites  dans  le  calcul  des  variations  p 

(*)  Journal  de  Borehardt,  t.  72,  p.  i-56. 

(*)  C'est-à-dire  l'équation  (lo)  du  Mémoire  I. 
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mil  ton  dans  le  travail  déjà  cité,  et  par  Jacobi  dans  son  Mémoire  : 
Ueher  die  Réduction  der  Intégration  der  partiellen  DiJ^eren- 
tialgleichung  erster  Ordnung,  etc.  (Journal  de  Crelle,  t.  17, 
p.  97-162),  et  dans  une  série  de  travaux  postérieiurs.  Partons  du 
problème  de  la  variation  de  l'intégrale  (9),  I, 


0=    Çf{x')dt, 


et  supposons  le  système  d'équations  difierentielles  (11),  I,  intégré 
de  la  manière  indiquée  ci-dessus.  La  valeur  de  l'intégrale  6,  con- 
sidérée comme  fonction  des  éléments  x^"\  ^a''^  t^  donnera  pour  sa 
variation  complète 

,0    ae  =  - (, - w^)a- -2 '4r '"■  'l '^ "■'■ 

a  a 

Les    valeurs    d'intégration    sont   des  fonctions  des  seuls  élé- 
ments af^S^  et  des  variables  normales 

introduites  par  la  formule  (i8),  L  Nous  admettrons  maintenant  que 
le  déterminant  fonctionnel 

dxm 
dut 


(2) 


ne  s'annule  pas,  et  que  les  Xa  sont  des  fonctions  des  u^,  indépen- 
dantes entre  elles.  Le  déterminant  (2)  prend  pour  valeur  Tunité, 
toutes  les  fois  que  l'on  a  les  équations  Xa  =  xf^a\  ^^  l'hypothèse  en 
question  peut  être  satisfaite  lorsque,  dans  la  variété  du  premier 
ordre,  déterminée  par  l'intégration  de  (i  i),  I,  on  ne  fait  pas  varier 
le  système  de  valeurs  x«  au  delà  d'une  certaine  limite  à  partir  du 
système  initial  x^^\  On  peut  alors,  réciproquement,  considérer  les 
quantités  u^  comme  des  fonctions  des  éléments  x^^^  et  x^  (').  Les 

(*)  RelatiTement  aux  conditions  qui  doivent  être  satisftites  ici,  voir  le  Mémoire  in- 
titulé :  Beitràgt  zur  Théorie  der  Vmkehrung  eines  Functionensjrstems  (Nachrichten 
der  K.  Ges.  d,  Witt.  tu  Gôiiingen,  tnnée  1870,  12  nov.  ;  publié  en  italien  dans  les 
Jnnaii  di  Maiemaiicaf  a*  série,  t.  IV,  fasc.  III,  p.  aSi-aSg).  Les  considérations  éta- 
blies dans  06  Mémoire  sur  les  variéeés  des  différents  ordres  ne  se  rapportent  p€u, 
comme  on  le  fait  obserrer  dans  l'art.  3,  à  une  forme  de  n  différentielles,  et  se  distin- 
gueni  par  là,  dès  le  principe,  de  celles  dont  il  est  actuellement  question. 
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combiiudwni  ,«- 

(ï)    .  ■  '  {*-/.)«;=•'.. 

qui  MtùGmt  mix  riquatioiu  •  • 

,3-,  .=^^;,..+....g^ 

•oat  des  foncUotu  de*  mimes  quantité.  De  (i3)î  Ij  résulte  Vé- 
qnatioa  , 

(4)  /(<■)  =/(«), 

et  cette  fonction  dépend,  en  vertu  de  l'équation  (8*),  I, 

R  =  '^f^^). 

de  l'intégrale  B,  déânie  par  (8),I.  En  maltipliant  actuellement 
l'équation  (8)  parle  facteur  {t  —  UY~'j  on^obtient  rexpressÎMi  ini- 
vantcdela  différentielle  exacte  de  la  fonction  y^i*)  =.f,[u)  qui  dé- 
pend des  éléments  x,  et  x|^>, 


(5) 


,/,.,  =  e/.(«,=S'^'^-S^''': 


Appelons  maintenant  l'attention  sur  lu  type  normal  <f{du),  vi  en 
particulier  sur  la  difTérence 

(6)  <fidu}~f,{du). 

En  supposant  qu'une  forme  g{dj^)  appartient  à  la  mftme  clasie 
que  la  forme  f(dx),  on  a  établi  précédemment  les  équations  (i6),  I. 


et(23'),I, 

<f{du)-f,{du)  =  xidz)-g,{dz). 

De  ces  équations  il  résulte  que,  si  l'on  développe  la  diflereucc  6 
suivant  les  puissances  positives  des  variables  normales  u,,  el  U 
différence  ^(rfî)  —  g^[dz)  suivant  les  puissances  positives  des  vi- 
riables  normales  z^,  les  sommes  des  termes  du  y'*"*  ordre  dans  l« 
deux  développements  donneront  respectivement  les  équations 
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On  voit  facilement  que  la  différence  \6)  s'annule,  lorsqu'on  y 
remplace  chaque  différentielle  du^  par  le  u^  correspondant.  Or  l'ap- 
plication de  l'équation  (5)  conduit  à  ce  théorème,  que  chacune  des 
n  dérivées  partielles  de  la  différence  (6),  par  rapport  au^  ^^ff^' 
rentielles  du^^  s'annule  pareillement,  lorsquon  remplace  dans 
cette  dérivfée  chaque  différentielle  duj,  par  le  Uy  correspondant, 
La  même  chose  a  lieu  pour  l'expression 

(8)  Udu)  -  [dyjyHPiY , 

et  par  suite  aussi  pour  l'expression 

(9)  ?(d«)-[rfÇ'j^j'. 

Le  quotient  des  deux  déterminants  relatifs  aux  formes  <f[du)  et 

/.  (du), 

d*<f{du) 


(lO) 


ddugâdui 


à'f.(du) 
ddumàdué 


lorsqu'on  y  remplace  chaque  différentielle  du^  par  le  !/«  correspon- 
dant, se  change  dans  l'expression 


(il) 


d'f.(u) 

dUmdUk 


laquelle  peut  être  regardée  comme  une  fonction  des  éléments  Xa  et. 
xf^\  De  l'équation  (5)  résulte  cette  proposition  :  que  cette  fonction 
nest  pas  altérée,  lorsquon  y  échange  tous  lesXa  ai^ec  les  x^^^  cor- 
respondants. 

Nous  omettrons  ici,  pour  abréger,  une  représentation  normale  de 
la  seconde  variation  de  l'intégrale  0,  qui  est  fondée  sur  la  suppo- 
sition énoncée  tout  à  l'heure,  que  les  quantités  x^  sont  des  fonc- 
tions indépendantes  entre  elles  des  quantités  u^,  et  que  nous  avons 
fait  connaître  dans  notre  Mémoire. 

Nous  allons  maintenant  supposer  que  le  degré  p  esi=  2]  soit, 
comme  dans  (ap),  I, 

afldx)  =\  aa,i dxa dx^,,    A  =  |  a.,* |. 


0,6 

Buli.  des  Sciences  mathém,  et  astron,,  t.  IV.  (Mtrs  1873.) 
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Pour  le  type  normal  correspondant  f  (du)  prenons  les  notations 

(12)  2<p(c?a)=\ /v,*rftt.rfw*f    n  =  |p«>|. 

Désignons,  de  plus,  par  r  la  valeur  de  Tintëgrale  R  tirée  de  (8),  1 
et  par  h  la  constante  y^(x'^^^),  de  sorte  que  Ton  ait 


(i3)  r=^2f.{u)=  ^^hit'-t.). 

Eu  outre,  parla  supposition  de  p  =  2,  l'expression  (10)  deviei 
égale  à  Texpression  (i  i),  et  peut,  en  posant  Ao  =  |  ^^ij^  être  repr 
sentée  par  la  formule 

(10    )  ^- 

Comme  précédemment,  la  substitution  Xa  =  x^a^  dans  ces  expre 
sions  est  indiquée  par  l'addition  du  signe  ^^K 

Soit  d'abord  le  nombre  n  =  a,  et  supposons  que  la  forme  quadr 
tique  2f(dx)  désigne,  comme  dans  (29*),  I,  le  carré  de  l'élémei 
linéaire  pour  une  surface.  Pour  appliquer  la  propriété  générale  < 
question  des  différences  (6),  (8),  (9),  remarquons  que,  lorsque  1 
dérivées  d'une  forme  quadratique  des  deux  différentielles  duiy  du 
prises  par  rapport  à  ces  différentielles,  s'évanouissent  dès  que  l'c 
remplace  dui  par  Ui,  du^  par  u^^  la  forme  doit  être  égale  au  pn 
duit  d'une  quantité  finie  par  l'expression  (u^  du^  —  u^dui)*.  On  . 
par  suite,  l'équation 

De  plus,  le  quotient 

doit  être  égal  k  une  grandeur  finie,  et  si  l'on  désigne  celle-ci  p 

m' 

A ,    ,>  il  en  résulte  l'équation 

(i5)      ?(rfu)-[rfv/.^r^)?=;;^ 

D'après    les   développements   donnés    plus   haut,    la   quantil 
/*  =  sj^f^{^)  mesure  la  longueur  de  la  ligne  la  plus  courte  trace 
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sur  la  surface,  du  peint  {jcf^\  Jc^^^)  au  point  (Xf,  Xt ).  Pour Fatt^le  4^, 
que  fait  rëlément  initial  de  cette  ligne  avec  rélément  dxi^  on  a  les 
équations 

et,  partant,  l'équation  (i5)  se  ckange  dans  l'équation 

(17)  ^(^{du)  =  dr^-k-  m^d^^, 

établie  par  Gauss  dans  le  Mémoire  cité,  art.  19.  Pour  le  quo- 
tient (10*)  on  a  en  même  temps  l'expression 

et  la  proposition  qui  a  lieu  pour  le  quotient  -r-»  que  sa  valeur  n'est 

pas  altérée  par  l'échange  mutuel  de  Xa  avec  x^a\  ^^  change  dans  le 
théorème  que  M.  Christoffel  a  donné,  relativement  à  l'expression 

— jrj — r>  dans  sa  Théorie  générale  des  triangles  géodésiques  (*), 

art.  9. 

Dans  les  formes  quadratiques y*(<£x)  d'un  nombre  quelconque  de 
différentielles,  la  forme  quadrilinéaire  ^ [d^x^  i^x>i  dx^ix)  T4i 
être  maintenant  considérée  d'un  nouveau  point  de  vue.  Admettons 
que  les  variables  Xa  parcourent  la  variété  du  premier  ordre,  déter- 
minée par  l'intégration  du  système  (i  i),  I,  et  que  les  différentielles 
dxt^  et  dxg  prennent  les  valeurs  correspondant  à  ce  mode  de  va- 
riation, [t  —  t^)Xa  =  ^a  et  (t  —  t^)Xg  =  v^,  lesquelles  sont, 
comme  on  l'a  vu,  fonctions  des  seuls  systèmes  xj."^  et  x^.  Les  diffé- 
rentielles }^x^  et  ixk  ont  été  supposées,  dans  notre  Mémoire,  indé- 
pendantes les  unes  des  autres;  mais  attendu  que,  dans  les  deux  ap- 
plications dont  il  s'agit,  la  généralité  ne  perd  rien  à  ce  que  l'on 
remplace  le  signe  i^  par  le  signe  ^,  nous  introduirons  cette  simpli- 
fication dans  ce  qui  va  suivre.  Si  Ton  désigne  par 

S  (</*<!,  i^Uj  du,  iu) 


(  *  )  Jbhandlungtn  der  BerUner  Jkademit  vom  Jahre  i86B.  Voir  Bmlietin^  1. 1,  p.  169. 

10. 
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la  forme  quadrilinéaire  dans  laqaeUe  se  dunge 

par  l'introduction  des  variables  normales  if«,  on  anra^  en  Terin  des 
relations  (3*),  l'équation 

(19)  ('  —  M*^{^,  *^f  ^f  **)  =  S{a,  du.  If,  du). 

La  propriété  fondamentale  de  la  différence  ^{du)  — f^(du)^  éta- 
blie ci-dessus,  donne  maintenant,  pour  Teiqpression  dn  second 
membre,  la  formule 

OÙ  Ton  a  fait 

Imaginons  maintenant  que  la  fonction  H  (u,  du,  u,  ^ic)  soit  déve- 
loppée suivant  les  puissances  positives  des  quantités  u^^  comme  cda 
a  eu  lieu  ci-dessus  pour  la  différence  ^  [du)  — f^  («/u) .  Pour  la  com- 
paraison, on  prend  actuellement,  au  lieu  de  cette  différence,  la  dif- 
férence 9(îu)  — ./il^**)'  Oï*  reconnaît  alors  que,  dans  les  deux  dé- 
veloppements, le  terme  d'ordre  zéro  et  l'ensemble  des  termes  du 
premier  ordre  s'évanouissent,  et  que,  pour  l'ensemble  des  termes  du 
second  ordre,  on  a 

(21)  [9(3tt)  -  U{iu]\,  =  -^  [E{u,du,u,du)],. 

Soit  V^  (d^x^  d*a:,  rfx,  âx)  ce  que  devient  la  forme 

W{d*x,  i'Xydx,  ix) 
par  la  substitution  Xa  =  x^a^\  de  (19)  on  tire  l'équation 

H^o(",  3tt,  u,iu)=  [Z(ii,  iUf  u,  iu)]u 
et  par  suite,  en  vertu  de  (ai),  l'équation 

(22)  [?(3«)-/.(a«)].  =  -^Y,(ii,«w,ii,«ii). 

Cette  équation  caractérise  la  dépendance  entre  le  tjrpe  normal 
^(du)  et  la  forme  Yt(u,  du,  u,  du). 
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Dans  le  cas  d'une  forme  quadratique  de  deux  difiërentielles, 
l'équation  (3a),  I,  exprime  la  relation  qui  existe  entre  la  forme 
V(d*x^i^x,  dx^  dx)  et  la  mesure  de  courbure  h  de  Gauss.  Soit 
Af  ce  que  devient  k  par  la  substitution  x^  ^  a4*^\  et  supposons  de 
plus  que,  en  appliquant  cette  substitution,  d^Xa  =  dxa  soit  rem- 
placé par  Ua,  i^Xn  =  ix^  par  }u^,  et  qu'ensuite  on  fasse  usage  de 
l'équation  (i4)  )  il  ^^  résultera,  pour  l'expression  de  la  mesure  de 
courbure  Af  de  la  surface  considérée,  au  point  (x^^\  ^^^)') 

(23)  k  =         —iW.{u,dti,u,du) 

Si,  conformément  aux  notations  introduites,  on  rapporte  cette 
équation  à  une  forme  quadratique  y*(</x)  d'autant  de  difTérentielles 
que  l'on  voudra,  elle  contiendra  la  représentation  explicite  d'une 
quantité  que  Riemann  (*)  a  introduite  dans  la  théorie  des  formes 
quadratiques  de  n  différentielles.  Dans  le  langage  de  Riemann,  h^ 
est  la  mesure  de  courbure  de  la  variété  du  n**'"'  ordre  dont  Vêle- 
ment linéaire  est  mesuré  par  l'expression  yj^f(ix) ,  pour  le  sys- 
tème de  valeurs  ou  le  point  xf^^.  En  vertu  de  l'équation  (aa),  on 
obtient  pour  h%  cette  seconde  représentation  : 

(a3*)  A-,  =  -  -        [^T(^")-^/.(g")]: 


4/.(«)|/.(a«)-[3v(^(ir)j'| 

qui  coïncide  avec  la  définition  en  question  de  Riemann. 

La  quantité  ko  est  la  mesure  de  courbure  de  Gauss  pour  la 
VARIÉTÉ  du  second  ordre  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  n  —  a 
fonctions  linéaires  homogènes,  indépendantes  entre  elles,  des 
quantités  u^,  par  rapport  au  point  ou  toutes  les  quantités  u«  /an- 
nulent,  le  carré  de  l'élément  linéaire  y  étant  représenté  par  la 
forme 

La  variété  du  second  ordre  en  question  peut  aussi  être  caractéri- 
sée en  disant  qu'elle  renferme  en  elle  deux  variétés  du  premier 
ordre  qui  partent  du  système  de  valeurs  m^  =  o  ou  Xa  =  xï\  et  où 
l'élément  initial  est  déterminé  pour  l'une  par  les  rapports  des  quan- 
tités u«  et  pour  l'autre  par  les  rapports  des  quantités  iu^.  Pour  re- 

(  »)  Loe.  cit.,  II,  S  a. 
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prâenter  la  mesure  de  oonrbnre  reladve  an  système  de  Talears 
et  à  deax  ^variétés  du  premier  ordre,  dont  les  éléments  initif 
soient  déterminés  par  les  quantités  dx^  et  dx«,  introduisons  la  i 
conde  fiume  qnadrilinéaire 

(4)  F(rf'*,  i^x,  dx,  ix)  =^  ^{^^  %^^^  (rf-^-a**.-  *X.*4 

nous  obtiendrons,  pour  la  mesure  de  courbure,  l'ei^ression 

,,v«\  -\mdx,ix,dx,ix) 

*        '  ¥(dx,  ix,  dx,  dx)     ' 

Parmi  les  formes  quadratiques  de  plus  de  deux 
cdle»-lâ  doivent  être  distinguées  pour  lesqndles  le  quotient 


o(</i.)-[rf/Â(^T 

est  égal  à  une  quantité  finie,  tandis  que  ce  même  quotient,  Gon 
nous  Tavons  tu,  dans  le  cas  de  ionnes  quadratiques  de  deux  di 
rentidles,  est  nécessairement  égal  à  une  quantité  finie.  Nous  e 
sidérerons  toutes  les  fonnesqnadratiques  qui  jouhacnt  de  cette  p 
priété  comme  composant  ensemble  un  genre  déformes;  et, 

désignant,  comme  plus  haut»  la  quantité  finie  par  —-^ ;«  n 

caractériserons  ce  genre  par  TéquatioB,  équiTalente  i  :^i3\ 

(>5)      ^idm)-  [d^J^}Y=  ^^ \f,dm)-[ésjn'^f:. 

Dans  ce  genre  de  formes^  le  quotient -r-»  représenté  par  (lo^K  pi 
dra  la  forme  sim|Je 


Si  les  TariaUcs  u.  conTcrgent  vers  aéro^  ou«  ce  qui  ett  U 
\  si  f  —  It  tend  tcts  ■»»«  ou 


(a^;  lîm    :^  =  Uaa-T= —i, 


Dt  plus,  de  >5]  on  déduit*  pour  W  qaMml  Jkn  Jbn  »inM«  ^ 
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drilinéaires  V{d^x^  d*  j:,  dx^  dx)  et  F(rf*a:,  d^x^  dx^  dx),  en  rem- 
plaçant de  nouveau  d^Xa  =  dxa  par  {t — 1^)^„ ,  et  faisant  î*x*= îx*, 
l'équation 

\W(x',ix,x\ix)_  I    d'm 
^   ^  Fix'.dx.x^dx)   ■"maÂdfZ»' 

En  vertu  de  l'équation  (i3),  la  dîflférentielle  yJTJidt  coïncide  avec 
la  différentielle  dr.  Pour  une  forme  quadratique  de  deux  différen- 
tielles, le  premier  membre  de  (28)  devient  égal  à  la  mesure  de 
courbure  de  Gauss  h^  prise  négativement  \  l'équation  (28)  se  change 
alors  dans  l'équation 


d^m 


et  l'équation  (27)  dans  ce  théorème,  que,  pour  un  r  décroissant 

indéfiniment,  la  quantité  m  tend  vers  zéro,  et  le  quotient  -r-  vers 

l'unîté.  Ces  diverses  propositions  ont  été  indiquées  par  Gauss, 
loc.  cit.^  art.  19. 

Le  théorème  énoncé  dans  l'équation  (28)  admet  maintenant  la 
réciproque  suivante  :  Etant  donnée  une  forme  f(dx)^  et  le  sys- 
tème correspondant  d'équations  différentielles  (II),  I,  étant  préa- 
lablement intégré,  si  le  quotient  des  deux  formes  correspondantes 

iW(x\ix,x',ix) 
F(d:',  dx,  x',  dx) 

est  égal  à  une  quantité  —  k,  indépendante  des  différentielles  Sxf,^ 
et  si  la  liaison  d'une  fonction  m  avec  les  systèmes  de  quantités  xj*^ 
et  Xa  est  déterminée  par  les  conditions 

,  __  I     d*m 
m  ahdl* 

alors  le  type  normal  (f  [du)  de  la  forme  f{dx)  est  représenté  par 
la  formule  (a5).  La  démonstration  de  cette  proposition  repose  sur 
ce  que  le  système  d'équations  différentielles  (33),  I, 


2^*  rfr-^22"-dïr  •*-''' 
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dans   les  hypothèses  actuelles,  est  intégré  complëtement  par  le.< 
n  systèmes  d'expressions 

(3o)     ^^—  v/^/*(")  ^^^   ;  ^V^^TÎTtôr        V^a/o(fi)1     ^^ 

m         dut  dut       [^  rn      \  y/^di' 

et  que  de  cette  intégration  on  conclut  directement  la  vérificatioi 
de  l'équation  (a5). 

Ici  l'on  peut  ajouter  à  notre  Mémoire  une  remarque,  qui  se  rat 
tache  à  l'équation  (a8),  déduite  de  Thypothèse  (^5).  On  suppose 
en  ce  moment,  que  les  quantités  (t  —  f0)x[,=  i^«,  qui  dépendes 
des  éléments  x^/^  et  x«,  sont  des  fondions  indépendantes  entr 
elles  des  éléments  xJP\  en  sorte  que  les  xj.®\  de  leur  côté,  peuven 
être  exprimés  au  moyen  des  éléments  x.  et '(t  —  to)Xa=^i'a'  < 
alors  le  quotient 

iW(x\  »x,  x^,  ix) 
F(x',  ix,  x'yix) 

est  égal  à  la  quantité t-tt;  ou  — Ar,  indépendante  de  Jx^,  et  qt 

Ton  regarde  cette  quantité  comme  une  fonction  des  éléments  x«  < 
[t —  f,^)x],=s  Vf  ai  alors  l'équation  (  28)  devra  être  une  identité,  pan 
que  des  relations  entre  les  quantités  x^  et  i^^,  en  vertu  de  l'hypc 
thèse  admise,  sont  impossibles.  Comme,  de  plus,  le  quotient  € 
question  ne  peut  pas  changer,  lorsqu'on  échange  entre  eux  respe 
tîvement  les  rapports  des  quantités  (t  —  t<^)x|,  =  i/^  et  les  rappor 
des  quantités  dx^,  ce  quotient  doit  être  identiquement  égal  à  uf 
fonction  des  seules  quantités  x..  Or,  dès  qu'il  en  est  ainsi,  on 
aussi  l'équation  identique 

lyÇrf'x,  3'x,  rfx,  ix)  __       , 
^^'^  ¥{d^x,d'x,dx,dx)  ""         ' 

et,  dans  l'hypothèse  énoncée,  on  a  ce  théorème  :  La  représentatic 
du  tjpe  normal  ^{du)  par  l'équation  (aS)  entraine  comme  coi 
séquence  l'équation  (3i),  et  réciproquement. 

L'expression  (aS**)  nous  fait  voir  que,  dans  l'hypoihèse  énoi 
cée,  pour  le  genre  de  formes  qu'elle  caractérise,  la  mesure  de  cou 
bure  de  Riemann  est  représentée  par  la  quantité  A:,  indépendam 
des  différentielles  îx*,  et  ne  contenant  que  le  système  de  vi 
leurs  Xa^ 
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On  doit  pouvoir  tirer,  aussi  bien  de  la  forme  V{d^x^  â^x^  dx^  dx) 
que  de  la  forme- F (rf* a:,  d*ar,  dx^  îx),  un  invariant  de  la  forme 
f[dx)^  en  y  remplaçant  chaque  expression 

(rf'x.  d^Xh—  i^Xu  d^Xh){  dxg  5xh —  dxg  dxk) 

par  l'expression  correspondante  -r  -r -r — •  Delà  première  forme 

résulte  Vim^ariant  que  nous  désignerons  par 

(32)  ^; 

de  la  seconde  résulte  le  nombre  -^ •  Par  le  procédé  indiqué 

découle  donc,  de  l'équation  (3i),  l'équation 

(Si*)  -1"^  = i ^^ 

par  laquelle  Vinv^ariant  k  est  ramené  à  l'invariant  ^, 

Riemann  répond,  à  la  question  de  savoir  dans  quel  cas  une  forme 
quadratique  essentiellement  positive  y* (r/or)  peut  être  changée  en 
une  somme  de  carrés  de  différentielles  exactes,  que  la  mesure  de 
courbure  correspondante,  représentée  par  (2^**')^  doit  s'épanouir 
en  chaque  point.  Cette  question,  dans  le  cas  d'une  forme  essentiel- 
lement positive y(j:),  coïncide  avec  la  question,  que  nous  avons 
éclaircie  à  l'occasion  du  Mémoire  I,  de  savoir  dans  quel  cas  f(dx) 
peut  être  transformée  en  une  forme  à  coefficients  constants.  En 
outre,  Riemann  s'occupe  principalement  des  formes  pour  les- 
quelles la  mesure  de  courbure  est  partout  constante.  D'après  le 
témoignage  des  lettres  à  Schumacher  que  nous  avons  citées,  Gauss 
a  été  aussi  conduit  à  ces  formes,  ainsi  que  Helmholtz,  comme  il  le 
déclare  dans  son  travail  :  Ueber  die  Thatsachen,  die  der  Géo- 
métrie zum  Grunde  liegen  (*)•  A  ces  formes  se  rapportent  encore 
les  travaux  de  M.  Beltrami  :  Teoria  fondamentale  degli  spazii 
di  curi^atura  costante  (•),  et  :  Saggio  di  interpretazione  délia 
Geometria  non-euclidea  ('),  où  il  y  a  des  renseignements  relative- 
ment aux  recherches  analogues  de  J.  Bolyai  et  de  Lobatchefsky. 


(')  Nachriehun  der  K,  Ges.  der  Wiss,  zu  Gouingen^  1868,  3.  Juni. 

(')  Jnnaii  di  Maiematica,  série  II,  t.  U,  fasc.  111. 

(*)  GiormaU  di  Maiemaiiehe,  pubbl.  per  G.  Btttaglini,  toI.  YI. 
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Les  formes  de  cette  nature  et  de  n  difiërentielies  dy^  penvei 
déduire  d'une  forme  T[dy)  à  coefficients  constants  et  de  n  + 1 
férentielles  dy^^  où  a=r  i,  a,  3,. ..,  n+i)  en  âiminant  la 
riable  j-n+i  au  moyen  de  l'équation 

(33)  ar(r)  =  i, 

où  a  désigne  une  constante.  Si  l'on  pose  maintenant,  pour  la  fi 
résultante 

ce  problème,  que  la  première  variation  de  l'intégrale  f  ^2g 

s'évanouisse,  le  système  d'équations  différentielles  corres 
danl  (i  i),  I)  pourra  s'intégrer  facilement,  et  le  type  normal  x( 
relatif  à  la  forme  g  (dy)^  aura  pour  expression 


(34)  x(dz)=[d^/j:ïr)Y-^'^^!^^^\g,(d.)-[dyfi:iriy 

Aussitôt  donc  qu'une  forme  f(dx)  pourra,  par  une  substiti 
(|uclconque,  être  transformée  dans  la  forme  spéciale  actuelle  g 
le  type  normal  ^(du)  relatif  à  cette  forme  sera  [exprimé  pai 
équation,  qui  se  déduira  de  l'équation  (25)  parla  substitution 


(35)  ^^s!nv/2a/o(^0^ 

Ainsi  la  forme  en  question  f{  dx)  appartiendra  au  genr 
formes  caractérisé  par  l'équation  (^5).  Lorsque  la  valeur  de  a 
dra  vers  zéro,  la  forme  spéciale  g{dy)  se  changera  en  une  for 
coefficients  constants,  et  Téquation  (aS),  par  la  substitution 


(36)  m^yf^f^îu), 

se  transformera  dans  l'équation  (a6),  I,  qui  est  caractéristique 
les  formes  transformables  en  formes  à  coefficients  constants. 
L'équation  (35)  entraînant  avec  elle  l'équation 

m  a 


toute  forme  y*  (x),  transformable  dans  la  forme  spéciale  g{djr), 
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finie  plus  haut,  satisfera  donc,  en  vertu  de  (28),  k  la  relation 

..«.  jWjx',  »x,  x\  ix)  _ 

On  est  donc  en  droit  de  dire  que  la  méthode  exposée  conduit  à 
une  forme  f[dx)^  pour  laquelle  la  mesure  de  courbure  de  Rie- 
mann,  relatwement  à  tout  système  de  valeurs  Xa^  est  égale  à 
une  constante,  sauoir,  à  la  constante  a.  En  outre,  les  développe- 
ments que  nous  avons  donnés  autorisent  à  énoncer  le  théorème 
suivant,  au  moyen  duquel,  sans  supposer  l'intégration  d*un  sys- 
tème d'équations  différentielles,  on  peut  décider  si  une  forme  don- 
née f(dx)  est,  ou  non,  une  forme  où  la  mesure  de  courbure  de 
Riemann  a  est  constante,  et  qui,  pour  a  =  o,  se  change  dans  le 
théorème  final  du  Mémoire  I  :  L'expression  du  type  normal  cf  (du) 
d^ une  forme  donnée  f{dx)  se  tire  de  l'équation  (aS)  par  la  sub- 
stitution (35),  dans  le  cas,  et  seulement  dans  le  cas  ou  le  quotient 
des  deux  formes  quadrilinéaires  correspondantes 

j¥(rf'j?,  i'x,dx,ix) 
T(d'x,  d'x,  dx,  ix) 

est  égal  à  la  constante  —  a. 


Jacobi^  dan»  un  Mémoire  Sur  une  solution  particulière  de 
l'équation  différentielle  de  Laplace  {^)^  sl  fait  remarquer  que 
l'expression  transformée  du  carré  de  l'élément  linéaire  dans  l'es- 
pace dx^-h  dx]  4-  dx]  suffit  seule  pour  obtenir  la  transformation 
de  l'équation  diffîrentielle  de  Laplace, 


d^w       d^w       â^w 

-f-  -r-T  =  o. 


dx]       dxl        dx\ 

Cette  pensée  a  été  développée  par  M.  Beltrami  dans  un  travail 
Sulla  teorica  générale  dei  parametri  dijfferenziali  (*),  Une  forme 
quadratique  f{dx)  de  n  différentielles,  en  désignant  par  w  une 
fonction  des  n  variables  x^,  a  pour  coi^ariants  les  algorithmes  sui- 

(■)  Journml  de  Crelle,  t.  36,  p.  ii3  et  suit. 

(»)  Hem.  ééW  Afooad^  tMhSciense  deU*  Tsiliitto  di  Bologna^  1869. 
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vanU  :  Le  premier  paramètre  différentiel  de  la  fonction  w^ 

l'élément  d*  intégrale  n-uple 

l'intégrale  n^itple 

Ai  [w)^^dx%  dxt. .  •  dxi 


s- 

et  le  second  paramètre  différentiel  de  la  fonction  w^ 

dont  l'ëvanouissement  constitue  la  condition  pour  que  la  première 
variation  de  l'intégrale  précédente  soit  égale  à  zéro.  Pour  la  forme 

f(dx)  =  ^^dxl,  on  R 

a 

a  a 

et,  par  suite,  ùf{w)  =  o  est  Téquation  différentielle  de  Laplace, 
étendue  à  n  variables.  Les  plus  importantes  des  propriétés  connues 

de  l'équation  N  -r-^  =  o  reposent  sur  ce  qu'il  existe,  pour  celle 

a 

équation,  une  intégrale,  fonction  de  la  seule  quantité 


V^2/.l"/=i/^U.-^ï^» 


Il  parait  intéressant  de  rechercher  quelles  conditions  doit  remplir 
une  forme  f{dx)  pour  que  l'équation  aux  différentielles  partielles 

corrrespondante 

A,  (tv)  =0 

ait  une  intégrale  qui  soit  fonction  de  la  seule  expression  correspon- 
dante ^!if^\^u)z=r,L9i  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  celi 
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consiste  en  ce  que  l'expression 

"  1-du:"" 

OÙ  n  désigne,  d* après  (la),  le  déterminant  relatif  au  type  normal 
<f[du)j  soit  fonction  de  la  seule  quantité  r.  Cette  condition  étant 
remplie,  on  obtient  Texpression  de  la  fonction  cherchée  w  au  moyen 
de  la  formule 

a 

Dès  que  la  {onae  f{dx)  appartient  au  genre  déformes  caractérisé 
par  l'équation  (aS),  l'équation  précédente  se  simplifie  à  l'aide  delà 
relation  suivante,  qui  est  une  conséquence  de  (^6), 

Si,  de  plus,  m  est  une  fonction  de  r  seulement,  il  vient 

tv=consl.  I  mr^^'-^^^dr. 


■!• 


Cette  condition  est  remplie  par  les  formes  pour  lesquelles  la  me- 
sure de  courbure  de  Riemann  a  la  valeur  constante  a,  et  la  valeur 
de  m  est  exprimée  par  l'équation  (35).  On  a  donc,  dans  le  cas  de 
ces  formes,  pour  l'équation  aux  différentielles  partielles  At  (çv)  =0, 
l'intégrale 

laquelle,  pour  a  convergeant  vers  zéro  et  pour  /i  =  3,  se  change 
dans  la  fonction  potentielle 


—  I 


(^  suivre.) 
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SUR  LES  SOLUTIONS  SIIliULltUS  BIS  I(D1TI0NS  lUI  DÉUTtlS  OUMUIK 

DU  puiin  mu; 

Par  m.  g.  DARB0UX(»). 

J'ai  présenta,  en  1870,  à  l'Académie  des  Sciences,  deux  H 
dans  lesquelles  se  trouve  établi  un  théorème  relatif  aux  solul 
singulières  des  équations  aux  dérirées  ordinaires  du  premier  or 
Dans  ce  nouveau  travail,  je  me  propose  de  compléter  les  résa 
que  j'ai  déjà  indiqués  et  de  donner  un  théorème  précis,  faisant 
naître  dans  quelles  circonstances  une  équation  différentielle 
admettre  une  intégrale  ou  solution  singulière. 

Soit 

une  équation  différentielle.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  sii 
cité,  que  f  soit  une  fonction  bien  déterminée,  algébrique,  en 
et  rationnelle,  si  Ton  veut,  des  variables  x,  j^,  y .  La  règle  co] 
qui  conduit  à  la  solution  singulière,  si  elle  existe,  est  alors  d'é 
ner  ^  entre  Téquation  (i)  et  la  suivante  (*), 

,    .  do 


(*]  Ces  recherches  ont  été  présentées  à  la  Société  Philomathiqne  dans  la  séai 
a3  noTembre  187a.  Voir  Ylnstieut,  nouvelle  série,  1'*  année;  1873,  n»  6. 

(')  Dans  un  traTiil  présenté  récemment  à  l'Académie  de  Belgique,  M.  Iffan 
critiqué  les  résultats  auxquels  je  suis  arrivé,  et  en  particulier  ce  géomètre  croit 
faire  remarquer  que  la  règle  précédente  n'est  pas  absolument  exacte,  qu'il  fau 
placer  l'équation  (a)  par  les  suivantes  : 


^?('.^.^)       èfC'-^'j') 


=.  0,  ■ — r =  O. 


5r  J* 

Mais  ces  dernières  règles  ne  s'appliquent  qu'aux  cas  tout  à  fait  singuliers  où  h 
tion  f  contient  des  expressions  mal  déterminées,  radicaux,  etc.  ;  tout  au  plus  s 
peuvent  fournir  la  solution  y  =  00 ,  que  ne  donne  pas  l'équation  (a),  et  qu'oi 
toujours  écarter  par  un  changement  d'axes  coordonnés.  Les  règles  que  ra 
M.  Mansion,  et  qui  sont  données  sous  des  formes  à  peu  près  équivalentes  di 
Cours  de  Calcul  intégral,  ne  trouvent  donc  pas  leur  applicaUon  dans  la  qu 
actuelle,  et,  d'ailleurs,  elles  n'infirmeraient  pas  nos  raisonnemenu. 
M.  Mansion  ne  parait  pas  avoir  compris  le  raisonnement  si  simple  que  j'« 
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La  proposition  que  j'ai  énoncée  à  ce  sujet  est  la  suivante  :  En 
général,  ilny  a  pas  de  solution  singulière,  et  l'élimination  dey' 
entre  les  équations  (i)  et  (2)  conduit  à  V équation  d'une  courbe 
représentant,  non  pas  l'enveloppe  des  solutions  générales,  mais  le 
lieu  de  leurs  points  de  rebroussement.  Nous  allons  mettre  ce  résul- 
tat en  lumière  et  le  compléter  par  les  considérations  suivantes. 

Une  équation  différentielle  ordinaire  {présente  un  double  carac- 
tère, sur  lequel  on  n'insiste  pas,  en  général,  quoiqu'il  nous  paraisse 
d'une  grande  importance.  On  dit  souvent  qu'une  telle  équation  dé- 
finit une  couriie  par  les  propriétés  de  sa  tangente;  et,  en  effet,  elle 
fait  connaître  la  direction  de  la  tangente  en  chaque  point  de  la 
courbe.  Mais  il  importe  aussi  de  remarquer  que,  si  l'on  considère  la 
courbe  intégrale  naa  comme  lieu  de  points,  mais  comme  enve^ 
loppe  de  droites,  l'équation  différentielle  définit  une  propriété 
du  point  de  contact.  En  d'autres  termes,  les  courbes  intégrales  qui 
sont  tangentes  à  une  droite  sont  en  nombre  limité,  et  leurs  points  de 
contact  avec  cette  droite  sont  définis  par  l'équation  différentielle. 

Soit,  en  effet, 

(3)  y^^ax-^b 

l'équation  d'une  ligne  droite.  Si  elle  doit  être  tangente  à  la  courbe 

sente  au  t.  LXXI  des  Comptes  rendus  de  l'Aaidémie  des  Sciences,  Je  me  permets  donc 
de  le  reproduire  id  en  le  précisant. 

Soit  f{x^jr*y)=-^  l'équation  différentielle  proposée.  Je  dis  qu'en  éliminant^-', 
entre  cette  équation  et  la  suivante» 

on  n'a  pas,  en  général,  une  solution  singulière.  En  effet,  nous  pouvons  supposer  que 
l'équation  différentielle  contienne  des  coefficients  littéraux.  Soit  a  un  de  ces  coefli- 
dents.  Alors. on  tirer»  ém  éqnatiom  précédentes  ^  et^'  en  fonction  de  x  et  de  a, 

^=/(x,  a), 
Cela  posé,  si,  en  général,  il  y  avait  une  solution  singulière,  il  faudrait  que  l'on  eût 

Or,  mettant  à  la  place  de  a  une  fonction  de  x  quelconque  Qr(x),  les  valeurs  de  jr 
et  j^  ne  eereot  pis  cbtngéet,  et  l'on  devra  avoir  cette  fois 

vésnlut  incoiqpetlbleafeele  préoédent. 
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définie  par  Tëquation  diffërentielle,  on  aura,  pour  le  point  de  e 
tact,  j^'=a,  et,  en  substituant  cette  valeur  de  ^^  dans  l'éq 
tien  (i))  on  obtiendra 

(4)  ?(^fr>a)  =  o, 

équation  en  termes  finis  d^une  courbe  qui  coupe  la  droite  (3) 
points  de  contact  cherchés. 

U  suit  de  cette  proposition  que,  si  Ton  prend  les  polaires  réci; 
ques  de  toutes  les  courbes  satisfaisant  à  l'équation  (i),  ces  pol; 
réciproques  satisfont  aussi  à  une  équation  différentielle  du  pre 
ordre.  Par  suite,  à  toute  propriété  des  courbes  intégrales,  con< 
rées  comme  lieux  de  points,  correspondra,  par  le  principe  de 
lité,  une  propriété  relative  à  ces  courbes,  considérées  comme 
veloppes  de  droites.  Cette  symétrie,  introduite  dans  la  théorie 
nous  occupe,  est  d'un  grand  secours  dans  une  foule  de  questioi 
elle  va  nous  permettre,  en  particulier,  d'éclaircir  la  questioi 
solutions  singulières. 

Cherchons  d*abord  les  droites  (3)  pour  lesquelles  deux  des  f 
de  contact  définis  par  les  équations  (3)  et  (4)  viennent  se 
fondre.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudi-a  que  la  droite  (3) 
courbe  (4)  soient  tangentes,  c'est-à-dire  que  l'on  ait,  pour  u 
points  ( j:,  y)  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  courbe, 

do  à'^ 

En  remplaçant  a  par  y'^  nous  avons  les  deux  équations 
.  •-  ,  ,x  do      dz     . 

m 

Elliminons  î^  entre  ces  deux  équations*  nous  obleiKMis  on  c 
lieu*  défini  par  l'équation 

(6-  u(x,r;=o. 

Pour  chaque  point  de  ce  lieu,  la  droite*  avant  pour  coe&îei 
gulaire  la  valeur  de  y  '  satisfaisant  aux  équations  ^  3  \  sera  tell 
deux  des  points  de  contact  des  courbes  intégrales  avec  eUe  i 
conlbndus  au  point  ^x*  >  \  On  peut  donner  une  dednitioa  s 
du  lieu  représenté  par  réqoation   6\ 

En  effet,  si  Ton  diderentie  la  preoùère  des  énacioiis    3 
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trouve,  en  tenant  compte  de  la  seconde, 

(7)  dy^  =  °'' 

-rp  n*e8t  pas  nul,  en  général,  pour  le  point  considéré^  car  il  n'y  a 
pas  de  raison  pour  que  les  trois  équations 

soient  satisfaites  par  tous  les  points  d'une  courbe  \  donc  on  a 

Ainsi  le  lieu  représenté  par  l'équation  (6)  est  en  général  celui 
des  points  d'iriflexion  des  courbes  intégrales,  et  les  tangentes  en 
ce  point  sont  les  seules  droites  pour  lesquelles  deux  points  de 
contact  viennent  se  réunir  en  un  seul,  qui  est  le  point  d'inflexion. 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  points  considérés  sont,  en  géné- 
ral, des  points  ordinaires  d'inflexion,  Ipour  lesquels  j"'  n'est  pas 
nul. 

Cela  posé,  si  nous  transformons,  par  la  méthode  des  polaires  ré- 
ciproques, la  proposition  précédente,  nous  obtenons  le  théorème 
suivant  : 

Les  points  pour  lesquels  deux  valeurs  de  -j-y  fournies  par 

V équation  différentielle,  dev^iennent  égales,  sont,  en  général,  des 
points  doubles  de  rebroussement  de  première  espèce  pour  les 

courbes  intégrales,  et  les  deux  valeurs  égales  de  -^  définissent 

la  tangente  à  la  courbe  intégrale  au  point  de  rebroussement. 

Ainsi  se  trouve  justifiée,  sans  l'emploi  des  séries,  la  conclusion  a 
laquelle  nous  étions  arrivé  dans  nos  premières  études.  Et  mainte- 
nant dans  quel  cas  se  présente  la  solution  singulière,  si  elle  existe  ? 
Il  faut  que  les  trois  équations  (8)  soient  vérifiées  pour  toui  les 
points  d'une  courbe,  ce  qui  conduit  à  la  proposition  suivante  : 

Pour  quune  équation  diflérentielle  admette  une  ou  plusieurs 
solutions  singulières,  il  faut  que  les  deux  lieux  suivants  :  i^  le  lieu 
des  points  pour  lesquels  deux  valeurs  de  y'  deviennent  égales, 
a^  le  lieu  qui,  dans  le  cas  général,  contient  tous  les  points  d'in- 

BuU.  des  Sciwnett  mathém.  et  astron.f  t.  IV.  (Mars  1873.)  1 1 
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flexion  des  courbes  intégrales,  coïncident  ou  aient  des  coùrh 
partielles  communes.  Si  ces  deux  lieux  ne  coïncident  pas  dm 
toutes  leurs  parties,  les  deux  portions  non  communes  seront,  Vm 
le  Heu  des  points  de  rebroussement  [généralement  de  premih 
espèce)  des  courbes  intégrales,  l'autre  le  lieu  des  points  d'ù 
flexion  (généralement  points  ordinaires  d' inflexion)  des  courb 
intégrales. 

Ce  théorème  peut  d*ailleurs  être  rendu  plus  précis  et  démont 
sans  remploi  des  polaires  réciproques.  Nous  allons  en  donner,  sa 
faire  appel  aux  remarques  qui  précèdent,  une  démonstration  direc 
et  élémentaire. 

A  cet  effet,  reprenons  Téquation  différentielle  que  nous  suppo< 
rons  toujours,  pour  plus  de  netteté,  algébrique,  entière  et  ratio 
nelle, 

(9)  ?(*,r>r')=o- 

Si  elle  admet  une  solution  singulière,  c'est-à-dire  si  les  cour] 
qui  représentent  l'intégrale  générale  ont  une  enveloppe,  on  de 
avoir,  pour  tous  les  points  de  cette  enveloppe. 

D'ailleurs,  en  différentiant  Téquation  proposée,  on  pourra 
joindre  à  Téquation  précédente  la  suivante  : 

Ainsi,  pour  qu'il  y  ait  une  solution  singulière,  il  faut  que 
trois  équations  (9),  (10),  (11)  soient  vérifiées  pour  tous  les  po 
d'une  courbe,  ce  qu'on  peut  exprimer  de  la  manière  suivante  : 

Éliminons  j^' d'abord  entre  les  équations  (9)  et  (10),  nous  ol 
nons  un  premier  lieu  géométrique  représenté  par  l'équation 

ftV)  =  o. 

Eliminons  ensuite  j'  entre  les  équations  (9)  et  (11),  nous  o] 
nons  un  second  lieu  géométrique  représenté  par  l'équation 

lft>=0. 

Cela  posé,  il  faut  évidemment,  pour  qu'il  y  ait  une  solution  ) 
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gulière,  que  ces  deux  lieux  aient  une  partie  commune.  Si  cette  con- 
dition n'est  pas  remplie,  il  n'y  aura  pas  de  solution  singidière. 

Supposons,  au  contraire,  que  les  deux  lieux  aient  une  partie  com- 
mune, représentée  par  l'équation 

(12)  w(^,r)=o> 

et  satisfaisant  aux  conditions  suii^ntes.  Pour  chaque  point  de  ce 
lieu  partiel  (x,j^),  les  trois  équations  (9),  (10),  (11),  considérées 
comme  étant  à  une  seule  inconnue j^,  ont  une  ou  plusieurs  racines  j^' 
communes.  Soient  j^'  =  m  une  de  ces  racines  ^  alors,  pour  tout  point 
du  lieu  (12),  on  peut  déterminer  une  quantité  m  satisfaisant  aux 
trois  équations 

/   ov       /  X  à      ,  ,  do        do 

(i3)    (f{x,x,m)=zo,     5^?(^,r*m)  =  o,     ^  +  ^m  =  o. 

Cela  posé,  pour  avoir  la  tangente  en  un  point  du  lieu  (12],  diâe- 
rcntions  la  première  de  ces  équations.  Nous  aurons 

<)<p       d(^    ,       d(^  dm 

àx      dy  ^       dm  dx        ' 

et,  par  suite,  comme  -r-^  est  nul, 

ox      oy' 

En  comparant  cette  équation  à  la  dernière  des  formules  (i3),  on 
en  déduit 

{i4)  ^(m-/)=o. 

Supposons  que  -^  ne  soit  pas  nul.  Alors 

m=f, 

et,  par  suite,  substituant  cette  valeur  de  m  dans  la  première  des 
équations  (i3). 

Le  lieu  représenté  par  l'équation  (la)  satisfait  donc  à  l'équation 
différentielle,  et  nous  obtenons  la  proposition  suivante  : 

Pour  qu'il  y  ait  une  solution  singulière^  il  faut  que  les  trois 

II. 
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équations 

ç  =  o,     1^  =  0,     ^  +  ^^'  =  0 
^  dx  àx      dy^ 

soient  satisfaites  en  tous  les  points  d'une  courbe  (A),  cest-à-dii 
que,  pour  chaque  point  de  cette  courbe,  elles  donnent  une  mén 
valeur  dey'.  Si  cette  condition  est  satisfaite,  il  y  aura  toujou 
une  solution  singulière  représentée  par  la  courbe  (A),  à  moi 
que,  en  chaque  point  de  cette  courbe,  la  valeur  de  y*,  qui  satisfi 
à  ces  équations,  ne  satisfasse  identiquement  à  la  suivante, 

do 

qui,  jointe  aux  trois  précédentes,  donne  aussi 

^9  _ 
dx 

Pour  être  précis  autant  que  possible,  dans  une  théorie  aussi  < 
ficile,  j'ajouterai  que  le  théorème  précédent  laisse  de  côté  :  1^ 
intégrales  singulières  correspondant  à  ^'  =  oo  ,  et  qui  se  com] 
sent  de  droites  parallèles  à  Taxe  des  j^  :  on  les  obtiendra  soit  ] 
une  recherche  directe,  soit  en  changeant  la  direction  des  axes,  i 
en  changeant  y  en  x,  et  x  en  j^  •,  2®  les  intégrales  singulières,  li< 
des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales  générales 
admettant  pour  tangente,  en  chaque  point  M  de  rebroussement  d*i 
courbe  intégrale  (C),  la  tangente  à  cette  courbe  en  son  point 
rebroussement.  En  effet,  si  cette  singularité  se  présente,  o; 
y"  =  00  ,  et,  par  suite,  des  deux  équations 

on  peut  bien  conclure  Téquation 


do  à<^        t  ^^         n 


*» 


mais,  le  dernier  terme  se  présentant  sous  la  forme  o  X  oo  ,  on 

plus  le  droit  d'écrire 

do       d<p     , 

comme  nous  l'avons  lait  dans  nos  raisonnements. 
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En  résumé,  si  Ton  veut  acquérir  le  plus  de  notions  possible  sur 
les  courbes  intégrales  en  employant  seulement  l'équation  différen- 
tielle, on  pourra  procéder  de  la  manière  suivante  (^)  : 

1**  On  cherchera  le  lieu  (X)^  résultat  de  l'élimination  dey  entre 
les  deux  équations 

9  =  0.     ^=o- 

Soit  «^  =  o  l'équation  de  ce  lieu. 

a®  On  cherchera  le  lieu  (ift»),  résultant  de  l'élimination  dey  entre 
les  deux  équations 

Soit  tfi)  =  o  l'équation  de  ce  lieu. 

Si  les  deux  courbes  {x)  et  (tfi>)  n'ont  aucune  partie  commune,  il 
n'y  a  pas  de  solution  singidière  ^  la  première  contient  les  points  de 
rebroussement,  généralement  de  première  espèce,  des  courbes  inté- 
grales; la  seconde  les  points  d'inflexion. 

Si  les  deux  courbes  {x)  et  (ifl>)  ont  une  ou  plusieurs  courbes 
partielles  communes  (C),  (C),...,  soit 

alors  les  lieux  (A)  et  (B)  contiendront  encore  respectivement  les 
points  d'inflexion  et  de  rebroussement  des  courbes  intégrales  \  mais 
les  équations 

C  :=  o,    C  =  o, .  • . 

ne  donneront  pas  encore  nécessairement  des  solutions  singulières. 


(  *■  )  Pour  la  recherche  des  solutions  singulières,  on  pourrait  se  borner  k  l'énoncé 
que  Toici  : 

Pour  qu'il  y  ait  une  solution  singulière,  il  fatit  qu'en  tous  les  points  d'une  courba 
les  trois  équations 

soient  vérifiées  par  une  même  valeur  de^'.  Cette  condition  est  suffisante,  si  la  valeur 
de  r'  n'annule  pas  r^  ou  «r^*  Sinon  il  faudra  vérifier  directement  si  la  courbe  donnée 
par  la  règle  précédente  satisfait  à  l'équation  diflTérentielle. 
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En  effet  :  i*  pour  tous  les  points  d'une  courbe  (C),  les  deux  éqm 
lions  en  y 

?  =  o.     2^  =  0, 

et  aussi 

do       do     , 

sont  bien  satisfaites  par  une  même  valeur  dejr'.  Mais  la  valeur  de^ 
racine  commune  aux  deux  premières,  peut  fort  bien  ne  pas  être 
racine  commune  aux  deux  autres,  et  la  condition  pour  que  C  = 
donne  une  solution  singulière,  c'est  que  les  trois  équations  en  j^, 

(.5)  ?  =  o.    ^=0,     ^  +  ^^'  =  0 

soient  satisfaites,  pour  tous  les  points  de  la  courbe  (C),  par  m 
même  valeur  dejr'. 

2^  En  admettant  même  que  les  trois  équadons  (i5)  soient  sati 
faites  par  une  même  valeur  de^',  il  faudra  encore  s'assurer  qi 
cette  valeur  de^^  ne  vérifie  pas  identiquement  l'une  des  équationi 

do  do 

et,  si  ces  équations  ne  sont  pas  vérifiées,  on  sera  sûr  que  (C)  est  u: 
solution  singulière. 

Si,  au  contraire,  ces  équations  sont  vérifiées,  le  procédé  le  pi 
direct  pour  résoudre  la  question  consiste  à  examiner  si  la  cour 
(C)  satisfait  à  Téquation  différentielle  proposée. 

Ajoutons  encore,  pour  compléter  ce  résumé,  qu'il  est  indispe 
sable  de  tenir  compte  des  deux  cas  d'exception  signalés  ft  la  fin 
l'article  précédent. 

On  voit  qu'il  existe  encore  bien  des  points  à  examiner.  Certain 
intégrales  particulières,  en  nombre  limité,  se  distingueront  à 
autres,  soit  par  un  point  de  rebroussement,  soit  par  un  point  d'i 
flexion  d'espèce  plus  compliquée*  D'autres,  en  nombre  limité,  pou 
ront  n'avoir  ni  point  d'inflexion  ni  point  de  rebroussement  ^  mi 
ce  sera  l'objet  d'tm  travail  plus  étendu  que  ce  simple  résumé. 

En  terminant,  nous  devons  nous  demander  quelle  a  été  l'origii 
de  l'erreur  qui  a  duré  si  longtemps  dans  la  théorie  des  solutioi 


'À 
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singulières.  Cette  erreur  tient  à  une  confusion,  que  presque  tous  les 
géomètres  ont  laissé  s'établir  dans  toute  cette  question. 

Gomme  on  forme  les  équations  di£ërentielles  par  Télimination 
de  constantes  entre  une  équation  finie  et  ses  dérivées,  les  auteurs 
ont  supposé,  i  tort  selon  nous,  qu'étant  donnée,  par  exemple,  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre,  cette  équation  admet  tou- 
jours une  intégrale  du  premier  ordre,  définie  par  la  formule 

(9)  f(x,r,c)  =  o, 

où  f  est  une  fonction  qui,  dans  toute  l'étendue  du  plan,  possède 
les  propriétés  qu'on  reconnaît  généralement  aux  fonctions  étudiées 
dans  l'Analyse.  Cette  fonction  pétait  pour  eux  plus  ou  moins  diffi- 
cile à  trouver;  mais  dans  leur  esprit  elle  existait  toujours.  Or  c'est 
là  précisément  le  point  contestable,  et  les  recherches  nouvelles  sur 
la  théorie  des  fonctions  nous  paraissent  devoir  changer  cette  ma- 
nière de  voir  {*). 

Il  est  bien  clair  que,  si  une  équation  différentielle  est  intégrable 
par  une  équation  de  la  forme  (9),  il  y  a,  en  général,  une  solution 
singulière,  qui  est  l'enveloppe  de  toutes  les  courbes  représentées  par 
l'équation  (9).  Ainsi,  si  l'équation  différentielle  est  intégrable  dans 
le  sens  qu'on  donne  à  ce  mot  en  Analyse,  c'est-à-dire  en  égalant  à 
zéro  une  fonction  f  finie  et  continue  de  x,  j^  c,  la  solution  singu- 
lière est  le  cas  général,  et  alors  sa  recherche  dépend,  à  proprement 
parler,  de  la  théorie  des  enveloppes. 

Mais  comme  rien  ne  démontre  qu'une  équation  différentielle  ad- 
mette, en  général,  une  intégrale  de  la  forme  (9),  on  voit  qu'on 
devra  séparer  cette  théorie  en  deux  parties  bien  distinctes  : 

L'une,  du  ressort  du  Calcul  différentiel,  et  dans  laquelle  on  exa- 
mine les  équations  différentielles  formées  par  l'élimination  des  con- 
stantes ; 

L'autre,  appartenant  au  Calcul  intégral,  et  où,  ne  supposant  rien 
sur  l'origine  de  l'équation  différentielle,  on  est  obligé  de  se  tenir 
dans  les  hypothèses  générales  et  de  ne  pas  supposer  l'existence 


(')  Les  seules  recherches  rigoureuses  sur  Tezistence  des  intégrales,  celles  deCauchy 
•t  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  établisseot  bien  qu'il  y  a  une  infinité  d'intégrales  géné- 
mlea;  mais  on  remarquera  qu'elles  ne  démontrent  [ms  que  «a  intégrales  satisfassent 
à  «ne  équation  de  la  forme  (9),  où /possède  les  propriétés  néeeaaairet  pour  qu'on  ait 
le  droit  d'appliquer  les  principes  de  la  théorie  des  euTeloppes. 
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d'une  intégrale  de  la  forme  (9).  C'est  à  ce  dernier  cas  que  se  rap- 
portent nos  remarques. 

La  distinction  que  nous  proposons  en  dernier  lieu  nous  est  d'ail- 
leurs commune  avec  plusieurs  géomètres;  elle  a  été  proposée  aussi 
par  M.  Clcbsch,  dans  une  Note  des  Nachrichten  de  Gœttingue. 

APPLICATIONS. 

Premier  exemple,  emprunté  au  Cours  du  Calcul  différentiei 
et  intégral  de  M.  Serret,  t.  II,  p.  383  : 

7  — 2xy'— 7''  =  o. 

L'intégrale  générale  est 

(3jr/-f-  2x»-f-C)'  — 4(7■+-**)*=o• 
On  a  ici 

Il  n'y  a  pas  de  solution  singulière.  La  courbe 

7  -h  x'  =  o 

contient  les  points  de  rebroussement.  Le  lieu  j  =  0  correspon 
à  une  solution  particulière,  l'axe  des  x.  Pour  cette  solution,  tou 
les  points  de  l'axe  des  x  sont  bien  des  points  d'inflexion.  Cet  exempl 
est  pleinement  d'accord  avec  la  théorie  générale  (*). 

Deuxième  exemple,  emprunté  au  même  Ouvrage,  t.  II,  p.  397  : 


Ona 


x  =  (i  -h  x^){\6y  -h  j;^  -f-  4x»), 

-Ui,  =  j?  (167 -4- 3 X» ) { i6j -i- a:*  4- 4^')- 


(*)  Quand  nous  disons  que  la  courbe  (ifV>]  ou  une  portion  de  cette  courbe  contie 
les  points  d'inflexion  des  courbes  intégrales,  nous  n'entendons  pas  par  là  évidemroe: 
que  toutes  les  courbes  intégrales  passant  en  un  point  M  de  ce  lieu  y  aient  un  poi: 
d'inflexion  :  c'est  seulement  la  courbe  ou  les  courbes  correspondant  aux  valeura  « 
r'f  racines  communes  des  équations 

'  =  »■  5S-|?V=o. 

qui  ont  au  point  M  une  inflexion.  C'est  ainsi  que,  si  une  courbe  (G)  appartient  ai 
lieux  (A»]  et  (lft>),  elle  peut  être  à  la  fois  lieu  de  points  d'inflexion  pour  certain 
intégrales  et  de  points  de  rebroussement  pour  d'autres,  sans  donner  une  solution  sii 
gulière. 
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Le  facteur  commun  à  «^  et  à  tfi»  satisfait  à  toutes  les  conditions 
que  nous  avons  posées.  Il  y  a  donc  ici  une  solution  singulière  don- 
née par  l'équation 

16/  -H  jc*  H-  4-^'  =  o. 
L'équation 

x{i6jr-^  3x*)  =  o 

représente  bien  le  lieu  des  points  d'inflexion  des  courbes  intégrales, 
comme  on  s'en  assurera  à  l'inspection  de  l'équation  intégrale 

V 167  4-4^'  +  ^  —  X^l  -hX»—  lOg{x  -^  ^l-^X*)  =:H. 

Troisième  exemple,  emprunté  au  Compendium  der  hoheren 
Analysis  de  M.  Schlômilch,  3*  éd.,  t.  I,  p.  Sop  : 


yty9 


y.iy.'2  —  -:_ii-  +  a»  =  o. 
•^    •'  X 

Nous  trouvons 

X=y^[y'-l^a^x% 

L'équation 

y^  —  ^c^x^z=.o 

donne  bien  une  solution  singulière. 

Quatrième  exemple,  emprunté  à  l'Ouvrage  de  Boole  :  u4  Trea- 
lise  on  differential  Equations,  1872,  p.  169  : 

ou 

On  a  ici 

x=r^x*  —  \6x)f 

'^  =  r*  (x* -- i6y), 

et  l'on  reconnaît  facilement  que  le  facteur  x^  —  i6j  satisfait  aux 
conditions  que  nous  avons  posées  :  il  donne,  par  conséquent,  une 
solution  singulière  ^  mais  prenons  le  second  et  faisons 

y=:o. 

On  déduit  de  cette  équation 

L'hypothèse j^  =  o  satisfait  donc  à  l'équation  différentielle.  Cette 
solution  est  d'ailleurs  comprise  dans  l'intégrale  générale 
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Cinquième  exemple.  —  Équation  d'Euler  : 

où 

X  =  fl  -*-  6a:  -4-  cj:*-4-  rfjc*  4-  ex\ 

Y  =  a4-6y  H-  cy^-f-rf/'-he^. 

On  a  ici 

JU  =  XY, 

ifc  =  Y(XY'»-YX'»). 
Nous  ne  trouvons  ici  que  la  solution  singulière 

Y  =  o, 

et  nous  oublions,  comme  cela  a  été  prévu  dans  la  théorie,  la  soluti* 

singulière 

X  =  o, 

qui  correspond  à  une  droite  ou  à  des  droites  parallèles  à  l'a 
des  j.  On  sait  que  l'intégrale  générale  se  compose  de  courbes  • 
quatrième  ordre,  à  deux  points  doubles,  tangentes  aux  huit  droit 
données  par  Téquation 

XY=:0. 

Sixième  exemple,  emprunté  au  Cours  de  Calcul  infinitésim 
de  M.  Hoûel,  seconde  Partie,  p.  62  : 

o  =  [xy—yY—  2x/(  I  H-r'O- 

Cette  équation  nous  offre,  comme  on  va  le  voir,  une  confim 
tion  très-remarquable  de  notre  proposition.  On  a 

On  verra  facilement  que  la  solution  singulière  est  donnée  | 
l'équation 

Quant  au  facteur  (/  —  ^)*9  U  doit  être  éliminé^  car  les  équation 

^. = 2  (r — ^/ )  -  î^  ^  (  » -^  r"  ) = -  ^  */ (/ -^  0 = o , 

-1  =  a(ar/ -j-)a:-- 4^77'  =  -- 2^7(1  4-/)  ==0, 
ç  =  — a;'(/'4-i)'=o 
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sont  vérifiées  pour  la  même  valeur  dey'=  —  i.  Hya  donc  doute 
d'après  la  théorie;  mais,  la  valeur  j'=  —  i  n'étant  pas  la  dérivée  de 
Y  =  x^\e  facteur  (x  — y)*  doît  être  rejeté. 

Septième  exemple,  —  Équation  de  Clairaut  : 

F(r-^/,/)=o. 

En  posant  j^  —  ^'=  "?  on  a  identiquement 

dV_fdV\       d¥ 

n  y  aura  donc  une  solatlon  singulière  qu'on  obtiendra  en  élimi- 
nant j^'  entre  les  deux  équations 

_.  dF  d¥ 

Huitième  exemple  (Calcul  intégral àeM.  l'abbé Moigno, p.  461)  : 

aay(i4-/')  — (^/ •+-/)' =  0- 
Ona 

X  =  xx{X'-yY, 

•!&  =  jy^(x»-+-j»)  {x — jry. 

La  discussion  du  facteur  x  —  y  se  fait  comme  dans  le  sixième 
exemple,  mais  la  conclusion  est  autre.  On  a  ici 

^=  ax(i-f-/»)  —  a(jr/4-7)  =  ax/(/—  i), 

(f  =  x^{i—yy. 

L'hypothèse  y=  1  annule  tous  les  premiers  membres  ;  mais,  comme 
elle  est  la  conséquence  de  l'équation 

le  facteur  (x — jr)  vérifie  ici  l'équation  difierentielle  quand  on 
l'égale  à  zéro.  Cette  conclusion  est  différente  de  celle  de  l'exemple 
sixième  relative  à  un  cas  douteux  du  même  genre. 
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Neuvième  exemple.  —  Équation  différentielle  des  cercles  doi 
blement  tangents  à  l'ellipse  et  ayant  leur  centre  sur  Taxe  des  x  : 

?(/ )  =  ^' -+■/*—  2ar(ar  -h  J^)  4-  —,  [x  -f-jy)'-4-  K  =  o. 

On  obtient 

X  =^[j»-|- jc»(i  —  m»)  4-  K], 

ift,  =  <p  (v'^)  ?(— V--^[/""+"  ^*(»  —  *»») -H  K]. 

La  solution  singulière  est  donnée  par  l'équation 

a:»(i—  m») -♦-/'-h  K  =  o. 

Dixième  exemple.  —  Équation  différentielle  des  cercles  repi 
sentes  par  l'équation 

x^-^y^ — ^ocx  —  aPj^-h  K  =  o, 

où  a  et  (3  sont  liés  par  la  relation 

ma* -h  n(3*=i. 
Cette  équation  est 

m{y^^axjry —  x^-hKy 
On  a  ici 

Le  second  facteur  correspond  à  l'enveloppe  des  cercles.  Exai 

nous  le  premier.  En  substituant  dans  chacun  des  deux  premi 

carrés  qui  figurent  dans  <f,  soit  la  valeur  de  j^*,  soit  celle  de  x*  ti 

de  l'équation 

x*  ^y^—  K  =o, 

on  a 

donc  la  valeur  de  j^  correspondant  à  ce  facteur  est 

cela  suffit  pour  montrer  qu'il  ne  donne  pas  une  solution  singuliè 
car  on  devrait  avoir,  pour  tous  les  points  du  cercle, 

x-f-^'  =  o. 
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Ce  résultat  est  conforme  à  notre  proposition;  car  la  valeur  àej\ 
annulant  les  trois  carrés  de  f ,  vérifie  les  équations 

do  do  do 

^  =  0,     ^  =  0,     ^  =  0,     ?  =  0, 

et,  par  conséquent,  la  théorie  générale  ne  nous  indique  pas  le  fac- 
teur X*  -hj*  —  K  comme  devant  nécessairement  donner  une  solu- 
tion singulière.  Ce  facteur  figurerait  d'ailleurs  dans  ill>,  que  nous 
n'avons  pas  pris  la  peine  de  calculer,  et  qui  sera  de  la  forme 

X  [mn{x^ -h y' -h  K)'—  mx^—  ny^]. 

Remarque.  —  Les  exemples  précédents,  choisis  sans  parti  pris 
ou  formés  directement,  sont  bien  d'accord,  on  le  voit,  avec  la  pro- 
position générale  que  nous  avons  développée,  et  cela  suffit  au  but 
que  nous  nous  proposions.  Cependant  on  pourrait  demander  d'ex- 
pliquer dans  chacun  d'eux  la  présence  des  différents  facteurs  qui 
figurent  dans  les  expressions  que  nous  avons  désignées  par  Jt 
et  ifl».  La  remarque  générale  suivante,  déjà  faite,  dans  un  cas  par- 
ticulier, par  M.  Catalan  ('),  explique  d'une  manière  assez  nette 
comment,  même  dans  le  cas  où  il  y  a  une  solution  singulière,  le  ré- 
sultat X  de  l'élimination  dej^'  entre  les  deux  équations 

do 

?  =  »'   ?F'  =  ° 

doit  contenir  g^eWra/eme/i£  des  facteurs  étrangers  à  cette  solution. 
Supposons,  en  effet,  que  l'équation  différentielle  proposée  ad- 
mette pour  intégrales  des  courbes  algébriques  représentées  par 
l'équation 

(16)  f(x,jr,'k)  =  o, 

et,  par  conséquent,  plaçons-nous  dans  le  cas  où  il  doit  y  avoir,  en 
général,  une  enveloppe.  On  peut  obtenir  cette  courbe,  soit  en  éli- 
minant X  entre  l'équation  précédente  et  la  suivante, 

(.7)  f=o. 

(*)  Comptes  rendus  de  V  Académie  des  Sciences,  t.  LXXI,  1870,  p.  5o. 
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•oit  en  éliminant  y'  entre  l'équation  dilTi^rcntielle  des  coorbn  (i6', 

(i8)  <flx,  y,  y  )  =  o, 

et  r^qnation 

(•9)  5p  =  °- 

Soit  J>  le  résultat  de  l'éliminatioa  de^  '  entre  ces  dcax  dcmièm 
^nations,  cl  soit  A  le  résultat  de  rélîmination  de  X  entre  Ic»dcD\ 
équations  (i6)  t-t  (ly).  11  est  clair  que  A  doit  couicnir  le  farlrur  A; 
nuis  je  dis  qu'il  contient  en  outre,  eo  générai,  un  intre  factenrC, 
qui  ne  correspond  pu  A  une  solution  singnliAre,  et  dont  aa  pent 
donner  la  définition  géométrique. 

En  eflèt,  en  éliminant  j''  entre  les  deox  éqnadona  (18),  (19),  ob 
obtient  le  lien  des  poiou  pour  lesquels  deux  valenn  àt  y*  Mat 
^ales.  Cette  condition  est  éndemment  remplie  pour  les  pMaU  de 
contact  de  chaque  courbe  avec  «on  enveloppe  j  mais  die  l'ast  awà 
évidemment  pour  les  points  où  deux  courbes  distinctes  Tiennent  se 
toucher,  sans  être,  en  tout  letir  parcours,  A  une  distance  infinitt 
petite  l'une  de  l'autre.  Considérons,  par  exemple,  les  cercles  dou- 
blement tangents  à  une  ellipse  et  ayant  leur  centre  sur  son  grand 
axe  (neuvième  exemple).  Par  tout  point  du  plan,  non  situé  rar 
l'ellipse,  il  passera  deux  de  ces  cercles,  se  coupant  sous  un  angle 
fini,  en  général  ;  mais,  si  le  point  est  pris  sur  le  grand  ase  même  de 
la  conique,  les  deux  cercles  seront  tangents  l'un  à  l'autre;  les  deu 
valeurs  de^',  fournies  en  ce  point  par  l'équation  diflercntielle,  de- 
vront  donc  être  égales,  et  le  facteur  j'  devra,  par  conséquent, 
figurer  dans  A. 

Ainsi,  même  quand  il  7  a  une  intégrale  générale  algébrique,  l'n- 
pression  que  nous  avons  désignée  par  X  doit  contenir,  en  même 
temps  que  le  facteur  correspondant  à  la  solution  singulière,  u» 
autre  facteur  B,  qui,  égalé  à  zéro,  donne  le  Heu  des  points  où  Ut 
courbes  intégrales  se  touchent.  J'ajoute  que  ce  facteur  B,  ^alë  i 
zéro,  vériiiera  les  équations 

,     ,  d»  dv       dis    , 

(ai)  <p  —  o,    ^-^7  =0,     ^^  H-  -r^  r  =  o. 

En  eiTct,  par  la  manière  même  dont  on  l'a  formé,  il  doit  vmfier 
les  deux  premières.  De  plus,  pour  l'une  des  courbes  int^ales  pas- 
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sant  au  poinl  {x^jr)^  on  a 

et,  si  noua  supposons  que^^  ne  soit  pas  infini,  ce  qui  est  le  cas  gé- 
néral, nous  voyons  que  l'équation  deviendra 

do       à(^    j 

âx       dy^ 

Ainsi,  pour  le  facteur  B,  les  trois  équations  (21)  seront  vérifiées 
par  une  même  valeur  de  y\  et,  comme  ces  facteurs  ne  donnent 
pas  de  solution  singulière,  on  devra  avoir,  d'après  notre  théorie, 

d^  âo 

par  conséquent,  la  méthode  précédente,  appliquée  à  ces  facteurs, 
exigera  une  vérification  directe  qui  conduira  à  les  rejeter.  C'est  ce 
qui  a  lieu  dans  les  deux  derniers  exemples  donnés. 

J'ajoute  une  remarque  essentielle,  relative  au  facteur  B  :  ils  figu- 
reront, élei^és  au  carré,  dans  X,  En  effet,  pour  former  JC,  on  peut 
procéder  de  la  manière  suivante. 

Soit 

/(^,r.  X)  =  o 

l'équation  des  intégrales  générales,  et  soient  X,,  X^, . . .,  A^  les  va- 
leurs de  X  satisfaisant  pour  un  point  donné  à  cette  équation.  Soient 
J^'i  9  •  •  •  9  Jm  1^9  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  courbes 
passant  en  ce  point.  On  a 

rt  —  —  -^  1 

par  suite, 

ri-r}=  "5 -5 ' 

ce  qu'on  peut  écrire,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  \ — X,, 

ri—r' = (^— ^y)  <K*»  r>  ^'  V)» 

(p  étant  une  fonction  symétrique  et  rationnelle  de  X,-,  X,-  :  donc  le 
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discriminant  JL  de  IrquatioQ  eaj  ',  qui  e&lle  produit  des  qnuiiiiei 

c'est-i-dire  aa  discriminant  A  de  l'équation  en  H,  nmltîplij  par  bb 
carré  parfait 

A  =  AC. 

Ce  résultai  se  vérifie  facilemeut  sur  les  courbes  rcpré&ontéei  ftt 
l'éqnaLioii 

M  +  N/h-PX'  =  o, 

OÙ  M,  N,  P  sont  des  fonctions  de  x,^,  et  qui  est  on  peu  jdos  gé- 
nérale que  celle  de  M.  Catalan.  On  troare 


X  =  (N' 
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Tracing.  —  London,  Macmillan  &  Co.,  1872.  —  Iii-8%  208  p.,  17  planchefi. 
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Cet  Ouvrage  nous  parait  de  nature  à  rendre  de  réels  services  aux 
professeurs  de  Mathématiques  spéciales,  et  en  général  a  toutes  les 
personnes  qui  ont  à  enseigner  la  Géométrie  analytique  et  les  mé- 
thodes de  construction  des  courbes.  L'auteur  donne  un  exposé 
élémentaire  des  différentes  règles  qu'il  faut  suivre  pour  étudier 
les  points  singuliers  et  remarquables,  pour  déterminer  les  asym- 
ptotes rectilignes  et  curvilignes,  ainsi  que  la  forme  générale  de  la 
courbe.  Chaque  Chapitre  est  accompagné  d'assez  nombreux  exer- 
cices, en  général  très-bien  choisis.  Voici  d'ailleurs  un  résumé  des 
matières  traitées  dans  les  différents  Chapitres. 

Chapitre  P'.  —  Théorèmes  préliminaires,  définitions,  tracé  par 
points,  symétrie.  On  sait  que  les  définitions  relatives  aux  points 
singuliers  présentent  de  regrettables  incertitudes  :  par  exemple,  en 
nous  bornant  aux  courbes  algébriques,  un  point  d'inflexion  est 
celui  où  la  tangente  coupe  la  courbe  en  trois  points  consécutifs, 
et  dans  ce  cas  la  tangente  traverse  la  courbe,  ce  qui  est  bien  con- 
forme à  la  définition  générale  du  point  d'inflexion  (point  où  la  con- 
cavité se  change  en  convexité).  Mais  comment  appeler  les  points 
où  la  tangente  a  avec  la  courbe  un  contact  d'ordre  impair  quelconque, 
et  laisse  par  conséquent  celle-ci  d'un  même  côté?  Peut-être  convien- 
drait-il de  réserver  à  ces  points  la  dénomination  de  points  de  ser- 
pentement,  due  à  Cramer.  En  tous  cas,  la  question  n'est  pas  réglée. 
De  même  pour  les  points  de  rebroussement.  L'auteur  propose  d'ap- 
peler point  d'osculation  celui  pour  lequel  les  deux  branches  de  la 
courbe  qui  viennent  se  toucher  se  prolongent  toutes  les  deux,  et  il 
réserve  le  nom  de  point  de  rebroussement  (cusp)  aux  points  où 
deux  branches  viennent  se  terminer  en  devenant  tangentes  l'une  à 
l'autre. 

CHAPiTaE  n.  —  Ordre  des  quantités  infiniment  petites,  forme 
des  courbes  paraboliques  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Rebrousse- 
ment, tangente,  courbure. 

Buil.  dt$  SeUneet  mathim.  H  mtron.^  t.  lY.  (AtiII  1873.)  >a 
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Chapitre  III.  —  Forme  des  courbes  paraboliques  à  Tinfinî; 
exemples,  courbes  trigonométriques,  règles  d'approximation. 

Chapitre  IV.  —  Forme  des  courbes  dans  le  voisinage  de  l'origine, 
tangentes  simples;  direction  et  valeur  de  la  courbure^  points  mul- 
tiples ;  courbures  des  branches  aux  points  multiples  \  points  multi- 
ples d'ordre  supérieur. 

Chapitre  V.  —  Forme  des  branches  dont  les  tangentes  à  l'ori- 
gine sont  les  axes  coordonnés. 

Chapitre  VI.  —  Asymptotes;  points  d'intersection  à  l'infini; 
asymptotes  parallèles  aux  axes. 

Chapitre  VII.  —  Asymptotes  non  parallèles  aux  axes;  asym- 
ptotes des  courbes  homogènes.  L'auteur  appelle  courbes  homogènes 
celles  qu'on  obtient  en  égalant  une  fonction  homogène  à  une  con- 
stante. 

Chapitre  VUE.  —  Asymptotes  curvilignes. 

Chapitre  IX.  —  Du  triangle  analytique  et  de  ses  propriétés. 
C'est  dans  ce  Chapitre  que  l'auteur  expose,  sans  toutefois  lui 
donner  la  place  et  l'importance  qu'elle  mérite,  la  célèbre  règle 
connue  sous  le  nom  de  parallélogramme  de  Newton,  et  qui  forme 
la  base  de  l'excellent  Ouvrage  de  Cramer  :  Introduction  à  l'Analyse 
des  courbes  planes.  Le  triangle  de  De  Gua,  auquel  M.  Frost  donne 
la  préférence,  ne  nous  parait  pas  valoir  la  peine  qu'on  le  distingue 
du  parallélogramme  de  Newton. 

Chapitre  X.  — Points  singuliers;  division  en  compartiments: 
courbes  spéciales  du  quatrième  degré.  Dans  ce  Chapitre,  l'auteui 
expose  une  méthode  bien  connue  des  professeurs  français,  et  qui 
peut  rendre  de  grands  services  pour  la  construction  des  courbes, 
quand  les  autres  sont  impuissantes.  Supposons,  par  exemple,  que 

A  =  B 

soit  l'équation  d'une  courbe.  Il  n'y  aura  des  points  de  ce  lieu  que 
dans  les  régions  du  plan  pour  lesquelles  A  et  B  seront  de  même 
signe.  Si  donc  on  peut  construire  les  courbes 

A  =  o,    B  =  o, 

et  qu'elles  découpent  le  plan  en  un  certain  nombre  de  régions  ou 
compartiments,  il  y  aura  un  certain  nombre  de  ces  régions  où  A  et 
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B  seront  de  signes  contraires,  et  où,  par  conséquent,  la  courbe  à 
construire  ne  devra  pas  pénétrer. 

L'auteur  construit,  en  particulier,  des  courbes  très-remarquables 
et  réellement  compliquées  du  quatrième  ordre. 

CHÀPiTaE  XI.  —  Tracé  systématique  des  courbes  ;  courbes  pério- 
diques. 

Chapitre  XII.  —  Méthode  inverse*,  déterminer  l'équation  d'une 
courbe  satisfaisant  à  des  conditions  données. 

Dix-sept  planches  sont  intercalées,  comme  on  le  faisait  au  siècle 
dernier,  dans  les  différentes  parties  du  Livre.  Cela  vaut  mieux  que 
si  on  les  avait  toutes  rejetées  à  la  fin,  selon  l'habitude  actuelle. 
Ajoutons  que  l'auteur  fait  usage  des  méthodes  les  plus  élémentaii^s 
et  du  système  de  coordonnées  cartésiennes,  sans  se  servir  en  aucune 
manière  du  Calcul  infinitésimal. 


KOPKA  (C),  praktischer  Ingénieur  und  Director  der  technischen  Lehr-Anstalt 
fur  Bau-  und  Maschinen-Wesen  zu  Goslar.  —  Formel -Saiimlung  aus  der 

REINEN  MaTHEMATIK  UND  AUS  DEN  MECUAXISCHEN  WlSSENSCHAPTEN,  fllr  prak- 

tische  Baugewerk-  und  Maschinen-Meister,  sowie  fur  Studirende  technischer 
Lehr-Anstalten.  Mit  5oo  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  —  Leipzig, 
Cari  Scholtze,  1873.  ~  In-12,  5ao  p.  Prix  :  10  fr.  j5  c. 

Cet  Ouvrage  contient  un  recueil  des  propositions  et  des  formules 
qui  peuvent  être  utiles  aux  personnes  qui  ont  à  appliquer  les  con- 
naissances mathématiques.  La  première  Partie,  consacrée  plus  par- 
ticulièrement aux  Mathématiques  pures,  comprend  :  i^  un  recueil 
des  propositions  de  la  Géométrie  plane,  sans  aucune  démonstra- 
tion^ 2°  le  tableau  des  formules  d'Algèbre,  et  la  solution  des  prin- 
cipaux problèmes  d'Arithmétique  et  d'Algèbre;  3®  une  Table  des 
logarithmes  à  5  décimales  des  2200  premiers  nombres;  4°  l'énoncé 
de  la  définition  et  des  principales  propriétés  des  courbes  les  plus 
célèbres,  telles  que  la  cycloïde,  les  épicjcloïdes,  la  conchoïde,  la 
ligne  logarithmique,  etc.,  ainsi  que  des  formules  relatives  aux  tan- 
gentes, aux  normales  et  à  la  rectification  des  courbes  :  5°  un  recueil 
donnant  la  détermination  des  aires  et  des  volumes  des  surfaces  et 
des  centres  de  gravité  se  rapportant  aux  figures  géométriques  les 
plus  usuelles  ;  6°  l'indication  des  constructions  géométriques  à  effec- 
tuer pour  résoudre  plusieurs  problèmes,  par  exemple,  pour  mener 

12. 
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lu  tiBecate  i  une  ellipse,  etc.;  7*  mi  recueil  des  formules  de  la 
Tr^oaoaétrie  et  leur  application  i  la  réaidation  des  triangles; 
:9*  rmêwL  nne  Table  des  lignes  trigonamélriqpes  et  de  leurs  loga- 
rilkmes;  ces  Tables  sont  aussi  a  5  dëcimiles. 

La  deuxième  Partie  de  l'Ouvrage  n'est  pas  mràis  étendue  que  la 
première.  Les  Tables  qu'elle  contient  se  rapportent  à  la  Mécanique 
pratique,  à  l'Hydraulique,  aux  matériaux  onployés  dans  les  con- 
structions; enfin  elle  se  termine  par  un  résumé  des  principales 
propositions  et  constructions  de  la  Statique  graphique.  L'ensemble 
foÊTote  un  recueil  qui  nous  parait  de  nature  a  pouvoir  rendre  de 
rrels  services.  L'auteur  a  su  réunir  sous  un  petit  volume  un  grand 
iMwabre  de  renseignements,  qui  pourront  éviter  de  longues  et  pé- 
nibles recherches. 


ÇJ'BOPOKb  (©.).  —  O  xapaKmepncmHKaxh  cMcmeMh  mpexh  tUMt- 
|hfNiJi.  —  KaaaHb,  1871  r.  (*). 

(analyse  faite  par  rAuteur.) 

Vlans  mon  Mémoire  «  Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  de 
UNMS  dimensions  »,  j'ai  admis,  à  l'exemple  de  Riemann,  que  l'élé- 
Miwt  linéaire  d'un  système  est  égal  à  la  racine  carrée  d'une  fonction 
iMMnogène  du  second  degré  des  diflerentielles  c/Xi,  c/Xf,  </Xt,  dans 
hquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  des  variables  Xi,  Xf,  X», 
de  sorte  que 

(  d^  =  A„rfX;  H-  aA^rfX.rfX,  H-  A„rfXî  4-  aA„rfX.  rfX, 
^'^    \  4-2A„rfX,rfX,-f-A„rfX;. 

La  forme  des  fonctions  Au,  Ait,* .  •  dépendra  tant  du  choix  des 
coordonnées  que  des  propriétés  du  système  donné  de  trois  dimen- 
sioi&s.  En  effet,  si 

i  ds*  =  audx\  -h  aattdxidxi-^andxl-^^atidxtdxi 
'   '        (  -haaudxtdxt-handxl 

iiéX  une  autre  forme  de  l'élément  linéaire,  il  faut,  pour  que  cette 
d^ruièiH^  cxjurime  l'élément  linéaire  du  même  système,  qu'il  y  ait 


^  *  )  îWw^o«k^>*  (l'O»  ^•"'  '•*  caractérùtifues  des  sjstimet  de  trois  dimensions,  —  Kazan, 
lifcji.  ;u  î  ^  ^^  ia«9*.) 
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une  transformation  possible  de  la  première  forme  dans  la  seconde^ 
mais,  en  supposant  que  Xi,  o^t,  Xt  soient  des  fonctions  quelconques 
de  Xi,  Xf,  Xt,  on  reconnaît  la  possibilité  théorique  de  ramener 
trois  seulement  des  coefficients  An,  An,...  à  la  forme  an,  an,.-., 
les  trois  autres  ne  pouvant,  en  général,  prendre  les  autres  formes 
données.   Par  conséquent,   pour  que  l'on  puisse  transformer  la 
forme  (i}  en  (a),  les  coefficients  de  cette  dernière  forme  devront 
nécessairement  satisfaire  à  certaines  conditions,  au  nombre  de  trois. 
Pour  trouver  ces  conditions,  sifpposons  que  Xi,  x^,  Xt  soient  des 
fonctions  quelconques  de  Xi,  Xt,  X»;  substituons  dans  (2)  les  va- 
leurs des  difTérentielles  c£xi,  ^Xt,  ^Xt,  et  égalons  les  coefficients. 
des  divers  produits  des  différentielles  dX  dans  la  forme  (a)  aux 
coefficients  correspondants  de  la  forme  (1).  On  obtient  ainsi  six 
équations  de  la  forme 

r      s 

les  signes  de  sommation  ^  ®^  ^    s'étendant  aux  valeurs  i,  2,  3 

r  f 

des  indices  r  et  5.  Entre  ces  six  équations  et  leurs  dérivées,  on  peut 
éliminer  les  dérivées  des  x,  par  rapport  aux  X,  lesquelles  seules  dé- 
pendent des  relations  arbitraires  qui  lient  entre  elles  les  coordon- 
nées des  deux  expressions  de  l'élément  différentiel.  Le  résultat  de 
l'élimination  nous  fournit  les  conditions  nécessaires  pour  la  trans- 
formation de  la  forme,  et  de  la  vérification  de  ces  conditions  dé- 
pendra la  possibilité  de  transformer  l'une  des  formes  dans  l'autre. 
Si  ces  conditions  s'expriment  au  moyen  des  valeurs  de  certaines 
fonctions  invariantes  des  coefficients  An,  An»-  •  •  et  de  leurs  dé- 
rivées, alors  ces  invariants  serviront  de  caractéristiques  relative- 
ment au  système  de  trois  dimensions. 

Le  nombre  des  résultantes  de  l'élimination  se  détermine  sans 
difficulté.  En  s'élevant  jusqu'aux  secondes  dérivées  des  équa- 
tions (3),  on  obtient 

6(i-h3-h  6)  =  6o 

équations,  contenant 

3(3-+-6-4-io)  =  57 

quantités  à  éliminer;  par  suite,  nous  aurons  trois  équations  résul- 
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tantes,  contenant  les  dérivées  secondes  des  coefficients  des  formes 
de  l'élément  linéaire.  Outre  ces  trois  conditions  nécessaires  de  la 
transformation,  il  existe  d'autres  conditions  renfermant  les  dérivées 
du  troisième  ordre  et  des  ordres  supérieurs  des  coefficients  de  la 
forme*,  mais  les  trois  premières  sont  les  plus  simples. 
En  posant 


*«_c/AA*         A«P  — _^li!*L         f''*'*!  —  A«  A'      _i_  A"» 


Q=^ 


Ail    Ai3    Ail 

Aji      Ati     An 
Aji     Ajj     Aji 


^  dû 

oAkk 


2Yu  ={\Z-  ASî„  -+-  Ai-  -  AD 

-isfeimm-mmi- 

• 

/,  m,  ra  étant  trois  des  indices  i ,  a,  3,  différents  entre  eux,  les  signes 
de  sommation  s'étendant  aux  valeurs  i,  2,  3  des  indices  p  et  a,  et 
en  désignant  par  les  lettres  minuscules  a>  et  i^  des  expressions  sem- 
blables, composées  avec  les  coefficients  an,  aj,,. . .  de  la  seconde 
forme,  les  trois  résultantes  de  Télimination  en  question  se  présen* 
tent  ainsi  : 

p    p'  p    f 

les  signes  de  sommation  s'étendant  aux  valeurs  i,  a,  3  des  in- 
dices Pt  p's 

P      P'  P       P' 

y,  q\  r,  r'  étant  les  restes  de  la  division  de  /?-f-  i,  p'-hif  y^^  H-  a, 
p'-+-  2  par  3,  et  les  signes  de  sommation  s'étendant  aux  mêmes  va- 
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leurs  de  p^  p'\ 

(III)  ïliS±^''V„V.,  =  i;]^±...,«..,«..„ 

le  signe  \  ±  désignant  le  déterminant  des  éléments  sous  le  signe 


pqr 


sommatoire.  Ces  trois  fonctions,  que  M.  ChristofTel  avait  déjà  ob- 
tenues avant  moi  sous  une  forme  générale  (voir  Journal  de  Bor— 
chardt,  t.  70),  ne  contiennent  pas  les  dérivées  des  x  par  rapport 
aux  X  \  par  suite,  elles  ne  dépendent  pas  du  choix  des  coordonnées, 
et  en  conséquence  elles  expriment  les  conditions  nécessaires  de  la 
transformation.  De  plus,  la  forme  de  ces  conditions  est  remarquable 
en  ce  qu'eUes  s'expriment  par  Tégalité  de  fonctions  identiquement 
semblables  des  coefficients  des  formes  de  l'élément  linéaire.  De  là 
résulte  que,  pour  la  transformation  d'une  forme  de  l'élément  li- 
néaire en  une  autre,  il  est  nécessaire  que  les  trois  fonctions  en  ques- 
tion conservent  leur  valeur  dans  le  passage  de  l'un  des  systèmes 
de  variables  à  l'autre;  c'est-à-dire  qu'il  est  impossible  de  trans- 
former la  forme  donnée  en  une  autre  pour  laquelle  une  quelconque 
de  ces  trois  fonctions  aurait  une  valeur  diiOférente  de  celle  qu'elle  a 
pour  la  première  forme. 

Ces  fonctions,  relativement  à  un  système  de  trois  dimensions,  à 
cause  de  l'indépendance  qui  existe  entre  leurs  valeurs  et  le  choix 
des  coordonnées,  doivent  fournir  les  propriétés  qui  caractérisent 
essentiellement  le  système,  c'est-à-dire  qui  le  distinguent  des  autres 
systèmes  de  trois  dimensions,  pour  lesquels  ces  fonctions  ont  une 
autre  valeur.  Ainsi,  par  exemple,  pour  l'espace,  dont  l'élément  li- 
néaire s'exprime  par  l'équation 

ds"  —  dx\  -h  dx\  -h  rfxj, 

chacune  des  trois  fonctions  se  réduit  à  zéro;  donc  l'espace  est  un 
système  différent  de  tous  les  autres  systèmes  pour  lesquels  une 
quelconque  de  ces  fonctions  ne  s'annule  pas,  mais  est  égale  à  une 
grandeur  constante  quelconque,  ou  à  une  fonction  des  coordonnées 
du  point.  La  forme  de  l'élément  linéaire  d'un  tel  système  ne  peut, 
par  aucun  choix  quelconque  de  coordonnées,  se  ramener  à  la 
somme  des  carrés  des  différentielles  des  coordonnées.  Pour  les  sys- 
tèmes de  deux  dimensions,  c'est-à-dire,  en  langage  géométrique, 
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pour  les  surfaces,  il  n'existe  qu'une  seule  fonction  de  cette  na- 
ture (^},  ne  changeant  pas  de  valeur  parla  transformation  des  coor- 
données, et  représentant,  au  point  de  vue  géométrique,  la  courbure 
de  la  surface  d'après  Gauss.  Pour  ce  qui  est  des  trois  fonctions 
trouvées  plus  haut,  la  théorie  des  systèmes  de  trois  dimensioni 
autres  que  l'espace  est  encore  trop  récente  pour  que  je  me  décide  i 
donner  un  nom  spécial  aux  propriétés  des  systèmes  exprimées  pai 
ces  fonctions.  Mais,  de  même  que  plusieurs  géomètres  (Riemann. 
Kronecker,  Beltrami)  ont  appliqué  à  ces  propriétés  la  terminologie 
géométrique,  et  cela  de  différentes  manières,  j'ai  cherché,  dans  1( 
Chapitre  lU  de  mon  Mémoire,  à  démêler  les  lois  géométriques  de 
expressions  analytiques  trouvées.  A  cette  fin,  pour  mieux  aperce- 
voir l'analogie  des  formules  (I),  (U)  et  (III)  avec  les  formules  de  h 
Géométrie  ordinaire  —  analogies  qui  se  découvrent  en  considéran 
un  système  de  trois  dimensions  comme  un  lieu  dans  un  système  d< 
quatre  dimensions  — j'ai  sacrifié  la  généralité  à  l'avantage  d'une  in 
tuition  plus  facile,  et  j'ai  pris,  au  lieu  d'un  système  de  quatre  di* 
mensions  de  la  forme  la  plus  générale,  un  système  dont  l'élémen 
linéaire  est  exprimé  par  la  somme  des  carrés  des  différentielles  de 
quatre  coordonnées,  savoir  : 

(4)  ds'  =  dx\  4-  dx\  -+-  dxl  -+-  dy]. 

Je  désigne  par  la  lettre  jr  les  coordonnées  d'un  système  de  quatr 
dimensions,  et  je  réserve  la  lettre  x  pour  les  coordonnées  d'un  sys 
tème  de  trois  dimensions.  En  considérant  ce  dernier  comme  un  liei 
dans  le  premier,  les  coordonnées  x  joueront  le  rôle  des  coordonnée 
curvilignes  sur  une  surface  placée  dans  l'espace^  par  suite,  sembla- 
blement  aux  coordonnées  de  l'espace,  les  coordonnées  jr  des  point 
d'un  système  de  trois  dimensions  seront  des  fonctions  des  coordon* 
nées  X,  et  l'élément  linéaire  d'un  système  de  trois  dimensions,  ei 
tant  que  lieu  dans  un  système  de  quatre  dimensions,  sera  exprinu 
par  la  formule  (4). 

En  substituant,  dans  (4))  aux  différentielles  djr  leurs  valeurs  ei 
fonction  des  différentielles  <£x,  et  égalant  ensuite  les  coeflScients  dei 
mêmes  différentielles  dx  dans  les  formes  (i)  et  (4)9  on  obtiendra  lei 


(  *■  )  Casoiati  :  Micerea  fontlameniale  per  lo  studio  di  tma  certa  classe  di  propriété 
dette  tuperJSeie  turpe  {Âitnali  di  Matematiea,  t.  III,  1860). 
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coefficients  A,  et  par  suite  aussi  les  fonctions  V  et  û,  exprimées  au 
moyen  des  dérivées  des  ^  par  rapport  aux  x.  Puisqu'un  système  de 
trois  dimensions,  considéré  comme  un  lieu  dans  Tespace  de  quatre 
dimensions,  peut  être  représenté  par  une  équation  quelconque  entre 
les  coordonnées  y%yy%^  y%^  /4» 

nous  pourrons  regarder  une  des  coordonnées,  y^  par  exemple, 
comme  une  fonction  des  trois  autres.  Alors,  en  exprimant  A,  Y  et 
£2  au  moyen  des  dérivées  de^4  par  rapport  à  jKd  ^d  ^S)  faisant,  pour 
abréger, 

à^T^      à^r*      ^*r* 


Y  = 


dy^dyy 


dxxàyi 


dyxdyt 

d'y, 
àXidyt 


et  appelant  Y^  le  déterminant  du  second  ordre,  obtenu  en  suppri- 
mant dans  Y  la  ^'*™«  ligne  horizontale  et  la  y""*  ligne  verticale,  on 
trouve,  pour  les  expressions  des  fonctions  (I),  (II),  (UI)  au  moyen 
des  dérivées  de  ^-4, 


(I.) 


kLL 


A,^V,y 


J»     T' 


-  h  V" 


+  Y,.H- 


p   p' 


iyyo'WVf/v^-v^v^) 


p  f 


(II.) 


-^h(^)"-(l;)']- 


—  2 


.àyx) 

à^yk    ày^dy. 


dyxdy^dyx  dy^ 


dyidyt  dyx  dyt 


—  a 


d'y,   ày\dy\\ 


(III-) 


dy%dy^dy^dyi) 
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En  extrayant  la  racine  cairëe  de  la  dernière  expression,  d'où 


(ni») 


sVl 


Vi^V»fV,r  —  TTj 


pqr 


on  voit  aisément  que  le  second  membre  a  quelque  analogie  avec  i 
formule  de  Gauss  pour  la  courbure  des  surfaces,  et  qu'il  coïncidi 
rait  avec  cette  formule,  si  nous  étendions  celle-ci  aux  trois  dimei 
sions,  de  même  qu'elle  coïncide  avec  la  formule  que  Kronecker  ( 
appeUe  la  courbure  d'un  système  d'un  nombre  quelconque  de  d 
mensions.  En  effet,  si  l'on  exprime  les  dérivées  àejr^  au  moyen  d 
dérivées  partielles  de  W  par  rapport  aux  coordonnées^!,  j^t,  J't^y 
il  vient,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (lU^), 


o       W.     W, 

w. 

w« 

I 

W.  w..  w., 
w,  w,.  w„ 
w.  w..  w.. 

w., 
w., 

Wu 

w„ 
w., 

(Wî-f-Wî-hWJ-hWî)^ 

w.  w,.  w.. 

w„ 

w„ 

où  Ton  a  fait,  pour  abréger. 

^ dxrdr.' 

Mais  je  ne  pense  pas  que  la  dénomination  de  courbure  du  s^ 
tème  puisse  être  légitimement  appliquée  à  cette  fonction.  En  effi 
nous  sommes  habitués  à  désigner  sous  le  nom  de  courbure  d*\ 
système,  d'après  Gauss,  le  rapport  de  l'aire  d'un  triangle  infi] 
ment  petit  du  système  donné  à  l'aire  correspondante  d'un  systèm< 
courbure  constante  positive  (système  sphérique).  C'est  ainsi,  < 
moins,  que  Riemann  et  Beltrami  entendent  la  courbure  des  sj 
tèmes,  et  c'est  seulement  dans  ce  sens  que  les  systèmes  non-euc 
diens  ou  pseudosphériques  de  ce  dernier  géomètre  auront  une  cov 
bure  constante  négative,  et  les  systèmes  sphériques  une  courbu 
positive.  Effectivement,  l'élément  linéaire  d'un  système  sphériqi 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


(')  Monattbericht  d,  Kônigi.  Akad,  zu  Berlin^  Augost  1869. 


me 
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où  a:*  =  a*-+-  xJh-  xj-h  xj,  Xi,  x,,  Xj  étant  les  coordonnées  de 
ce  système,  R  et  a  des  paramètres.  La  valeur  de  la  fonction  (lU^), 

pour  cette  forme  de  l'élément  linéaire,   devient   =b  rr^9  et  non 

H-  —I  valeur  qui,  d'après  Riemann,  devrait  être  celle  de  la  cour- 
bure de  ce  système.  Pour  les  systèmes  à  courbure  constante  néga- 
tive, la  fonction  (III*)  donne  une  valeur  imaginaire  \/  —-  iTe*  U 

semble  que  la  seconde  dénomination  de  condensation  du  système, 
que  Kronecker  donne  à  cette  fonction  à  la  fin  du  Mémoire  cité,  en 
la  comparant  aux  fonctions  de  Kummer  qui  représentent  la  con- 
densation des  rayons  lumineux,  a  une  raison  géométrique  plus 
simple.  En  effet,  comparons  deux  systèmes  de  trois  dimensions  :  le 
système  donné 

W  =  F  (/„  ;^,,  ;^„  74)  =  o, 

et  un  système  sphérique,  c'est-à-dire  à  courbure  constante  positive. 
Nous  trouverons  l'équation  de  ce  dernier  système,  connaissant  l'ex- 
pression [p)  de  son  élément  linéaire.  Posons,  en  n'attribuant  d'a- 
bord à  Yx'ijft'ijft'i  Yk  aucune  valeur, 

-=r4.   ^-^"^r^^  ^1^"=^^''  ^x"^^^' 

en  substituant  ces  valeurs  dans  (;?),  il  viendra 

A»  =  dy\  -+-  dx\  -+-  dx\  -f-  rfjî, 

c'est-à-dire  que  l'élément  linéaire  d'un  système  de  trois  dimensions 
à  courbure  constante  positive  est  l'élément  linéaire  du  lieu  géo- 
métrique, dans  un  système  à  quatre  dimensions,  représenté  par 
l'équation 

Par  suite,  l'équation  de  ce  lieu  sera  celle  d'un  système  sphérique 
de  trois  dimensions.  Je  désignerai  par  les  lettres  y',,  j\^  j\^j\'i 
poiur  les  distinguer  des  coordonnées  des  points  du  système  W  =  o, 
les  coordonnées  du  système 
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où  j'ai  fail,  pour  plus  de  simplicité,  R  ^  i .   Pour  chaque  poinl 

(j'u  ^»î  J»î^«)  *i'*  »y*lème  W=:o,  miî  peut    troUTer  un  point 

tj''iij'ii^'i'y»!  dtt  système  V  =  o,  pour  lequel  on  aura 

dj\  __  dy.       à}',  _  àXi       t'y,  _  àf, 

dj',       àj-'     d/,  ~  (h-,'     ây,  ~  dr, 

D  suffit  pourc«lade  supposer  les  coordooi)^y,,y,,^',,  j',  ^k> 
respectivement  aux  dérivées 

âVi      dVf      dVf      àW 

<r.'      <^.'      àjr,*     ày/ 

divisées  par 


-  //dw\'    /<»w\'    {àviy     (àwy 

J'appellerat  de  tek  poinU  de*  ptmU  corretpomdtmit.  PMmm, 
dans  le  système  W  =  o,  quatre  pmnts  i 


T"         ri.         r.î  r.+^»  rt+^  r^+^'î 

r.+^i.  r»-»-^».  r*-^ày,;     r>+*r-.  r»+*ri-  r.+^- 

la  quatrième  coordonnée  étant  déterminée  en  foDctïoD  des  trois  pre- 
mières.  On  détermiaera  les  coordonnées  des  quatre  points  corres- 
pondants,  dans  le  système  V  ^  o,  d'après  la  règle  convenue,  et 
elles  seront  des  lonctioiu  des  coordonnées  des  pointa  dn  systiae 
W  =  o.  Désignons-les  par 

y,.         /..         /.;  /+<¥..  /.+''/..   r\**f« 

y,+<y,.  y.+<iy,.  /.+<»/.:    /.+»/,.  /.+v,.  y.+v.- 

En  considérant  d-,  à^  i  comme  des  si^es  d'accroiaaemaits  infim- 
ment  petits,  et  boiiisnt  l'approximation  anx  teimes  da  ] 
ordi«,  le  rapport 


àx,  dyi  dyt 
dy,  dyt  ày, 
Hy,    »y.    iy. 


dy.  dy,  dy. 
ày.    ày,   à/, 

V.  ¥.  >y. 


représente  le  rapport  des  volumes  des  lieux,  pris  dans  les  syitèmei 
W  =  o,  V  =  o,  et  correspondanu  anx  tétraèdres  dans  l'espaoe- 
Mais,  comme  i  chaque  point  dupremiersyst^necorrespond  on  point 
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dëlerminë  du  second,  à  chaque  volume  du  premier  système  corres- 
pondra un  volume  du  second  système,  et  ce  dernier  volume  sera 
comme  une  transformation  du  premier,  puisqu'a  chaque  point  dé- 
terminé i  l'intérieur  du  volume  du  premier  système  correspond  un 
point  déterminé  à  l'intérieur  du  volume  du  second  système.  Le 
rapport  c  trouvé  ci-dessus  est  le  rapport  de  deux  de  ces  volumes 
correspondants  inûniment  petits.  La  valeur  de  ce  rapport  donne  la 
mesure  de  l'écart,  au  point  de  vue  d'une  propriété  déterminée  (la 
courbure,  suivant  Kronecker),  du  volume  du  premier  système  re- 
lativement au  volume  du  second  système,  ou,  les  volumes  étant  in- 
finiment petits,  la  mesure  de  l'écart,  au  point  de  vue  de  cette  pro- 
priété, de  chaque  point  du  premier  système  relativement  au  point 
correspondant  du  second  système.  La  fonction  c,  étant  une  fonction 
des  dérivées  de  W  =  o,  sera  difiérente  pour  des  systèmes  différents, 
et,  par  suite,  pourra  servir  de  caractéristique  pour  un  système; 
mais,  en  exprimant  les  différentielles  des  coordonnées  j^'  en  fonc- 
tion des  différentielles  des  coordonnées  j",  et  substituant  leurs  va- 
leurs dans  la  fonction  c,  on  trouve,  après  réduction,  l'expression 
de  ce  rapport  en  fonction  des  dérivées  secondes  de  ^4,  savoir, 

Y 

c'est-à-dire  que  ce  rapport  est  exprimée  par  la  valeur  de  la  fonc- 
tion (in^).  n  s'ensuit  de  là  que  la  fonction  (UI^)  représente,  non 
le  rapport  des  aires  de  triangles  infiniment  petits,  que  nous  appe- 
lons, d'accord  avec  Gauss  et  Riemann,  la  courbure  du  système, 
maîa  le  rapport  des  volumes  de  tétraèdres  infiniment  petits.  Pour 
cette  raison,  je  crois  que  la  seconde  dénomination  donnée  par  Kro- 
necker à  la  propriété  exprimée  par  cette  fonction,  la  dénomination 
de  mesure  de  la  condensation  du  système,  est  la  plus  convenable. 
Pour  ce  qui  concerne  l'interprétation  des  formules  (I)  et  (II), 
en  remplaçant  la  fonction  (n«)  par  la  fonction 

(II»)  r    ^'  , 
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il  cbi  aise  de  voir  que  les  expressions,  au  moyen  des  dérivées  de 
des  fonctions  (I«),  (II»)  et  (UI»)  représentent  les  cœfficiento 

l'équation  cubique  en  ^»  obtenue  en  éliminant  jg — y,,  jt — 

rt  —  r\,  djt^  djTt^  djTt  entre  l'équation 

SCS  trois  dérivées  partielles  par  rapport  ^y\^y%^  Jft  (en  considé 
^4  comme  fonction  des  autres  coordonnées),  et  les  trois  diflei 
ticlies  totales  de  ces  dérivées  partielles.  Par  conséquent,  en  d 

gnaut  par  ip  >  ït'    n"  1<^s  racines  de  cette  équation,  nous  auroE 
*      Kl     Kj     n» 


(in.)  lY/J±v.,v.,v.,=  -g^^, 


P^r 


(I*)        i  S  S  ^"'^'"' = RHû  "^  sk  "^  râ 


f 


L\H|ualion  ^^^  représentant  un  système  de  courbure  oon 

|HVMli\o«  lo5  trois  racines  ^*  ^^  ^  seront  inversement  pi 

lionnono5  au\  rirons  de  courbure  des  trois  directions  déten 
|\ar  les  deux  cqxiaiions  entre  lc«  diderentielles  dv^^  dj^^  dj 
\\\\\  vtcwx  obtenir  en  éliminant  la  didRmnce  1 4 —  >**.  entre  le 
reuùcUe*  de*  deri\cc5  j^ariiellcs  de  Téquation  jp).  Comme  la 
oarrct^  de  U  ^^neli«>n  Ur  peut  avoir  une  valeur  imaginaire, 
A  lieu  }VM)r  un  >\>tcn)e  de  ci>urburc  constante  néeaiive^  pour 
*\S  iwc^nxcnioni.  'c  muhiplie  les  liMctions  (H)  et  Ul^)  par 
en  jvvx«nt  aKvrs 


I 


R.R.    "'-fc;^/  -    1.1. 
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on  peut  écrire 

p  p' 

p    p' 


Q'2d 


jM/r 

Les  paramètres  a,  j3,  y  représentent  les  courbures  superficielles 
(de  Gauss)  suivant  les  trois  sections  principales  du  système  de  trois 
dimensions,  suivant  lesquelles  la  courbure  présente  la  propriété  du 
maximum  ou  du  minimum. 

Eln  effet,  Lipschitz  a  démontré  (^)  que  la  forme  générale  de  l'élé- 
ment linéaire  d'un  système  de  trois  dimensions  peut  être  ramenée 
k  la  forme  donnée  par  Riemann  pour  un  système  de  courbure  con- 
stante, lorsque  la  condition,  nécessaire  et  suffisante, 

(r)    J!—^ =a 

p     p' 

est  satisfaite,  a  étant  la  mesure  de  la  courbure  constante. 

Si  l'on  suppose  a  variable,  la  formule  (r)  donnera  l'expression 
de  la  courbure  variable  en  fonction  des  différentielles  des  directions 
superficielles.  L'équation  cubique  en  a,  fournie  par  le  discriminant 
de  l'équation  (r),  a  pour  racines  les  trois  valeurs  a,  en  fonction  des 
coefficients  de  la  forme  de  l'élément  linéaire,  qui  représentent  les 
grandeurs  maxima  et  minima  de  a. 

n  s'ensuit  de  là  que,  pour  l'individualisation  d'un  système  de 
trois  dimensions,  il  faut  nécessairement  connaître  les  trois  racines 
de  l'équation  en  a,  ou  les  trois  coefficients  de  cette  équation,  et 
aucun  de  ces  coefficients  ne  peut  rester  arbitraire.  Cela  fait  voir 
que,  parmi  les  systèmes  de  trois  dimensions,  il  ne  peut  en  exister 
deux  qui  soient  applicables  l'un  sur  l'autre. 

Pour  un  système  à  courbure  constante,  les  racines  de  l'équalion 

(*)  Journal  de  Borchardt,  t.  72,  p.  5a. 
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HIRN  (G.-A.).  —  MévoiRB  juh  les  conditions  d'équilibre  et  sur  la  nature 
raoBABLB  DBS  ANNEAUX  DE  Saturne.  —  Paris,  Gauthier-Villars,  187a.  In-4®. 
Prix  :  4  fr. 

Les  problèmes  relatifs  à  la  nature  et  aux  conditions  d'équilibre 
des  anneaux  de  Saturne  constituent  un  des  points  les  plus  impor- 
tants et  les  plus  difficiles  de  la  Mécanique  céleste.  Laplace,  après 
avoir  déterminé  une  des  formes  d'équilibre  que  ces  anneaux,  sup- 
posés originairement  fluides,  ont  pu  prendre  sous  l'action  attractive 
de  leur  propre  masse,  combinée  avec  celle  de  la  planète,  admet 
qu'ils  se  sont  solidi6és  sous  cette  forme,  et  il  cberclic,  dans  cette 
hypotbèse,  les  conditions  de  stabilité  de  leur  équilibre.  Il  démontre 
facilement  qu'un  anneau  homogène  concentrique  à  Saturne  ne 
pourrait  avoir  qu'un  équilibre  instable,  et  tomberait  sur  la  planète 
dès  que  les  deux  centres  se  seraient  séparés^  il  en  conclut  que  les 
anneaux  sont  des  solides  irréguliers,  d'une  largeur  inégale  sur  les 
divers  points  de  leur  circonférence,  et  que  chacun  d'eux  tourne 
autour  de  son  centre  de  gravité,  dans  le  même  temps  que  celui-ci 
tourne  autour  du  centre  de  la  planète  -,  mais  il  ne  donne  sur  ce 
point  si  essentiel  de  sa  théorie  aucun  développement  analytique. 

La  question  a  été  plusieurs  fois  reprise,  depuis  le  commencement 
du  siècle.  Sans  parler  de  quelques  remarques  que  Plana  et  d'autres 
géomètres  ont  ajoutées  à  la  théorie  de  Laplace,  nous  citerons  les 
travaux  de  Bond  et  de  Peirce.  Le  premier  cherche  les  limites  de 
grandeur  et  de  densité,  nécessaires  pour  l'équilibre  de  chaque 
anneau^  il  conclut  que  cet  équilibre  peut  être  stable  avec  des 
anneaux  fluides.  Le  second  croit  que  le  système  ne  peut  se  main- 
tenir que  grâce  à  l'action  des  satellites^  mais  il  ne  traite  pas  le 
problème  avec  une  rigueur  mathématique  suffisante. 

En  1859,  M.  Clerk  Maxwell  a  publié  un  travail  beaucoup  plus 
important  et  plus  complet  que  tous  les  précédents.  Il  commence 
par  appliquer  une  très-savante  analyse  à  l'étude  du  mouvement 
d'un  solide  de  forme  quelconque,  autour  d'une  sphère.  Il  consi- 
dère ensuite  le  cas  où  ce  solide  est  un  anneau,  et  il  établit  les  con- 
ditions nécessaires  à  la  stabilité^  ces  conditions  ne  paraissent  pas 
compatibles  avec  les  apparences  que  présente  le  système  saturnien. 
M.  Clerk  Maxwell  examine  ensuite  Ihypothèse  où  chaque  anneau 
serait  formé  par  une  série  de  satellites,  et  il  étudie  les  ondes  de 
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condensation  et  de  dilatation  qui  se  propageraient  dans  un  tel  sys- 
tème, par  l'effet  des  attractions  mutuelles.  Il  passe  de  là  à  des 
anneaux  fluides,  et  montre  qu'ils  doivent  finir  par  se  rompre  et  se 
transformer  en  une  série  de  satellites.  La  conclusion  de  son  Mé- 
moire est,  enfin,  que  les  anneaux  sont  formés  d'un  grand  nombre 
de  particules  solides,  tournant  autour  de  la  planète  avec  des  vitesses 
différentes,  suivant  leurs  distances.  Ces  particules  peuvent  tendre 
à  se  disposer  en  anneaux  voisins  les  uns  des  autres^  mais,  bien  que 
cet  arrangement  constitue  la  disposition  la  plus  favorable  à  la 
longue  durée  du  système,  elle  ne  peut,  suivant  l'auteur,  que 
retarder  sa  destruction  inévitable. 

M.  Him  a  entrepris  son  travail  sans  avoir  eu  connaissance  de 
celui  de  M.  Clerk  Maxwell.  Les  conclusions  des  deux  géomètres  se 
rapprochent  néanmoins  beaucoup,  avec  cette  différence  que,  pour 
M.  Him,  les  parties  qui  constituent  les  anneaux  sont  très-petites 
et  séparées  par  des  intert^alles  relativement  très-grands,  de  sorte 
que  chacune  d'elles  se  meut  comme  un  satellite  isolé,  et  qu'il  est 
permis  de  négliger  leurs  attractions  mutuelles.  La  conservation 
indéfinie  du  système  des  anneaux  serait  la  conséquence  d'un  tel 
état  de  choses,  tandis  que  les  ondulations  et  les  frottements  qui 
peuvent  se  produire  dans  les  anneaux  de  M.  Clerk  Maxwell  se- 
raient une  cause  infaillible  de  destruction  plus  ou  moins  éloignée. 

C'est  en  éliminant  successivement  toutes  les  autres  hypothèses 
possibles  que  M.  Hirn  cherche  i  établir  la  réalité  de  sa  conception. 
Considérant  d'abord  des  anneaux  solides,  il  construit  directement, 
pour  chaque  cas  particulier,  les  équations  convenables,  afin  que 
le  lecteur  puisse  toujours  suivre  de  Toeil  les  phénomènes,  à  travers 
l'enchainement  des  symboles  algébriques.  H  raisonne  d'ailleurs^ 
non  sur  des  corps  idéaux,  d'une  résistance  indéfinie,  mais  sur  def 
solides  réels,  en  tenant  compte  de  leur  élasticité  et  des  limites  de 
leur  force  de  cohésion.  Il  essaye  de  prouver  que  les  solides  les  pLof 
cohérents  ne  pourraient  résister  aux  pressions  ou  aux  tractionf 
énormes  qu'ont  k  supporter  les  anneaux,  par  suite  de  la  rapidité  de 
leur  mouvement  rotatoire. 

Supposons,  en  effet,  un  anneau  très-lai^e  et  très-mince,  doui 
d'une  vitesse  angulaire  telle  que,  pour  sa  distance  moyenne  au 
centre  de  la  planète,  la  force  centrifuge  fasse  exactement  équilibre 
à  l'attraction  centrale.  Il  est  clair  que  la  couronne  intérieure  tendra 
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à  se  rapprocher  cle  la  planète,  et  la  couronne  extérieure  à  s'en 
Soigner.  En  admettant  qu'à  densité  égale  la  matière  des  anneaux 
ah  la  même  cohésion  que  les  corps  solides  connus  les  plus  résis* 
tanta,  M.  Hirn  calcule  que  la  largeur  de  chaque  anneau  ne  pourrait 
dépasser  1200  lieues,  sans  qu'il  y  eût  une  rupture. 

Les  anneaux  peurent-ils  être  liquides  ou  gazeux?  L'auteur  du 
Mémoire  répond  négativement  à  cette  question,  et  il  s'appuie  pour 
cela  sur  des  considérations  de  Thermodynamique  qu'on  ne  peut 
plus  en  efiet  laisser  de  c6té,  dans  les  recherches  relatives  à  la  Phy- 
sique câeste.  D'abord,  quelle  que  soit  la  largeur  de  l'anneau,  les 
firoitements  entre  les  molécules  les  amèneront  bientôt  toutes  à  la 
même  vitesse  angulaire.  Si  une  perturbation  intervient  alors,  elle 
ne  délacera  pas  l'anneau  tout  d'une  pièce  :  les  vitesses  des  molé^ 
cules  changeront  d'une  manière  différente  suivant  leurs  distances  à 
la  planète,  et  l'anneau  de  circulaire  deviendra  elliptique.  De  là 
dea  condensations  et  dilatations  successives  aux  apsides  si  Tanneau 
eal  gazeux,  el,  sll  est  liquide,  des  variations  d'épaisseur-,  dans  les 
deux  cas,  échauffements  et  refroidissements  successifs,  et  comme 
d'ailleurs,  par  suite  des  échanges  de  température,  par  suite  des 
chocs  et  des  frottements  de  tout  genre  qu'éprouvent  les  molécules 
pendant  leur  révolution,  il  se  dépense  continuellement,  sons  Fat- 
traction  de  la  plaïaète,  plus  de  travail  qu'il  ne  s'en  produit,  la  tem- 
pérature de  l'anneau  tendra  à  s'élever,  et  la  force  vive  transformée 
en  chaleur  se  perdra  graduellement  dans  l'espace. 

C'est  ainsi  que  M.  Hirn  arrive  par  exclusion  à  considérer  les 
anneaux  comme  formés  de  particules  solides  extrêmement  espacées  ^ 
il  consacre  la  fin  de  son  Mémoire  à  faire  voir  comment  ces  corps 
singuliers  ont  pu  se  former,  dans  le  système  cosmogonique  de 
Laplace.  Si  l'on  suppose  un  anneau  formé  d'un  gaz  permanent  en 
grand  excès,  et  d'une  vapeur  susceptible  de  se  condenser,  cette  va- 
petur  a  dû  former  çà  et  là  des  gouttes,  d'abord  liquides,  puis  solides, 
ffoà  ont  continué  k  se  mouvoir  dans  l'intérieur  de  l'anneaa  gazeux. 
Peu  à  peu  le  gaz  s'est  contracté  vers  la  planète,  abandonnant  les 
particules  isolées  qui  ont  continué  à  se  mouvoir  ccMoame  des  satel- 
lites libres. 

H  nous  reste  I  signaler,  en  terminant,  un  point  de  cet  important 
Mémoire  qui  nous  parait  prêter  à  la  critique.  Lorsque  l'autcm* 
(page  1 1  et  suivantes)  considère  le  mouvement  d'un  anneau  solide, 
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non  liomogènc,  autour  de  son  centre  de  gravité,  pendant  que  ce 
dernier  point  tourne  autour  de  la  planète,  il  substitue  a  ce  corps, 
pour  simpliGer  les  intégrations,  un  système  formé  de  deux  points 
matériels  seulement,  placés  aux  extrémités  de  la  ligne  d'excentri- 
cité, et  reliés  entre  eux  par  un  arc  inflexible  et  sans  poids.  Or  il 
n'est  pas  clair  que  les  résultats  numériques  relatifs  à  un  tel  sys- 
tème puissent  s'appliquer,  même  de  très-loin,  à  un  anneau  continu 
où  les  pressions  se  répartissent  dans  toute  la  masse.  En  outre, 
Tauteur  ne  s'occupe  nullement  des  conditions  de  stabilité  du  sys- 
tème. C'est  là  cependant  un  des  points  les  plus  importants  de  la 
théorie.  Nous  avons  déjà  dit  que  Laplace  ne  Tavait  pas  traité,  lais- 
sant ainsi  une  lacune  dont  sont  frappés,  dit  M.  Airy,  tous  ceux  qui 
lisent  la  Mécanique  céleste,  en  connaissance  de  cause.  M.  Clerk 
Maxwell  est  le  seul  géomètre  qui  ait  abordé  le  problème  dans  toute 
sa  difficulté.  Il  trouve  qu'un  anneau  lesté  en  un  de  ses  points  ne 
peut  être  stable  que  dans  des  conditions  très-particulières,  dont  la 
principale  est  que  le  poids  du  lest  constitue  les  o,  82  du  poids  total. 
C'est  là  évidemment  un  des  meilleurs  arguments  contre  la  solidité 
des  anneaux^  il  s'ajoute  à  ceux  que  nous  venons  de  signaler  d'après 
M.  Hirn,  et  il  faut  reconnaître  que  l'analogie  des  résultats  auxquels 
sont  parvenus  ces  deux  géomètres  donne  une  grande  probabilité  i 
leur  hypothèse.  Cette  hypothèse  s'accorde  du  reste  sur  bien  de 
points  avec  les  observations,  particulièrement  en  ce  qui  concem» 
l'anneau  obscur  situé  entre  les  autres  anneaux  et  la  planète. 

G.  Lespiavlt. 
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ToGNOLi  (O.).  —  Sur  la  correspondance  multiple  entre  deu 
espaces  à  trois  dimensions,  (20  p.) 


(•)  \i}ÏT Bulletin,  l.  I,  j)    i5a. 
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L'auteur  a  cherché  à  étendre  aux  espaces  non  plans  les  recher- 
ches de  M.  Wîener,  relatives  à  la  correspondance  multiple  entre 
deux  fig^ures  planes,  exposées  dans  le  tome  III  des  Mathematische 
Annalen,  Il  regarde  les  systèmes  de  points,  dans  l'espace  indéfini, 
comme  déterminés  par  les  intersections  de  trois  surfaces,  et  il 
étudie  la  possibilité  d'une  semblable  détermination  dans  ses  difTé- 
rents  cas.  En  partant  de  ce  point  de  vue  dans  la  fixation  des  points 
d'un  espace  à  trois  dimensions,  il  établit  la  correspondance  la  plus 
générale  entre  deux  de  ces  espaces,  et  considère  d'une  manière 
spéciale  celle  dans  laquelle,  parmi  les  surfaces  qui  déterminent  le 
système  de  points,  il  y  en  a  toujours  une  qui  est  plane. 

OviDio  (E.  d').  —  Courbes  du  troisième  ordre  circonscrites  à 
un  quadrilatère  complet  (17p.). 

Les  propriétés  de  ces  courbes  sont  démontrées  à  l'aide  des  coor- 
données trilinéaires,  et  l'on  indique  aussi  le  moyen  de  les  démon- 
trer par  des  considérations  de  Géométrie  pure. 

OviDio  (E.  d').  —  Sur  quelques  formules  en  coordonnées  de 
droites  (4  P-)* 

PoKCELLi  (O.).  —  Sur  une  fonction  qui  entre  dans  la  compo- 
sition des  réduites  des  fractions  continues  et  des  racines  des  con- 
gruences  du  premier  degré  à  une  inconnue.  (10  p.) 

En  supposant  la  série  de  relations 

c  =  a-\-ybf     d=  b  -hdcy     e  =  c-herf,...,     n  =  l -hvm, 

et  éliminant  entre  elles  c,  r/,  e,. . .,  n,  on  a  une  relation  de  la  forme 
/i  =  Pa  -l-Qi,  où  P  et  Q  sont  des  fonctions  des  seules  quantités 
a,  P,  y,. . .,  V.  Ce  sont  là  les  fonctions  que  considère  l'auteur. 

CaEMONA  (L.).  —  Interprétation  de  l'analogie  entre  la  théorie 
des  coniques  et  celle  des  complexes,  remarquée  par  M.  Beltrami 
au  t.  IX,  ^.  344)  d^  c^  Journal.  (  2  p.) 

Beltrami  (E.).  —  Sur  une  transformation  de  Dirichlet,  (4  p.) 
L'auteur  démontre,  par  une  méthode  différente  de  celle  qu'ont 
suivie  MM.  Padova  et  del  Grosso,  l'expression  générale  donnée  par 
Dirichlet,  de  la  fonction  potentielle  d'un  ellipsoïde,  en  évitant  l'in- 
tervention explicite  des  coefficients  d'une  substitution  linéaire. 

Beltrami  (E.).  —  Théorème  de  Géométrie  pseudosphérique. 
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L'auteur  démontre  que  les  droites  qui,  dans  le  plau  b 
dieu,  seraient  les  parallèles  k  une  mùuic  di-oi(e  mcnéi-s  dn  dii 
points  d'une  droite  perpendiculaire  à  la  précédente,  e.Qveloppenl, 
dans  le  plan  euclidien,  la  courbe  aux  tan^-ntes  de  longuet 
étante. 

Feksola  (E.)  —  QuMtiomt  à  dAnontrtr  air  tta  JwmArer.  (i  p.) 
BiTTAGLini  (G.).  —  Stir  ta  sjrrtèmet  de  droUet  de  degré  fM^ 
connue,  (ai  p.) 

Dans  ce  Mémoire,  l'tateor  •  tftendn  aux  complexes  de  dnMtes  les 
rcebcrcbes  exposas  dans  ses  Mérarâres  snr  les  fermes  binaire*  et 
sur  les  formes  temairea,  et  publias  dans  les  volâmes  précédents 
du  Giontalo. 

Stodhicki  (F.).  —  Sur  le  Calcul  des  opérations.  (3  p.) 
Besso  (D.}.  —  Sur  quelques  intégrales  doubles.  (i4  p-) 
Les  intégrales  considérées  par  l'atitear  sont 


f  J   ¥{x'-hy)dxdr, 
f    j    xr-'y^'V{x-\-jr)dxdx. 


Lemovne  (G.).  —  Sur  un  problème  de  partition  relatif  à  cer- 
taines fonctions  symétriques.  (4  p-) 

L'auteur  s'occupe  de  cette  question  :  Étant  données  certaînti 
fonctions  symétriques,  déterminer  de  combien  de  manières  on  peut 
les  partager  en  un  nombre  donné  de  fonctions  de  la  môme  nature. 

FuoBTES  (J.).  —  Les  sections  planes  du  tore,  (i  p.) 

FuoRTEs  (J.).  —  Sur  les  courbes  et  sur  les  surfaces  du  »■  ordre 
qui  diidsent  harmoniquement  des  segments  donnés.  (5  p.) 

Solution  géométrique  du  problème. 

Beltkiiii  (E.).  —  Du  mouvement  géométrique  d'un  solide  qui 
roule  sur  un  autre  solide.  (i3  p.) 

L'auteur  montre  l'application  d'un  de  ses  tbéorAmes  i  la  recher- 
che des  formules  fondamentales  pour  traiter  le  problème  eïnéma- 
tique  du  mouvement  d'un  solide  sur  un  autre,  considéré  par 
MM.  Thomson  et  Tait  dans  leur  Traité  de  Philosophie  natureile. 
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Jordan  (C»)*  —  Note  sur  la  théorie  des  substitutions,  (i  p.;  fr.) 

ToGWOLi  (O.).  —  Rectification  à  quelques-unes  de  ses  recher- 
ches, (a  p.) 

Bbsso  (I^*)*  "^  ^^'^  quelques  intégrales  définies.  (9  p.) 
Les  intégrales  considérées  sont 


.00      .  ^QO 


et  d'autres  analogues. 

ToRELLi  (G.).  —  Le  théorème  de  F'iy^iani  sur  la  pseudosphère. 

(>p-) 

ToRELLi  (G.).  —  Sur  quelques  séries.  (3p.) 
Séries  provenant  de  l'intégrale 


Jr'i    ,  ,    1-+-SÎ1 
COS*Ck)  lOg r 
o                       "^  I  -  SU 


Z=:   I   ~  COS*Ck)  lOK  '    "    .     ^  rfûl, 

sino) 


Battàglini  (G.)*  —  Sur  la  composition  des  forces.  (3p.) 

L'auteur  établit  les  formules  pour  la  composition  des  forées, 
en  rapportant  le  système  à  un  tétraèdre  fondamental,  et  suivant 
les  dernières  idées  géométriques  et  mécaniques  de  Plûcker. 

Bblxrâmi  (E.).  —  Sur  la  surface  de  révolution  qui  sert  de  type 
aux  surfaces  pseudosphérù/ues.  (i3  p.) 

L'auteur  rassemble,  dans  cet  article,  plusieurs  théorèmes  rela- 
tifs à  la  surface  de  révolution  ayant  pour  méridien  la  courbe  aux 
tangentes  de  longueur  constante. 

Besso  (D.).  —  Sur  la  série  y -•  (5  p.) 

o 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  int^olutions  de  degré  quelconque.  (5p.) 

L'auteur  considère,  en  particulier,  l'involution  d'ordre  n  qui  a 
deux  éléments  n-uples. 

Fiore  (V.).  —  Démonstration  d'une  transformation  de  déter- 
minants, (t  p.) 
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Vecchio  (A.^.  —  Sur  les  équations  transcendantes,  (i  p.) 
L'auteur  considère   réquation  4^  cosx  -4-  {ix*  —  4)  sin  x  ==  o. 

Battaglini  (G.).  —  Sur  la  théorie  des  moments,  (6  p.) 

L'auteur,  suivant  la  méthode  employée  dans  la  Note  précédenti 
Sur  la  composition  des  forces,  démontre  les  propriétés  relative 
aux  moments,  découvertes  par  Mobius,  Poinsot  et  Chaslcs. 

Battaglini  (G.).  —  Sur  les  séries  de  systèmes  de  forces,  (7  p. 

Dans  cette  Note,  suivant  la  méthode  des  précédentes,  Tauteu 
discute  les  propriétés  des  systèmes  de  forces  dont  les  coordonnée 
sont  d'une  certaine  forme  particulière. 

S1ACCI  (F.)  et  Weyr  (Em.).  —  Questions  à  résoudre,  (a  p.) 


MONATSBERICHTE   der   K5niglich  Preussischbn  Akademib   der   Wissd 

SCHAFTBN  ZU  BeRLIN  ('). 

Allée  1870. 

KosTKA.  —  Sur  la  détermination  des  figures  ellipsoïdali 
d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène,  tournant  autour  d' u 
axe  fixe,  étant  donnés  sa  densité  et  le  temps  de  sa  révolutioi 
(10  p.) 

M.  Richelol  écrit  à  l'Académie,  en  lui  envoyant  ce  travail  : 

«  Il  n'existe  jusqu'ici,  à  ma  connaissance,  aucune  méthode  coi 
venable  et  sûre  pour  calculer  les  rapports  des  axes  de  l'ellipsolc 
d'équilibre  à  trois  axes. 

»  C'est  ce  qui  m'a  engagé,  au  commencement  de  l'année  1868, 
proposer  à  l'auteur  de  celte  Note,  un  de  mes  élèves  les  plus  di.' 
tingués,  que  j'avais  initié,  pendant  ses  études  universitaires,  à  cet 
théorie  et  à  celle  des  fonctions  elliptiques,  le  problème  de  chei 
cher  une  telle  méthode  d'approximation,  et  d'essayer  cette  métho( 
sur  le  résultat  que  l'éminent  disciple  de  Jacobi,  qui  s'est  le  pli 
illustré  dans  cette  étude,  a  trouvé  en  quelque  sorte  sous  les  au: 
pices  de  son  immortel  maitre,  et  que  tous  les  géomètres  ont,  de 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  187. 
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puis,  adopte  comme  exact.  Je  veux  parler  du  rapport  d!axes  cor- 
respondant à  la  vitesse  de  rotation  de  notre  planète,  que  M.  O.  Meyer 
a  donné  pour  la  première  fois  dans  le  tome  a4  du  Journal 
de  C relie ^  sans  faire  connaître  la  méthode  de  calcul.  Ne  connais- 
sant pas  cette  méthode,  j'ai  longtemps  élevé  des  doutes  contre  le 
mode  de  calcul  indiqué  par  Jacobi  et  Meyer,  et  considéré  les  résul- 
tats comme  inexacts. 

»  M.  Kostka  a,  sous  ce  rapport,  pleinement  justifié  mes  prévi- 
sions. La  méthode  d'approximation  qu'il  a  inventée,  et  qu'il  m'a 
communiquée  la  même  année,  m'a  paru  sûre  et  commode  \  mais 
elle  donnait,  pour  l'exemple  en  question,  des  résultats  en  complet 
désaccord  avec  ceux  que  l'on  connaissait. 

»  L'importance  du  sujet,  ainsi  que  l'originalité  du  procédé,  m'ont 
engagé  à  proposer  à  M.  Kostka  de  vérifier  ses  résultats  par  une 
méthode  différente.  A  la  suite  de  cela,  il  a  découvert  une  autre  mé- 
thode plus  simple.  C'est  cette  méthode  dont  je  vous  prie  de  pré- 
senter à  l'Académie  l'extrait  suivant,  qui  en  renferme  les  points  les 
plus  essentiels.  —  Kônigsberg,  le  3o  janvier  1870.   —  F.  Ri- 

CBELOT.    » 

Gbrhàiidt.  —  Sur  l'Histoire  de  l'Algèbre  en  Allemagne, 
(a»  Partie.)  (i3  p.) 

Dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  publiée  en  1867  [Monats^ 
berichte,  p.  38  et  suiv.),  l'auteur  a  tracé,  d'après  les  documents 
imprimés,  le  tableau  des  commencements  de  l'Algèbre  en  Allema- 
gne. Dans  ce  second  article,  il  s'occupe  de  la  solution  des  questions 
qui  restent  à  traiter  :  A  quelle  source  ont  puisé  les  premiers  algé- 
bristes  allemands,  Henricus  Grammateus  (Schreyber),  d'Erfmt,  et 
Christoll' RudoliT,  de  Jauer?  Se  sont- ils  rattachés  aux  auteurs  arabes 
ou  italiens  ?  Qu'ont-ils  produit  par  eux-mêmes  ? 

11  résulte  des  recherches  de  M.  Gerhardt  que  Rudolff  a  senti  le 
premier  jusqu'à  quel  point  rétablissement  de  la  science  dépend  du 
choix  d'une  bonne  notation.  C'est  à  lui  que  l'on  doit  l'introduction 

des  signes  -+-,  — ,  ^  ,  et  il  doit  être  regardé  comme  le  fondateur  du 
langage  des  signes  algébriques. 

Helmholtz  (H.]. —  Nouv^elles  expériences  sur  la  vitesse 
de  propagation  de  l'excitation  dans  les  nerfs  moteurs  de 
l'homme,  (g  p.) 
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PoGcsNDomFF.  —  SuT  ({uelques  propriétés  mouvelUs  et  remm 
^mmbles  des  conducteurs  diamétraux  dans  la  moMne  électriqw 
et  sur  une  nouvelle  machine  double  de  cette  nature,  fondée  5i 
ces  propriétés.  (36  p.,  i  pi.) 

KuMMER.  —  Sur  la  représentation  la  plus  simple  des  nomhr 
complexes  formés  ai^ec  les  racines  de  l'unité,  que  ton  puisse  obi 
nir  en  multipliant  par  les  unités.  (i3  p.) 

Du  Bois-Reymond.  —  Addition  à  son  Mémoire  sur  le  mouy 
ment  apériodique  des  aimants.  (32  p.) 

KvMMER.  —  Sur  les  nombres  complexes  formés  avec  les  r 
cines  Si***"  de  l'unité.  ( i a  p.) 

ScHWARz  (H. -A.)  —  Sur  V intégration  de  V équation 

d*u       d^u 

sous   des    conditions  données  de  limites  et  de  discontinuit 

(a9P-) 

En  1 866,  M.  Weierstrass  a  communiqué  a  T Académie  de  Ber 
un  travail  sur  la  représentation  conforme  d'une  aire  simplemi 
connexe  T  sur  la  surface  S  d*un  cercle  ou  sur  la  surface  E  d' 
demi-plan,  dans  le  cas  où  le  contour  de  Taire  T  est  formé  de  lîg] 
droites  ou  d'arcs  de  cercles.  Dans  le  cas  général,  la  solution  de 
problème  de  représentation,  dans  l'hypothèse  où  il  est  suscepti 
d'une  solution,  a  été  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  dif 
rcntielle  ordinaire  et  à  la  détermination  d'un  nombre  fini  de  c 
stantes.  M.  Schwarz  est  parvenu,  non-seulement  à  donner  i 
réponse  générale  à  la  question  de  la  possibilité  de  la  déterminai 
des  constantes,  mais  encore  à  démontrer  rigoureusement  les  th 
rèmes  généraux  énoncés  par  Riemann  dans  sa  Dissertation  inau^ 
raie  et  dans  sa  Théorie  des  fonctions  abéliennes,  sur  l'int^rat 
de  Téquation  aux  dérivées  partielles 

d^  H       â^  u 

diaut  des  conditions  données  de  limites  et  de  discontinuités. 
tvviiMBR.  —  Sur  une  propriété  des  unités  des  nombres  a 
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plexes  formés  avec  les  racines  de  l'équation  a^=  i ,  et  sur  le  se- 
cond/acteur du  nombre  de  classes.  (  q5  p.) 

Les  unités  des  nombres  complexes,  abstraction  faite  des  racines 
simples  de  l'unité  qui  peuvent  y  entrer  conmie  facteurs,  sont  tou- 
jours des  quantités  réelles.  Si  Ton  considère  une  quelconque  de  ces 
unités  avec  toutes  ses  conjuguées,  on  obtient  une  série  de  quantités 
réelles,  qui  seront  généralement  en  partie  positives,  en  partie  néga- 
tives, mais  qui,  dans  le  cas  particulier  où  Funité  donnée  est  un 
carré,  seront  nécessairement  toutes  positives.  Ici  se  présente  la 
question  de  savoir  si,  réciproquement,  toutes  les  unités  qui  ont  la 
propriété  d*ètre  positives  ainsi  que  toutes  leurs  conjuguées  sont  né- 
cessairement des  carrés  parfaits  d'unités,  ou,  dans  le  cas  contraire, 
sous  quelles  nouvelles  conditions  elles  deviennent  des  carrés.  L'au- 
teur étudie  cette  question  pour  les  nombres  complexes  formés  avec 
des  racines  X^^"^'  d'unités.  Cette  question  oflre,  d'ailleurs,  un  inté- 
rêt spécial,  en  ce  que  sa  solution  donne  une  nouvelle  propriété  du 
second  facteur,  difficilement  calculable,  du  nombre  de  classes,  sa- 
voir :  une  condition  de  sa  divisibilité  par  2. 

KiiOiTECKBR   (L.)   —    Exposition   de    quelques  propriétés  du 
notnbre  de  classes  des  nombres  complexes  idéaux.  (9  p*) 
Remarques  au  sujet  du  Mémoire  précédent. 

KxEiN  (F.)  et  Lie  (S.  )  —  Sur  les  courbes  aux  tangentes  princi- 
pales de  la  surface  du  4'  degré  de  Kummer  à  16  points  singu- 
liers.  (9  p.) 

Cette  Note  a  été  analysée  dans  le  Bulletin,  t.  II,  p.  72. 

Allée  1871. 

Helmholtz  (H.).  —  Sur  la  vitesse  de  propagation  des  actions 
électrodynamiques.  (6p.) 

Bbrnstein  (J.).  —  Sur  les  oscillations  électriques  dans  les  con- 
ducteurs rectilignes  après  Vous^erture  d'un  courant  fermé .  (8  p.) 

PoGGENnoaFF.  —  Essai  d'une  théorie  de  la  machine  électrique 
double.  (22  p.) 

Spôrer.  —  Observations  des  protubérances  solaires,  du  21  mai 
au  S  octobre  1871.  (24  p.) 
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TUDSCHRIFT  voor  rekbn-,  stel-  en  mebtkundb,  uitgegeven  van  wege  d 
Gewestelijke  Vereeniging  Noord-Holland  van  het  Nederlandfich  Onderwijz^i 
Genootschap.  Onder  redactie  van  J.  Agquot,  H.-W.  Blobm,  D.-W.  Hinsb  e 
A.  VAN  Otterloo.  —  Te  Amsterdam,  bij  A.  Hoogenboom  ^*). 

Le  contenu  de  ce  Journal,  dont  la  vingtième  année  est  en  cours  d 
publication,  se  compose,  comme  plusieurs  autres  recueils  hollandais 
de  problèmes  proposes  et  résolus  par  les  abonnés,  et  se  rapportai 
exclusivement  aux  matières  mentionnées  dans  le  titre.  Les  énonce 
sont  publiés  à  l'avance  sur  des  feuilles  séparées,  pour  que  les  collj 
borateurs  aient  le  temps  d'ajouter  d'autres  solutions  à  celle  qu 
dû  envoyer  l'auteur  de  chaque  question.  La  rédaction  classe  1 
pièces  reçues,  et  publie  celles  des  solutions  qu'elle  considère  comn 
les  meilleures. 

Voici  quelques-uns  des  derniers  énoncés,  dont  les  solutions  d 
V aient  être  envoyées  à  la  rédaction  avant  le  8  novembre  dernier. 

Trouver  un  nombre  /i,  divisible  par  6,  lo  et  12,  et  tel  que  le  i 
le  lo*  et  le  12*  coefficient  binomial  de  la  /i**"*«  puissance  soient  d 
visibles  par  n. 

Sur  les  côtés  d'un  triangle  quelconque  ABC,  et  vers  l'intérie 
de  ce  triangle,  on  construit  trois  triangles  équilatéraux  a  BC,  bd 
cAB.  Démontrer  que  les  trois  droites  a  A,  &  B,  cC  sont  d'égale  lo 
gueur,  et  qu'elles  se  coupent  en  un  même  point,  par  lequel  passe 
aussi  les  trois  cercles  circonscrits  aux  trois  triangles  équilatérav 

Résoudre  l'équation 

m  1  J    I      '  •     5        5. I I         5.1 I . 17 

Trouver  la  somme  de  la  série 1 -\ 5 — '—  -+-.... 

17        17.23       17.23.29 

Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  d'où  l'on  peut  mené 
deux  cercles  donnés  des  tangentes  qui  soient  dans  un  rapp 
donné  ? 

Un  négociant  vend  une  partie  de  café,  j  à  0^,70,  -J-  à  0^,75, 
o",77,  et  le  reste  à  o",95  le  kilogramme.  Son  gain  sur  les  deux  d 
nières  portions  est  2,16  fois  aussi  grand  que  le  gain  fait  sur 


(*)  Journal  d* Arithmétique^  d'Algèbre  et  de  Géométrie,  publié  par  TUnion  o 
dentale  Noord-HoUand  de  l'Association  des  professeurs  néerlandais.  Parait  cha 
trimestre  par  livraisons  d'une  feuille  ia-8<*.  Prix  de  raboooemeot  pour  un  an  :  {-flo 
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deux  premières,  et  le  bénéfice  total  est  i58  florins^  calculer  les 
quantités  vendues  et  le  prix  d'achat. 

Dans  un  triangle  donné  ABC,  mener  une  ligne  DE,  rencontrant 
la  base  AB  sous  un  angle  donné,  et  telle  que  le  rapport  des  aires 
des  triangles  ABC,  DBE  soit  égal  à  celui  de  m  k  n. 


ZEITSCHRIFT  nia  mathbmatiscren  und   naturwissenschaptlichen  Unter- 

ejcht(*^). 

3*  Année,  187a. 

Krumme.  —  Sur  l'Analyse  spectrale,  (10  p.) 

HoppE.  —  La  notion  exacte  et  simple  de  V infini ^  et  son  emploi 
dans  les  Mathématiques  élémentaires  et  supérieures.  (8p.) 

L'auteur  redresse  les  fausses  notions  qui  régnent  encore  sur  les 
infiniment  petits  et  les  infiniment  grands,  en  rappelant  que  ces 
(piantités  sont  essentiellement  des  variables,  susceptibles  de  valeurs 
quelconques,  et  que  leur  rôle  consiste  dans  la  détermination  de 
certaines  valeurs  limites  par  le  procédé  d'exhaustion. 

Wagner  (H.).  —  Sur  la  cause  principale  du  peu  de  succès  de 
l'enseignement  géographique  dans  les  écoles  supérieures  d'Alle- 
magne. (19  p.) 

Cet  enseignement,  quoique  supérieur  à  ce  qu'il  est  chez  les  na- 
tions voisines,  ne  donne  pas,  à  ce  qu'il  parait,  tous  les  résultats 
qu'on  avait  le  droit  d'en  attendre.  La  faute  en  est,  suivant  l'auteur, 
au  manque  de  professeurs  préparés  par  une  instruction  spéciale  à 
cet  enseignement  dont  l'objet  est  aussi  vaste  qu'important  et  qui, 
bien  dirigé,  devrait  servir  de  point  de  raccordement  à  toutes  les 
autres  branches  d'études.  Il  serait  à  souhaiter  que  ces  idées  si  justes 
fussent  appliquées  à  l'organisation  de  renseignement  géographique 
en  France. 

'  Hoffmann  (  J.-C.-V.).  —  Les  principes  du  I""  iiVre  des  Élé- 
ments d'EucUde.  (3o  p.) 

(*)  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  48. 
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L'auteur  reproche  aux  premières  définitions  d*Euclide  d'être  pu- 
^  rement  négatives,  et  partant  de  ne  pas  donner  une  idée  claire  de 
l'objet  défini.  Nous  ne  pouvons  partager  sur  ce  point  les  idées  dv 
savant  rédacteur.  Les  entités  sur  lesquelles  repose  la  vraie  Géoraé* 
trie,  la  Géométrie  abstraite,  sont  par  leur  nature  insaisissables  i 
notre  intelligence.  Ce  sont  de  pures  créations  de  notre  esprit,  aux- 
quelles nous  avons  été  conduits  en  dépouillant  les  objets  étendu 
que  nous   avons  sous  les  yeux  d'une  partie  des  conditions  essen- 
tielles de  leur  existence  réelle,  et  il  ne  nous  reste  que  des  concep 
tions  idéales,   entièrement  négatives,   qui  sont  les  représentant 
symboliques  de  l'ensemble  de  propriétés  que  nous  y  rattachons.  L 
combinaison  de  ces  propriétés  par  voie  déductive  constitue  la  Géo- 
métrie. Le  but  des  définitions  est  d'indiquer  d'abord  quels  sont  le 
objets  réels  qui  nous  ont  fourni  la  conception  des  objets  idéaux,  c 
ensuite  quelles  sont  les  propriétés  dont  l'abstraction  a  dépouillé  ce 
objets  réels  pour  les  rendre  susceptibles  de  mesures  rigoureuses 
Ce  but  nous  semble  atteint  dans  la  plupart  des  définitions  d'Euclidc 
parmi  lesquelles  il  s'en  trouve  aussi  quelques-unes  qui  n'ont  pa 
toute  la  clarté  désirable,  celles,  par  exemple,  de  la  droite  et  du  plan 
On  a  beaucoup  discuté  sur  la  définition  de  l'angle.  Il  nous  semU 
que  tout  ce  qu'on  peut  dire  là-dessus,  c'est  que  l'angle  est  un 
quantité  sui  generis,  indéfinissable  au  moyen  d'autres  quantités,  < 
dont  nous  pouvons  seulement  nous  faire  une  idée  en  faisant  tourne 
une  ligne  autour  d'un  de  ses  points  dans  un  plan.  C'est  cette  cons 
dération  de  la  rotation  qui  seule  peut  éclaircir  la  notion  du  tour,  d 
demi-tour  et,  par  suite,  de  l'angle  droit.  Si  Euclide  l'eût  employée 
il  n'eût  pas  démontré  d'une  manière  aussi  embarrassée  (Prop.  XIO 
que  les  deux  parties  d'un  demi-tour  valent  ensemble  autant  qv 
deux  quarts  de  tour. 

La  définition  qu'Euclide  donne  des  parallèles  nous  parait  sufi 
santé  ^  c'est  la  seule  qui  puisse  convenir  à  un  enseignement  élémei 
taire,  l'idée  de  droites  dont  le  point  de  rencontre  s'éloigne  à  l'ii 
fini  ne  pouvant  être  bien  comprise  que  par  un  esprit  déjà  famili< 
avec  la  notion  si  délicate  de  limite. 

Parmi  les  axiomes  {xêtnà  ïfvéïai),  quelques-uns  (VIII  et  IX)  soi 
des  définitions  de  mots.  L'axiome  XII  est  un  complément  de  la  d< 
finition  de  la  ligne  droite.  Quant  au  célèbre  axiome  XI,  objet  c 
tant  de  controverses,  on  devrait  dire  simplement  qu'il  exprime  ui 
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propriété  que  Texpériencc  nous  a  conduits  à  ajouter  à  celles  que 
nous  avons  attribuées  déjà  à  l'objet  idéal  appelé  ligne  droite,  mais 
dont  la  négation  ne  serait  nullement  contradictoire  à  ces  autres 
propriétés.  Ce  dernier  fait^  démontré  avec  la  plus  parfaite  rigueur 
par  Gauss,  Lobatchefsky  et  J.  Bolyai,  ainsi  que  par  les  recherches 
d'un  autre  ordre  des  analystes  contemporains,  nous  fournit  sur  la 
dépendance  mutuelle  des  vérités  géométriques  des  données  qui 
doivent  intéresser  tout  esprit  philosophique,  et  qui  ne  peuvent 
manquer  de  réagir,  un  jour  ou  l'autre,  sur  les  méthodes  mêmes  d'en- 
seignement de  la  Géométrie.  Aussi  avons-nous  peine  à  comprendre 
le  dédain  que  professe  M.  Hoffmann  pour  ces  belles  et  intéressantes 
recherches. 

Rbibt.  —  Sur  quelques  méthodes  de  résolution  en  Trigono- 
métrie plane.  (7  p.) 

Zn&GUBE.  —  ITiéorie  simple  de  la  projection  stéréographùjue. 

(4  p.) 

HivpAUF  (H.).  —  Solution  du  problème  de  la  trisection  au 
mojren  de  la  conchoïde  à  base  circulaire.  (a6  p.,  i  pi.) 

KoBER  (  J.) .  —  Sur  l'infini  et  sur  la  nouvelle  Géométrie. 

Cet  article,  comme  plusieurs  autres,  publiés  dans  le  même  vo- 
lume par  MM.  Schlegel,  Becker,  Hoffmann,  Zerlang,  etc.,  est 
relatif  à  une  controverse  soulevée  par  M.  R.  Sturm,  à  propos  de  la 
notion  de  l'infini,  que  ce  dernier  voudrait  introduire  dans  l'ensei- 
gnement de  la  Géométrie  élémentaire  et  dans  la  définition  même 
dei  parallèles. 

S.  E.  —  Analyses  des  Mémoires  de  MM.  Begker  (*)  et  Ro- 
siNES  (*),  sur  les  fondements  des  idées  géométriques.  (3  articles, 
ensemble  ^5  p.) 

Le  travail  de  M.  Becker  est  l'œuvre  d'un  disciple  et  d'un  admi- 
rateur de  Kant,  et  c'est  au  point  de  vue  du  grand  métaphysicien 
qu*il  combat  les  idées  de  Gauss  et  de  Riemann  sur  l'espace.  Nous 


(')  Bbcibr  (J.-C.)  :  Abhandîungen  aus  dem  Grenzgebiete  der  Mathemaiik  und  Phi^ 
losophie.  —  Zurich,  1870.  In-8^,  6a  p. 

(')  RotÂiiB»(J.)  :  Ueber  die  neuesten  Untersuehungen  in  Betreff  umrer  Antchauung 
vom  iloujiM.  —  BreiUa,  1871.  In-S^,  ao  p. 
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ne  suivrons  pas  M.  Bcikor  sur  un  terrain  qui  n'est  pas  li:  nAtre, 
convaincu  d'ailleurs  que  la  (léumi'trie  n'a  rii^n  à  emprunter  aux 
idées  n  priori,  si  ce  n'est  les  procèdes  logiques  qu'elle  emploie 
comme  toutes  les  autres  scifuces.  Comme  science  abstraite,  elle 
repose  sur  des  Itypotlièses  dont  le  clioix  a  été  déterminé  uniquemcnl 
par  les  données  de  l'expérience,  cl  ecs  hypothèses  étant  préalable- 
ment admises  et  reconnues  compatibles  entre  elles,  la  Gêouu'-trie 
sera  absolument  vraie,  pourvu  que  l'on  raisonne  eonformémi-nl 
aux  règles  de  la  logique,  et  cela  indépendamment  des  applicaiioni 
au  monde  réel  dont  cette  Géométrie  sera  susceptible. 

11  nous  semble  que  l'on  abuse  du  mot  intuition  {j^nKhauung], 
que  l'on  emploie  pour  désigner  ua  mojeD  de  connaître  .qui  ne  te- 
rait  ni  le  raisonnement  a  priori  ni  l'expérience.  Ce  qu'on  appdk 
intuition,  au  moins  dans  l'application  à  la  Géométrie,  n'est  en  réa- 
lité que  l'expérience  faite  une  première  fois  au  moyen  du  sens  de 
la  vue  et  reproduite,  en  l'absence  de  l'objet,  i  l'aide  de  li  m^Bwre, 
qui  nous  rappelle  les  formes  observées  et  nous  permet  de  les  coo- 
biuer  de  toutes  les  manières  possibles.  Aussi  l'intuition  ne  penl- 
elle  nous  servir  de  guide  pour  l'étude  d'un  espace  diuit  les  loii 
seraient  autres  que  celles  de  l'espace  que  notu  sommes  babitué*  à 
contempler. 

Le  Mémoire  de  M.  Rosanes,  au  contraire,  est  un  exposé  élémen- 
taire des  idées  émises  par  Riemann,  dans  son  célèbre  Mémoirr 
posthume  :  Sur  les  hypothèses  tjui  servent  de  fondement  à  la  Géo- 
métrie. Malgré  les  critiques  de  M.  S.  E-,  nous  croyons  que  M.  Ro- 
sanes a  rendu  un  service  aux  géomètres,  en  contribuant  à  édaîrcir 
les  recherches  si  profondes  de  Rîemann ,  dont  les  travaux  dt 
MVl.  Beltrami,  ChristolTcI,  Klein,  Lipschitz,  etc.,  font  de  pluten 
plus  ressortir  la  haute  portée.  Ici  l'intuition  n'a  plus  de  râle  à 
jouer,  et  les  critiques  soulevées  en  son  nom  ne  peuvent  qu'ètrr 
impuissantes. 

BoDE  (J.).  —  La  force  centripète  et  ta  force  déviatrice  dei 
courbes  fixes,  exposées  en  vue  de  l'enseignement  de  la  Physiquf. 
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WERKEN,  yiTGEGEVEN  DOOR  HET  WiSKUT<iDiG  Genootschap  :  Een  owermœide 
arbeid  komt  ailes  te  boven.  —  Amsterdam  (*  ).  , 

La  Société  Mathématique  d'Amsterdam,  fondée  en  1778,  n'a 
cessé,  depuis  cette  époque,  de  produire  une  série  de  volumes,  dont 
Tensemble  forme  le  plus  riche  et  le  plus  varié  de  tous  les  Recueils 
d'exercices  de  Mathématiques  que  nous  connaissions.  Nous  croyons 
utile  d'appeler  l'attention  de  nos  lecteurs  sur  cette  collection  trop 
peu  connue,  et  qui  peut  être  d'un  grand  secours  pour  l'enseigne- 
ment. 

D'après  les  règlements,  les  Membres  de  cette  Société  envoient  au 
Bureau  des  énoncés  de  théorèmes  ou  de  problèmes  accompagnés 
des  démonstrations  ou  des  solutions.  Le  Bureau,  après  examen, 
publie  d'abord  les  énoncés,  et  tous  les  Membres  sont  invités  à  en- 
voyer leurs  réponses,  qui  sont  comparées  à  celles  des  auteurs-,  les 
plus  satisfaisantes  sont  imprimées  dans  les  Recueils  de  la  Société. 

Outre  cela,  la  Société  propose  chaque  année  des  sujets  de  prix, 
et  publie  les  pièces  couronnées.  Elle  fait  paraître  aussi  des  Recueils 
de  Mémoires  originaux  et  de  pièces  relatives  à  l'histoire  de  la 
Science.  Enfin  elle  a  fait  imprimer  à  ses  frais  quelques  Ouvrages 
séparés. 

Plusieurs  des  volumes  de  cette  importante  collection  sont  devenus 
très-rares.  Voici  la  liste  de  ceux  que  nous  avons  pu  jusqu'ici  nous 
procurer. 

1.  Wiskunstige  verlustiging ,  in  eene  aaneenschaheling  van 
uitgeleezene  voorstellen,  met  derzeher  ontbindingen.  Door  het 
Genootschap  der  mathematische  TVetenschappen,  onder  despreuk  : 
Een  onvermoeide,  etc.  (Récréations  mathématiques,  en  une  suite 
de  propositions  choisies,  avec  leurs  solutions;  par  la  Société  des 
Sciences  mathématiques,  sous  la  devise  :  Een  on^ermoeide,  etc.). 
—  1793- 1795  5  2  vol.  in-8**. 

2.  Mengelwerk  van  uitgeleezene  en  andere  wis-  en  natuur- 
kundige  verhandelingen,  door  het  Genootschap,  etc.  (Mélanges  de 
Mémoires  choisis  et  autres  de  Mathématiques  et  de  Physique,  par 
la  Société,  etc.).  —  1796;  2  vol.  in-8°. 

(')  Publications  de  la  Société  Mathématique  ayant  pour  devise  :  J?e/i  onvermoeidc,  eic, 
(un  travail  opiniâtre  vient  à  bout  de  tout).  —  Amsterdam. 
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I.  Sauveur  (trad.  par  Strabbe)  :  Construction  des  carrés  magiques.  —  Vr^er: 
Principes  de  Mécanique.  —  Boltcn  :  Sur  les  écluses.  —  De  Gelder:  Transforma- 
tion des  racines  d'une  équation.  —  Breevilt  :  Calcul  des  probabilités. 

n.  Bangma  et  Ai?y>tfr  ;  Construction  géométrique  de  Glenie.  Interpolation  des 
suites.  —  Strabbe  :  Résolution  numérique  des  équations.  —  Bangma  :  Proposi- 
tions importantes  sur  le  cercle.  Développement  de  «^,  logx,  sinx,  etc.  — 
Schrôder  et  van  Hemert  :  Sur  la  règle  de  Neper.  — •  Schrôder  :  Théorie  de  la 
ligne  droite  appliquée  à  la  Trigonométrie.  ~  Schmidt  :  Équations  identiques, 
coefficients  indéterminés,  suites  arithmétiques,  etc. 

3.  Eerste  beginselen  der  Fluxie-Rekening ,  Behelzende  eene 
duideljhe  verhlaaring  van  der  gronden  deezer  voortreffelyke 
^veetenschap ,  benev^ens  haare  toepassing  en  gebruik  in  ondcr- 
scheideine  deelen  der  Tf^iskunde.  Door  Amoldus  Bastiaan  Stuabbe, 
mathematicus  en  s^nroeijer  te  Amsterdam.  (Premières  notions 
du  Calcul  des  fluxions,  contenant  une  exposition  claire  des  prin- 
cipes de  cette  science  excellente,  avec  ses  applications  et  son  usage 
dans  diverses  branches  des  Mathématiques.  Par  A.^B,  Strabbe, 
mathématicien  et  jaugeur  à  Amsterdam).  —  1798  \  in-8®  (336  p., 
10  pi.). 

4.  F^erzameling  van  wiskundige  voorstellen,  door  de  leden 
van  het  Wiskundige  Genootschap,  onder  de  zinspreuk  :  Een,  etc., 
clkander  tôt  onderlinge  oefening  opgegeuen,  (Recueil  de  ques- 
tions mathématiques,  proposées  mutuellement  comme  exercice  par 
les  Membres  de  la  Société  mathématique,  sous  la  devise  :  Een,  etc.). 

—  1820-1836^  6  vol.  in-8*'. 

0.  F^erzameling  van  nieuwe  wiskundige  voorstellen^  door  de 
leden,  etc.  (Recueil  de  nouvelles  questions  mathématiques,  pro- 
posées, etc.).  —  1841-1846^  2  vol.  in-8. 

6.  Nieuwe  wis-  en  natuurkundige  verhandelingen  van  het  Ge- 
nootschap, te  Amsterdam,  ter  spreuke  voerende  :  Een,  etc.  (Nou- 
veaux Mémoires  de  Mathématiques  et  de  Physique  de  la  Sociéu 
d'Amsterdam,  portant   pour  devise  :  Een,  etc.).  —  i844~i85i 
2  vol.  in-8®. 

Chaque  volume  se  compose  de  deux  Parties  :  1°  Mémoires  origi- 
naux^ 2®  Pièces  couronnées.  Voici  les  titres  des  Mémoires  : 

1.  Huguenin  :  Développement  de  quelques  fonctions  et  séries  trigonométriques 

—  Schmidt  :  Propriétés  du  triangle  rectiligne.  —  Bangma  :  Propriété  jusqu'ic 
inaperçue  du  cercle.  —  Lobatto:  Développement  des  dérivées  au  moyen  des  dif 
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dx 


férences,  et  vice  versa.  Intégration  de  la  différentielle     ..     . 

yj^  ■+■  a  x*  -4- ...  -4-  0 

L*e]]ipse  considérée  comme  section  du  cylindre.  —  Badon  Ghijben  :  Théorème 
de  Sturm.  —  Rammelman  Elsevier  :  Intersection  et  contact  des  cercles.  — 
Ulman  :  Cercle  tangent  à  trois  autres.  —  Badon  Ghijben  :  Même  sujet.  — 
Froger:  Mesure  des  poutres,  des  colonnes,  etc.  ~  Ottema  :  Croniométrie  d*après 
Ptolémée. 

n.  Fan  Btanken  :  Calcul  des  variations.  Mouvement  d'un  point  attiré  en  rai- 
son inverse  du  cube  de  la  distance.  —  Stamkari  :  Mouvement  de  la  toupie.  — 
Lobatto  :  Formule  simple  pour  le  volume  et  le  centre  de  gravité  d'une  classe 
étendue  de  corps.  —  Baehr:  Propriété  dynamique  d'une  certaine  classe  de  pyra- 
mides triangulaires.  —  Stamkart  :  Cubature  de  quelques  solides. 

7.  f^erslagen  van  het  verhandelde  op  de  wetenschappelîjke  ver- 
gaderingen  van  het  Tf^iskundig  Genootschap  onder  de  sprenk  : 
Een,  etc.,  gehouden  gedurende de  Tf^intermaanden  van  de  Jaren 
1842-1852,  door  de  Leden,  te  Amsterdam,  (Comptes  rendus  des 
réunions  scientifiques  de  la  Société  Mathématique  sous  la  devise  : 
Een,  etc.,  tenues  par  les  Membres  pendant  les  mois  de  décembre 
des  années  i84a-i852,  à  Amsterdam).  —  i856^  i  vol.  in-8°. 

8.  Verzameling  van  wishunstige  opgaven,  door  de  leden  van 
het  Wiskundig  Genootschap  y  ter  spreuke  voerende  :  Een,  etc.,  e/- 
kander  tôt  onder  linge  oefening  opgegei^en.  (Recueil  de  problèmes 
mathématiques  proposés  mutuellement  comme  exercices  par  les 
Membres  de  la  Société  Mathématique,  etc.).  —  i85o-i854)  2  vol. 
în-8°. 

9.  TViskimstige  opgaven  met  delzever  ontbindingen,  uitgegex^en 
door  de  leden  van  het  Wiskundig  Genootschap  :  Een,  etc.  (Pro- 
blèmes de  Mathématiques,  avec  leurs  solutions,  publiés  par  les 
Membres  de  la  Société  Mathématique,  etc.).  —  1855-1872^  în-8°. 
—  3  volumes  ont  paru,  le  4*  est  en  cours  de  publication. 

10.  Archief,  uitgegeven  door  het  TViskundig  Genootschap,  on- 
der de  zinspreuk  :  Een,  etc.,  te  Amsterdam.  (Archives  publiées 
par  la  Société  Mathématique  sous  la  devise,  etc.).  —  1856-1872^ 
in-8°.  —  2  volumes  ont  paru,  le  3*  est  en  cours  de  publication. 

Pièces  couronnées,  Mémoires,  Comptes  rendus  des  séances.  No- 
tices biographiques.  Voici  le  sommaire  des  parties  publiées  jus- 
qu'ici : 

I.  Lobatto  :  Mouvement  d'un  corps  autour  d'un  point  6xe.  Calcul  du  frotte- 
ment dans  quelques  machines.  —  Tedingvan  Berkhout  :  Extraction  d'une  racine 

.4. 
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d'un  binôme.  —  Stamkart  :  Représentation  géométrique  du  mouvement  d'un 
corps  dans  l'espace,  d'après  Poinsot.  —  Bierens  de  Haan  :  Sur  quelques  inté- 
grales définies  de  la  forme   /     ^ — sm^rrsmrx...  ^   yh^rie  des  intégrales 

définies.  —  Baehr  :  Équilibre  d'un  double  cône  sur  deux  lignes  inclinées. 

n.  Van  den  Berg  et  Fan  Blankcn  :  Solutions  des  sujets  de  prix.  ~  Lobaito: 
Probabilité  des  résultats  moyens  d'un  grand  nombre  d'observations.  Théorie  de 
la  résolution  des  équations  algébriques.  —  fFHlage  :  Notice  sur  Strabbe.  — 
Teding  van  Berkhout  :  Construction  du  paramètre  d'une  conique.  Résolution 
de  l'équalion  du  quatrième  degré,  d'après  Simpson.  —  Stamkart  :  Rapport  entre 
le  prix  d'achat  et  la  prime  annuelle  d'une  assurance  sur  la  vie. 

m.  Bierens  de  Haan  :  Notice  sur  Verdam.  —  Badon  Ghfjben  :  Étude  des 
sections  centrales  d'un  ellipsoïde  de  même  aire,  de  môme  forme  ou  de  même  ex- 
centricité. —  Fan  Haarst  et  Fersluijs  :  Solutions  des  sujets  de  prix.  —  Rasch  : 
Solution  graphique  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  —  Fer- 
sluijs :  Géométrie  analytique  dans  l'espace,  d'après  les  nouvelles  méthodes.  Ap- 
plication des  déterminants  à  l'Algèbre  et  à  la  Géométrie. 


MÉLANGES. 

imiiT 

DE  SU  lÉlOIRES  PUBLIÉS  Di^S  LE  JODMiL  DE  lATHÉIAmUES  DE  BORGlini; 

Par  m.  R.  LIPSCHITZ. 

(Analyse  rédigée  par  TAoteur.) 


m. 

Recherches  sur  un  problème  de  calcul  des  variations, 
qui  renferme  le  problème  de  la  Mécanique  (*). 

Ce  travail  a  pour  objet  le  problème  qui  consiste  à  faire  évanouir 
la  première  variation  de  l'intégrale 


(') 


0=  r  [/{«') +u]rf/, 


(')  JourmU  de  Borchanb,  t.  74,  p.  ii6-i4i- 
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oiif^dx)  désigne,  comme  précédemment,  une  forme  du  p»*"«  de- 
gré des  n  diiTérentielles  dxa]  de  plus,  on  a  fait  -r-^  =  x'^,  et  U  re- 
présente une  fonction  des  n  variables  x^,  ne  contenant  pas  la 
variable  t  explicitement.  En  prenant  la  variation,  on  laisse  inva- 
riables le  système  x^^^  et  le  système  x^,  qui  correspondent  respec- 
tivement au  commencement  et  à  la  Gn  de  Tintégration.  D'après  les 
lois  eflectives  de  la  Mécanique,  la  force  vwe  d'un  point  matériel 
supposé  en  mouvement  se  mesure  en  multipliant  la  masse  du  point 
par  le  carré  de  l'élément  linéaire  de  sa  trajectoire,  et  divisant  par 
le  carré  de  l'élément  du  temps.  Si  maintenant  les  coordonnées 
des  points  matériels  d'un  système  en  mouvement  sont  désignées 
par  x«,  et  le  temps  par  t;  si  la  demi-somme  des  forces  vives  de 
tous  les  points  matériels  est  exprimée  par  la  forme  quadratique 
f(x')  des  n  quotients  différentiels  x^,  et  que  U  représente  lafonc- 
tion  des  forces  donnée  pour  le  système  matériel,  le  problème  de  la 
variation  de  l'intégrale  0  reviendra  à  formuler  le  problème  de  Mé- 
canique posé  par  Hamilton,  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut.  S'il 
existe,  entre  les  coordonnées  des  points  matériels,  des  équations  de 
condition  ne  contenant  pas  le  temps  t,  ces  équations  se  joindront, 
comme  équations  de  condition,  au  problème  de  calcul  des  variations 
dont  il  s'agit. 

Mais  on  peut  adapter  les  conceptions  de  la  Mécanique  à  l'hypo- 
thèse généralisée  sur  la  nature  de  l'espace,  dont  on  a  parlé  dans  le 
Mémoire  I.  Si  l'élément  linéaire,  à  partir  d'un  point  dans  l'espace, 
est  mesuré  par  la  ^**°»«  racine  d'une  forme  essentiellement  positive, 
du/;**"*  degré,  des  différentielles  des  coordonnées,  la  force  i;iVed'un 
point  matériel  mobile  pourra  se  mesurer,  en  multipliant  la  masse 
du  point  par  la  p*^'^'  puissance  de  l'élément  linéaire  correspondant, 
et  divisant  par  la  /;'*"••  puissance  de  l'élément  du  temps.  Suppo- 
sons que  les  coordonnées  des  points  matériels  d'un  système  [mobile 
soient  les  quantités  x^^  que  la/?**"*  partie  de  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  les  points  matériels,  mcsiu^ées  de  la  manière  indiquée, 
soit  la  formey(x'),  du  /?**"*  degré,  des  quotients  différentiels  x^^ 
que  U  soit  une  fonction  des  seules  quantités  x^,  correspondant  à  la 
fonction  des  forces  :  alors  le  problème  de  la  variation  de  l'inté- 
grale  0  formera  une  généralisation  du  problème  de  la  Méca- 
nique, correspondant  à  l'hypothèse  en  question.  En  même  temps. 
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il  est  établi  que,  si  Ton  donne,  entre  les  coordonnées  des  points 
matériels  du  système  mobile,  des  équations  de  condition  ne  con- 
tenant pas  le  temps,  ces  équations  devront  Être  jointes,  comme 
équations  de  condition,  au  problème  de  variations  considéré.  Alors 
on  peut  exprimer  les  coordonnées  des  points  matériels  au  moyen 
d'un  système  convenable  de  variables  indépendantes,  et  introduire 
ces  expressions  dans  les  valeurs  de  la  somme  des  forces  vives,  me- 
surées de  la  manière  indiquée,  et  de  la  fonction  des  forces.  De  là 
résulte  un  nouveau  problème  de  variations,  dont  l'intégrale  se  tire 
également  de  l'intégrale  6,  en  considérant  les  quantités  x«  comme 
représentant  les  nouvelles  variables  indépendantes,  et  prenant  les 
fonctions  y*(j:^)  et  U  comme  provenant  de  l'introduction  des  nou- 
velles variables  indépendantes,  définies  précédemment. 

Le  problème  de  la  variation  de  Tintégrale  6  donne  lieu  au  sys- 
tème d'équations  diflerentielles 

..  à^:         df(x')       à\i  ^^ 

^    '  dt  ôx^         âx^       ^' 

supposons  l'intégration  eflectuée  de  manière  que,  pour  t  ==  fo?  les 
conditions  x^  =  xj'^  x'„  =  x^J"^  soient  remplies.  On  aura  générale- 
ment l'intégrale 

(3)  (^_,)/(ar')_U  =  H; 

la  forme  f(x')  ne  pouvant  prendre  que  des  valeurs  positives,  la 
constante  H  devra  être  choisie  de  telle  façon  que  la  quantité  U  +  H 
soit  positive  pour  Xa  =  xjj*\  cette  quantité  restant  toujours  positive 
dans  tout  l'intervalle  t  —  t^  supposé  positif.  Si  la  fonction  des 
forces  U  est  nulle,  l'intégrale  6  se  changera  dans  l'intégrale  (9),  I, 
le  système  (2)  dans  le  système  (i  i),  I,  l'équation  (3)  dans  l'équa- 
tion (i3),  I.  En  même  temps,  la  signification  mécanique  indiquée 
du  problème  de  calcul  des  variations  conduit  aux  deux  propositions 
suivantes,  qui  expriment  des  propriétés  fondamentales  d'un  système 
matériel  mobile  :  Si,  dans  un  sj  stème  matériel  mobile,  la  fonc- 
tion des  forces  est  égale  à  zéro,  et  qu  entre  les  coordonnées  des 
points  matériels  il  n'existe  aucune  équation  de  condition,  chaque 
point  décrira  une  ligne  de  plus  courte  distance  conformément  au 
choix  fait  pour  l'élément  linéaire  de  l'espace.  Si,  dans  un  sys- 
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terne  matériel  mobile,  la  fonction  des  forces  est  égale  à  zéro,  et 
qu'entre  les  coordonnées  des  points  matériels  il  existe  des  équa- 
tions  de  condition,  indépendantes  du  temps,  et  si,  pour  un  sys- 
tème  initial  quelconque  de  coordonnées  et  pour  un  temps  déter- 
miné,  les  premiers  quotients  différentiels  des  variables,  pris  par 
rapport  au  temps,  sont  tous  nuls,  la  valeur  de  chacune  des  coor- 
données  restera  invariable  pendant  tout  le  temps,  et,  par  suite,  le 
système  demeurera  en  repos.  Comme  on  peut  construire  un  sys- 
tème de  Mécanique  sur  les  principes  généralisés  en  question,  il  est 
absolument  inutile  de  tenter  de  démontrer,  sans  hypothèse,  les 
principes  effectifs  de  la  Mécanique,  de  même  qu'il  est  inutile,  ainsi 
que  nous  Tavons  remarqué  plus  haut,  de  tenter  de  démontrer,  sans 
hypothèse,  Taxiome  XI  d'Euclide. 

Les  Mémoires  I  et  II  ont  montré  que  le  système  d'équations  dif- 
férentielles (il),  I,  est  d'une  importance  capitale  pour  la  théorie 
de  la  forme  y*(£fx).  On  voit  maintenant  que  le  système  (2)  peut 
être  regardé  comme  correspondant  de  la  même  manière  à  une 
forme  T[dx)^  qui,  lorsque  la  fonction  U  n'est  pas  égale  à  une  con- 
stante, est  définie  par  l'équation 

(4)  F(e/x)  =  [P^^Ypnds), 

et  lorsque  U  est  égale  à  une  constante  ou  à  zéro,  par  l'équation 

(5)  ¥  (dx)  =  pf{dx). 
Si,  à  l'aide  de  cette  forme,  on  écrit  l'intégrale 


(6) 


R=    r[¥{x')Ydt, 


et  que  l'on  propose  de  faire  évanouir  la  première  variation  de  cette 
intégrale,  les  valeurs  initiales  x^^^  et  les  valeurs  finales  x^  restant 
invariables,  il  en  résulte  le  système  d'équations  diiTérentiellcs 

jà[F(x')f 

"'  di  dx,      -  "' 

qui  est  étroitement  lié  au  système  (a). 
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La  quantité  t  n'entre  que  pour  la  forme  dans  l'intégrale  R,  ainsi 
que  dans  le  système  d'équations  différentielles  (7),  en  sorte  que, 
de  ces  n  équations,  n  —  i  ont  pour  conséquence  la  n^^*"*.  D'après 
cela,  l'intégration  est  complètement  déterminée  par  la  condition 
que,  comme  dans  (14)9 1?  on  ait,  pour  Xc^  =  x^l\  les  équations 

On  a  déjà  remarqué  ci-dessus  que,  si  U  est  égal  à  une  constante,  la 
variable  t  peut  être  éliminée  du  système  (2),  de  manière  qu'il  en 
résulte  un  système  équivalent  au  système  (7).  U  s'agissait  alors  du 
système  (i  1),  I,  et  du  problème  de  la  variation  de  l'intégrale  (8),  I. 
Si  U  n'est  pas  égal  à  une  constante,  l'élimination  de  la  variable  l 
dans  le  système  (2)  s'effectuera  au  moyen  de  l'intégrale  (3),  et  pro- 
duira pareillement,  dans  ce  cas,  le  système  (7).  De  l'intégration 
prescrite  des  équations  (7)  résulte  donc  l'intégration  prescrite  des 
équations  (2),  dès  que  la  dépendance  entre  la  variable  t  et  x^^  sera 
exprimée,  pour  U  constant,  par  l'équation 


Ci 

et,  pour  U  non  constant,  par  l'équation 


Si  la  valeur  de  l'intégrale  R  est  considérée  comme  fonction  des 
systèmes  x^^^  et  j:«,  la  différentielle  exacte  de  R  a  alors  pour  ex- 
pression 


a 


En  supposant  les  équations  (2)  intégrées,  Raura,  pour  U  non  con 
s  tant,  la  forme 

(6»)  R=  rpf(x')dt, 
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et,  pour  U  constant,  la  forme 

(6")  R  =  [/,/.(x'(.))]?( /_/.). 

Dans  les  hypothèses  effectivement  admises  de  la  Mécanique,  on 
a  /?  =  a,  et  l'expression  (6)  de  R  se  change  dans  l'intégrale  de  la 
moindre  action;  le  problème  de  la  variation  de  Tintëgrale  R,  dans 
le  principe  de  la  moindre  action  ;  l'équation  (3),  dans  l'intégrale 
de  la  force  viv^e;  l'expression  (6*)  de  R,  dans  celle  que  Hamilton 
appelle  d'abord  la  force  viv^e  accumulée,  et  ensuite,  en  tant  que 
fonction  des  j:^®^  et  des  x^,  la  fonction  caractéristique  du  problème 
mécanique  ;  la  forme  F(e/x),  pour  U  non  constant,  dans  la  forme 

(4*)  F(rfx)  =  2(U  +  H)2./(rfx), 

et,  pour  U  constant,  dans  la  forme 

(5*)  Y  {dx)  =  :^f{dx). 

D'après  cela,  à  tout  problème  de  Mécanique  de  l'espèce  actuelle 
correspond  une  forme  quadratique  de  n  dilTérenticUes,  et  l'étude  du 
problème  de  Mécanique  peut  être  employée  pour  éclaircir  la  théorie 
de  la  forme  correspondante. 

Pour  une  valeur  quelconque  de  p^  l'intégration  du  système  (7) 
donne  une  expression  des  valeurs  de  jt^,  au  moyen  du  système  des 

valeurs  initiales  xf^'^  de  la  quantité  R  et  des  n  —  i  rapports  --j^  • 

Supposons  les  n  valeurs  initiales  constantes,  et  considérons  les  j:« 
comme  des  fonctions  des  n  autres  quantités  indiquées,  ou  plutôt 
comme  des  fonctions  de  R  et  de  n  —  i  fonctions,  indépendantes 

entre  elles,  4>„  4>8, . . . ,  4>„,  des  n  —  i  rapports  —^—1  *  ^^^  expres- 

Xc\  ' 

sions 

(II)  l/i--:  5 ;  x'/•^ 

formées,  d'après  la  règle  de  la  formule  (18*),  I,  au  moyen  de  R  et 
de  ces  n  —  i  rapports,  seront  les  variables  normales  de  la  forme 
F(</x),  définie  par  (4)  et  (5),  et  Téquation  (10),  multipliée  par  le 
facteur  R''"*,  jouera,  relativement  à  la  forme  F(rfx),  le  rôle  que 
jouait  l'équation  (5),  II,  pour  la  forme  pf(dx).  Relativement  au 
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nouveau  système  de  variables,  on  a  le  théorème  suivant  :  Si  l'on 
transforme  la  forme  F[dx)  par  l'introduction  de  nouvelles  va- 
riables R,  4>,,  4>,,, . .,  4>„,  i7e/i  résulte,  comme  propriété  fonda* 
mentale  de  la  nouvelle  forme,  que,  dans  cette  forme,  le  coefficient 
de  dRj*  est  égal  à  l'unité,  et  les  coefficients  des  n  —  i  combinai- 
sons rfR''"*  rf<ï>„ . . . ,  rfR''~*rf4>„  égaux  à  zéro.    Cette  propriéti 
correspond  à  la  propriété,  que  nous  avons  signalée,  de  la  difTé* 
renée  (6),  U,  lorsqu'on  y  remet  pf[dx)  à  la  place  de  ¥(dx).  Le 
variables  4>,,  4>t,  • . . ,  4>,.  étant,  en  vertu  de  leur  définition,  de  tell 
nature  qu'on  intègre  le  système  (7)  en  les  égalant  à  des  constantes 
le  théorème  suivant  constitue  une  réciproque  de  celui  que  nou 
venons  d'énoncer  :  Si  la  forme  Y  [dx)  se  change,  par  Vintroduc 
tion  d'un  système  de  nouvelles  variables,  jTtO  >v  •  •  5^'m  ^^  ^^ 
forme  g  (dj)^  dans  laquelle  le  coefficient  de  dj^  soit  égal  à  l'unité 
et  les  coefficients  des  n  —  i  combinaisons  rf?  ?~*  ^'t?  •  •  •  ?  ^  ?~*  dj 
égaux  à  zéro,  le  système  d'équations  différentielles  (7)  s'intt 
grera  en  égalant  à  des  constantes  les  n  —  i  fonctions  /t^  •  •  •  ?  /« 

Dans  la  même  hypothèse,  tant  que  -jrj  sera  positif,  la  quantité  I 
sera  exprimée  par  l'équation 

L'ëquation  (lo)  conduit  à  poser  ce  problème  :  Déterminer  ur, 
fonction  P  des  n  variables  x^y  dont  la  différentielle  exacte  sati 
fasse  à  la  condition 


(i3)  ^^^-^ 


n 


Gomme  les  n  quantités  («,  qui  entrent  dans  F  (dx)  à  la  place  d 
différentielles  rfx^,  n'y  figurent  que  par  leurs  n  —  i  rapports,  Tel 
mination  de  ces  rapports  conduit  à  une  équation  aux  différentiell 
partielles  de  la  fonction  P.  La  fonction  R  est  une  intégrale  con 
plète  de  la  condition  (i3),  renfermant  les  n  constantes  arbitrair 
x^i^K  Si  l'on  a  une  intégrale  complète  quelconque  IP  de  la  conc 
tion  (li)^avec  les  constantes  arbitraires  Ci,  C|,.  • .,  c„,  et  que  l 
fonctions 

(•3*)  P'    *'=5^. *-=5^ 
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soient  indépendantes  entre  elles,  l'introduction  de  ces  fonctions 
comme  noui^elles  variables  dans  la  forme  ¥[dx)  donnera  une 
forme  douée  des  mêmes  propriétés  que  celle  qui  provenait  tout 
à  l'heure  de  l'introduction  du  système 

R,    <t>„    $3,.   .,    <t>«. 
Ainsi  le  système  (7)  est  intégré  par  les  /i  —  i  équations 

('^^  -ô^rKTc.): 

et  l'on  a,  tant  que  -7-  est  positif,  l'équation 
(i5)  R  =  P-P(*). 

Dans  l'intégration  dont  il  s'agit,  les  dérivées  partielles  --r—  se 

changent  dans  les  dérivées  ordinaires  -^^9   et  l'on  a,  pour  les  rap- 

dxt     1  , 

ports   - — >   les /i  —  I  équations 

^         d^(dx) 

,    ^x  àXe  âdXe 

(16) 


âV^        d¥(dx) 
dxt^         àdxt^ 

Par  conséquent,  l'intégration  complète  du  système  (7)  men- 
tionnée plus  haut  se  déduit  de  l'intégrale  P,  en  posant  les  /i  —  i 
équations 

(dV\  d¥.{x'(')) 

\dxj.  dx^^ 


et  éliminant  les  /i  —  i  quantités  C|,. . . ,  c„.  Par  l'intégration  com- 
plète de  (y)  on  obtient,  d'après  ce  qui  précède,  une  intégration 
complète  de  (a),  et  l'on  déduit  ainsi,  à  l'exemple  de  Jacobi,  d'une 
intégrale  complète  de  la  condition  (i3  ),  une  intégrale  complète  du 
système  (a). 

Dans  le  cas  où  les  coefficients  de  la  forme  F(dx)  sont  con- 
stants, on  intégrera  le  système  d'équations  différentielles  (7),  en 
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égalant  les  rapports  -7—^  à  leurs  valeurs  initiales  constantes,  et  To 
en  tire  les  équations 

Le  même  résultat,  si  Ton  connaît  une  intégrale  P  de  la  condi 
tion  (i3),  correspondant  à  la  {oTJXLef[dx)^  peut  s'exprimer  par  c 
théorème  que  les  équations 

dont  n  —  I  entraînent  ta  /i**"*'  comme  conséquence,  forment  i 
système  de  n  —  i  intégrales  du  système  {y) ^  équii^alent  au  sy 
tème  des  n  —  i  intégrales  (  1 4  )  • 

La  forme  des  équations  (16)  et  (17)  conduit  à  la  considératic 
générale  suivante.  Soit  R  une  fonction  des  variables  Xa  ;  prenons  i 
système  fixe  de  valeurs  x^,  satisfaisant  à  Téquation  R  =  A  =  const 
mais  arbitraire^  imaginons,  au  contraire,  que  les  quantités  d, 

soient  variables,  et  proposons-nous  de  faire  évanouir  la  dériv 

I 

complète  de  Texpression  [¥[dx)y  ^  par  rapport  aux  quantités  da 
tandis  que  Texpression  rfR  =  \  -7—  dxa  prendra  une  valeur  p 


a 


sitive  :  les  rapports  des  quantités  dx^  seront  déterminés  par  1 

équations 

ÔK         d?(dx) 

dxc    ÔdXe 

àxc^  ôdxc^ 

et  le  signe  de  la  seule  quantité  dxc^i  resté  jusqu'ici  arbitraire,  s< 
défini  par  la  condition  cfR^  o.  Alors  les  quantités  dx^  design 
ront  l'élément  initial  d'une  variété  du  premier  ordre,  qui  part 
système  de  valeurs  Xa  appartenant  à  la  variété  du  [n  —  i  )'**"•  or  a 
R  =  A,  et  l'on  pourra  employer  cette  expression,  que  la  varii 
du  premier  ordre  dx^  est  normale  à  la  variété  du{n  — 1)'*«'  orù 
R=  A  par  rapport  à  la  forme  F{dx).  Dans  le  cas  présent 
F{dx)  est  défini  par  les  équations  (4)  et  (5),  on  pourra  général 
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ment  remplacer,  dans  cet  énoncé,  la  forme  F  (^),  abstraction  faite 

I 
d'un  facteur  fini,  par  la  forme  pf[dx).  Si  l'expression  [pf[dx)Y 

se  change  dans  l'élément  linéaire  de  l'espace  pour  la  Géométrie 

euclidienne,  l'expression  que  nous  venons  d'introduire  coïncidera 

avec  l'expression  généralement  en  usage.  Entre  les  quantités  ^x^. 

d'une  variété  du  premier  ordre,   contenue  dans  la  variété  du 

[n  —  i)**"^  ordre  R  =  A,  et  les  quantités  dXa  d'une  variété  du 

premier  ordre,  normale  à  R  =  A  par  rapport  à  la  forme  F(rfx), 

on  a  l'équation 

>    — T-l OXa  =  O. 

^J     OOXm 
a 

C'est  seulement  dans  le  cas  où  la  forme  F[dx)  est  quadratique 
que  cette  équation  n'est  pas  altérée  par  l'écliange  des  dxa  avec  les 
<ïx^,  et  alors  on  peut  dire  que  l'une  des  variétés  du  premier  ordre 
est  normale  ou  orthogonale,  par  rapport  à  la  forme  F(rfx),  à 
l'autre  variété  du  premier  ordre. 

Toute  intégration,  suivant  les  règles  données,  du  système  d'équa- 
tions différentielles  (7)  fournit,  pour  les  variables  x^^  une  variété 
du  premier  ordre,  qui  part  du  système  j:|f',  et  dont  l'élément  ini- 

tial  est  déterminé  par  les  n  —  i  rapports  -^  •  Dans  les  intégra- 

tions  qui  se  déduisent,  comme  nous  l'avons  fait  voir,  d'une  inté- 
grale complète  P  de  la  condition  (i3),  on  peut,  à  l'aide  de  la  no- 
tion que  nous  venons  d'introduire,  réunir  les  données  initiales  en 
groupes,  et  établir  la  première  des  propositions  suivantes  :  Si  l'on 
prend  toutes  celles  des  variétés  du  premier  ordre,  intégrant  le 
s)'stème  (7),  dans  lesquelles  les  systèmes  initiaux  x^*^  satisfont  à  la 
variété  du  (/i  —  i)'^'^  ordre  définie  par  l'équation 

pco  izr  A  =  const., 

et  dont  les  éléments  initiaux  sont  normaux  à  cette  variété 
p(o)  —-^  p^f.  rapport  à  la  forme  pf(dx)^  et  si  l'on  prolonge 
toutes  ces  variétés  du  premier  ordre,  dans  le  sens  dans  lequel 
croit  la  fonction  P,  assez  loin  pour  que,  pour  le  système  final  re- 
suUant  x«,  la  fonction  P  prenne  la  valeur  constante  B,  les  élé- 
ments finaux  des  variétés  correspondantes  seront  normaux,  par 
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.'^coDCep^D  h amil Ionienne  du  problème  de  ^lëcanique,  on  mlnj* 
-    doit  le  problème  de  la  variation  do  l'int^ale  représenta  pw  6; 
car  alors  le  théorème  coïncide  avec  notre  deuxième  prof 
eUe-tn£nie.  {-^  suitre.] 
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seclioa  d'une  parabole  une  fois  donnée  et  d'un  cercle  qu'il  est  biea  bcile  de  Ooa> 
struira  avec  la  règle  et  le  compas.  Nous  ne  voyons  pas  les  avantagea  que  pnri 
offrir  la  construction  qu'il  donne  sur  celle  que  fournit  l'application  des  métbodes 
gfoérales. 

Maxwell  (J.-C.).  —  Theory  of  Heat.  a*  éd.  lamo.  a  sh.  6  d. 
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en  passant  des  formes  quadratiques  actuelles  aux  formes  adjointes 
correspondantes,  on  conclut  de  (19)  les  relations  de  transfor- 
mation 


Uh-H)2j 


I 


1  i         \  Aa^dPâ^ 

(^2)  (   2(U4-H)Zj   a   âxaàxt,-'^* 


(U-f-H)  2j   a   âxa  àxt  ■"   M 


La  première  de  ces  relations  est  l'équation  aux  différentielles 
partielles  d'Hamilton  pour  la  fonction  P,  laquelle  se  tire,  dans  les 
circonstances  actuelles,  de  la  relation  (i3).  Le  premier  membre  de 
cette  équation  coïncide  avec  le  premier  paramètre  différentiel  de 
la  fonction  P,  par  rapport  à  la  forme  F  (dx).  Pour  /i  =  2,  on  re- 
connaît dans  Téquation  (19)  l'expression  donnée  par  Gauss  pour 
le  carré  de  l'élément  linéaire  sur  une  surface,  expression  que  nous 
avons  mise  en  évidence  dans  (17),  IL  En  outre,  les  deux  premières 
équations  (aa)  se  changent  dans  les  deux  équations  aux  différen- 
tielles partielles,  données  par  Gauss  [loc,  cit.,  art.  aa)  pour  la  lon- 
gueur r  et  l'angle  4>  définis  plus  haut.  La  signification  d'une  inté- 
grale P  de  \^  première  équation  aux  différentielles  partielles  est 
indiquée  dans  cette  proposition  de  l'art.  16  du  même  Mémoire  :  Si, 
sur  une  surface  courbe,  on  trace  une  ligne  quelconque,  de  chacun 
des  points  de  laquelle  partent,  à  angle  droit  et  du  même  côté, 
une  infinité  de  lignes  de  plus  courte  distance,  de  longueurs  égales 
entre  elles,  la  courbe  qui  joint  leurs  extrémités  coupe  toutes  ces 
lignes  à  angle  droit. 

Comme  on  le  conclut  de  la  deuxième  proposition  établie  plus 
haut,  le  théorème  de  Gauss  que  nous  venons  de  rappeler  peut  se 
changer  en  un  théorème  général  de  la  Mécanique  usuelle,  dans 
lequel,  au  lieu  de  la  longueur  des  lignes  de  plus  courte  distance, 
entrera  la  valeur  R,  qui  est  égale  à  l'intégrale  de  la  moindre 
action;  mais  ce  théorème  subsiste  encore,  lorsqu'on  prend,  pour  la 
mesure  de  la  force  vive  d'un  point  matériel,  l'expression  plus  géné- 
rale développée  ci-dessus,  et  qu'en  même  temps,  à  la  place  de  la 
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pendant  le  mouvement,  la  force  de  frottement  est  directement  opposée 
à  la  vitesse,  et  toujours  proportionnelle  à  la  pression,  tandis  qu'au 
repos  elle  est  directement  opposée  à  la  composante  des  forces  paral- 
lèlement au  plan  de  contact,  et  peut  varier  depuis  zéro  jusqu'à  la 
limite  supérieure  qui  lui  est  imposée  par  les  lois  du  frottement. 

Le  Chapitre  U  traite  de  l'équilibre,  en  tenant  compte  du  frotte- 
ment. L'auteur  fait  l'application  de  la  théorie  k  plusieurs  questions 
intéressantes,  telles  que  l'équilibre  d'un  corps  solide  supporté  par 
une  ou  plusieurs  surfaces,  celui  d'une  corde  flexible  posée  sur  une 
surface,  celui  d'un  système  formé  de  plusieurs  solides,  par  exemple, 
une  pyramide  composée  de  sphères  égales,  etc. 

Le  Chapitre  III  traite  des  positions  extrêmes  de  l'équilibre,  et 
termine  ce  que  l'on  peut  appeler  la  Statique  du  frottement. 

Le  Chapitre  lY  traite  du  mouvement  des  points  ou  d'un  système 
de  points  matériels. 

Le  Chapitre  V  est  consacré  au  mouvement  d'un  corps  solide,  en 
particulier  au  mouvement  sur  le  plan.  L'auteur  traite,  comme 
exemple,  le  mouvement  d'une  sphère  homogène  sur  un  plan  hori- 
zontal, le  cas  où  ce  mouvement  se  réduit  à  un  simple  roulement,  etc. 

Le  Chapitre  YI  est  un  des  plus  difficiles  et  des  plus  intéressants 
du  Livre.  L'auteur  y  traite  de  la  stabilité  et  de  l'instabilité  de  l'équi- 
libre, et  surtout  de  deux  sortes  d'équilibre,  qu'il  appelle  équilibre 
nécessaire  et  équilibre  possible,  U  nous  serait  difficile  de  donner 
une  idée  nette  de  ces  diverses  espèces  d'équilibre^  nous  aurions  à 
entrer  dans  trop  de  développements.  La  distinction  qu'il  y  a  à  faire 
entre  elles  tient  à  la  différence  si  profonde  qui  existe  entre  les  lois 
du  frottement,  pendant  le  mouvement  et  à  l'état  de  repos.  Imagi- 
nons, par  exemple,  un  point  assujetti  à  demeurer  dans  un  plan, 
et  soumis  à  l'action  de  certaines  forces  extérieures.  Si  l'on  imprime 
au  point  un  mouvement,  les  forces  de  frottement  changeront  brus- 
quement de  grandeur  ou  au  moins  de  direction,  et,  en  les  comparant 
avec  les  forces  extérieures,  on  pourra  reconnaître,  dans  certains 
cas,  qu'une  force  finie  se  développe,  qui  entraine  le  point  loin  de 
sa  position  initiale.  C'est  ce  cas,  dont  on  trouve  des  exemples  sim- 
ples dans  le  Livre  de  M.  Jellett,  que  l'auteur  distingue  sous  la  déno- 
mination d'équilibre  possible,  réservant  le  nom  d'équilibre  néces- 
saire à  celui  pour  lequel,  dans  tout  mouvement  suffisamment  petit, 
les  forces  développées  tendent  à  arrêter  le  mouvement.  Ajoutons 
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qu'il  y  a  aussi  des  distinctions  de  même  nature  pour  la  stabilité  et 
Tinstabilité  de  l'équilibre. 

Le  Chapitre  Vil  est  consacré  à  Tétude  de  quelques  cas  d'indéter- 
mination, analogues  à  ceux  qui  se  présentent  en  Statique,  quand 
on  veut  déterminer  en  divers  points  toutes  les  forces,  par  exemple, 
si  un  corps  repose  par  plus  de  trois  points  sur  un  plan,  les  pressions 
qu'il  exerce  en  chaque  point.  M.  Jellett  montre  comment  ces  sortes 
de  difficultés,  qu'il  est  impossible  de  lever  en  Mécanique  rationnelle, 
disparaissent  dès  qu'on  se  place  dans  la  réalité  des  choses.  Il  exa- 
mine, en  particulier,  le  cas  d'un  solide  assujetti  à  demeurer  sur  un 
plan  incliné,  et  attaché  par  un  cordon  à  un  point  fixe. 

Le  Chapitre  YIII  comprend  la  mise  en  équations  de  certains 
problèmes,  le  problème  de  la  toupie,  l'étude  de  quelques  questions 
relatives  aux  locomotives,  et  l'énoncé  de  plusieurs  sujets  d'exercices. 

On  voit  que  l'Ouvrage  de  M.  Jellett  est  un  résumé  assez  complet, 
et  qui  vient  combler  une  lacune  de  ce  qu'on  peut  appeler  la  Méca- 
nique rationnelle  du  frottement.  Il  importe,  en  effet,  de  remarquer 
que  l'auteur  n'a  pas  traité  les  applications  de  cette  théorie  aux  prin- 
cipales machines,  aux  engrenages,  etc. 


RICCARDI  (Dott.  Ing.  Pietro),  professer  di  Geodesia  teoreCica  nella  R.  Univer- 
sité di  Modena.  —  Biblioteca  matematica  italuna,  dalla  origine  delta 
stampaai  primi  aoni  del  secoloxix.  —  Modena,  tip.  deir  erede  Soliani,  1870. 
In-4*. 

Cet  Ouvrage  n'est  point,  comme  certains  Ouvrages  analogues,  une 
spéculation  de  librairie,  compilée  par  des  copistes  ignorants  :  c'est 
l'œuvre  consciencieuse  d'un  savant,  d'un  bibliophile,  aimant  avec  pas- 
sion les  livres,  la  Science  et  surtout  la  gloire  de  son  pays.  M.  Riccardi, 
déjà  possesseur  lui-même  d'une  magnifique  collection  d'Ouvrages 
de  Mathématiques,  n'a  épargné  aucun  travail  pour  rendre  son  Cata- 
logue complet,  et  pour  y  faire  entrer  les  productions  de  tous  les 
auteurs  nés  sur  le  sol  italien  qui  ont  écrit  sur  cette  Science,  depuis 
Archimède  jusqu'à  Lagrange. 

L'Ouvrage  dont  nous  avons  entre  les  mains  les  quatre  premiers 

i5. 
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fascicules,  depuis  la  lettre  A  jusqu'à  la  lettre  K  (*),  doit  se  composer 
de  deux  Parties.  La  première,  qui  est  à  moitié  publiée,  est  un  Cata- 
logue disposé  par  ordre  alphabétique  de  noms  d'auteurs,  et  imprimé 
sur  deux  colonnes.  Chaque  article  contient  les  nom  et  prénoms  de 
l'auteur,  le  lieu  de  sa  naissance,  les  dates  de  sa  naissance  et  de  sa 
mort,  l'indication  des  sources  h  consulter  pour  sa  biographie-,  puis 
les  titres  de  ses  divers  Ouvrages,  numérotés  par  ordre  chronologique 
de  publication,  et,  pour  chacun  de  ces  Ouvrages,  la  liste  des  diverses 
éditions,  distinguées  par  un  second  numéro.  Chacun  de  ces  titres 
est  accompagné  d'une  Notice  bibliographique  plus  ou  moins  éten- 
due, imprimée  en  caractères  plus  fins.  La  disposition  typographique 
de  ce  Catalogue  ne  laisse  rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  clarté, 
et  rien  n'y  manque  pour  faciliter  les  recherches. 

La  seconde  Partie,  moins  volumineuse,  mais  non  moins  impor- 
tante, doit  contenir  l'indication  de  tous  les  Ouvrages  cités  dans  la 
première,  disposés  par  ordre  de  matières. 

Nous  engageons  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  l'histoire  des  Sciences 
mathématiques  à  se  hâter  de  souscrire  à  cette  remarquable  publi- 
cation, qui  ne  tardera  pas  à  être  épuisée,  a'étant  tirée  qu'à  aSo  exem- 
plaires. J.  H. 


PAINYIN  (L.),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Descartes.  ~ 
Principes  de  la  Géométrie  amalitique.  Géométrie  de  l'espace,  i**  Partie, 
1869  (460p.);  %*  Partie,  1870  (464p.)  —  Gr.iii-4*,  lithographie,  avec  figures 
dans  le  texte.  —  Paris,  187a.  —  Prix  :  23  fr. 

Les  excellents  Ouvrages  de  notre  collaborateur  sont  depuis  long- 
temps connus  et  appréciés  des  professeurs  et  de  toutes  les  personnes 
qui  s'intéressent  aux  progrès  de  la  Géométrie  analytique.  Ils  con- 
stituent un  exposé  clair  et  complet  des  méthodes  modernes,  et  con- 
tiennent l'étude  détaillée  des  propriétés  essentielles  des  figures 
géométriques  dans  le  plan  et  dans  l'espace.  Aussi  nous  bornerons- 
nous  à  faire  connaître  le  cadre  de  ce  nouvel  Ouvrage  et  à  indiquer 
rapidement  les  titres  des  principaux  Chapitres. 

Une  Introduction  de  3o  pages  est  consacrée  k  la  définition  des 

(*)  XXX  p.,  656  colonnes  et  16  colonnes  de  supplément. 
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systèmes  de  coordonnées,  cartësiennes,  homogènes,  tétraédriques, 
polaires,  etc.,  aux  relations  entre  les  angles  d'une  droite  avec  les 
axes,  aux  projections  des  lignes  et  des  surfaces,  à  la  transformation 
des  coordonnées,  aux  formules  d'Euler,  etc. 

Le  Livre  P'  est  intitulé  Plan  et  Point,  11  traite  des  intersections 
des  droites  et  des  plans,  des  formules  relatives  aux  angles  et  aux 
distances.  Un  paragraphe  spécial  est  réservé  à  l'étude  du  plan  po- 
laire d'un  point  par  rapport  à  un  plan.  Après  avoir  étudié  toutes 
ces  questions  avec  les  coordonnées  cartésiennes,  l'auteur  en  reprend 
l'examen  avec  les  coordonnées  tétraédriques  et  polyédriques.  Les 
notions  qui  sont  ici  développées  et  précisées  permettent  d'aborder 
la  définition  des  coordonnées  tangentielles,  qui  est  donnée  avec 
tous  les  développements  nécessaires.  C'est  avec  raison  que  M.  Pain- 
vin  donne  à  l'étude  de  ces  coordonnées  la  même  importance  qu'aux 
coordonnées  ordinaires.  L'étude  de  la  transformation  des  figures, 
du  rapport  anharmonique  des  figures  homographiques  et  corré- 
latives, termine  et  complète  le  Livre  P'. 

Le  Livre  U  traite  de  la  Sphère,  Les  principales  propriétés  de 
cette  surface  sont  étudiées  dans  les  différents  systèmes  de  coordon- 
nées. M.  Painvin  définit  le  cercle  imaginaire  de  l'infini;  il  montre 
comment  on  peut  rattacher  à  la  considération  de  cercle  la  notion  de 
l'angle,  et  il  termine  par  l'étude  des  figures  tracées  sur  la  sphère  au 
moyen  du  système  de  coordonnées  de  Gudermann  et  de  M.  Borgnct. 

Le  Livre  III  est  intitulé  Notions  générales  sur  les  surfaces,  11 
traite  des  plans  tangents  en  coordonnées  ponctuelles,  des  points  de 
contact  en  coordonnées  tangentielles,  des  polaires  d'un  point  et 
d'un  plan  ('),  des  points  et  des  plans  multiples  à  distance  finie  ou 
infinie.  L'application  de  ces  théories  générales  est  faite  aux  surfaces 
du  deuxième  ordre  et  de  la  deuxième  classe.  Ensuite  l'auteur  exa- 
mine les  différents  modes  de  génération  des  surfaces,  les  cylindres, 
les  cônes,  les  surfaces  réglées,  les  surfaces  de  révolution,  la  théorie 
des  surfaces  enveloppes,  ainsi  que  celles  des  courbes  gauches  et 
des  surfaces  développables.  La  théorie  des  centres  et  son  applica- 
tion au  second  degré,  celle  des  plans  diamétraux,  des  diamètres, 
des  plans  principaux,  celle  de  l'homothétie  dans  l'espace,  sont  étu- 


(*)  Pour  les  polaires  d'un  plan,  l'auteur  adopte  la  définition  qu'il  a  publiée  dans 
un  Mémoire  inséré  aux  Comptes  rendus. 
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diécs  avec  de  nombreux  et  intéressants  développements,  en  coor- 
données ordinaires  et  en  coordonnées  tétraédriques.  Le  dernier 
Chapitre  est  consacré  à  la  démonstration  de  plusieurs  théorèmes 
généraux  sur  les  surfaces  algébriques  :  nombre  des  conditions  né- 
cessaires à  la  détermination  d'une  surface,  théorèmes  segmen- 
taires,  etc.  Chaque  Livre  se  termine,  d'ailleurs,  par  des  exercices 
très-heureusement  choisis,  et  dont  la  réunion  suffirait  seule  à 
donner  une  grande  valeur  à  l'Ouvrage. 

La  seconde  Partie  de  l'Ouvrage,  qui  comprend  à  elle  seule 
464  pages ,  est  consacrée  principalement  aux  surfaces  du  second 
ordre.  Le  Livre  lY,  par  lequel  commence  cette  seconde  Partie,  est 
intitulé  Etude  particulière  des  surfaces  du  second  ordre,  D  a 
pour  objet  la  réduction  de  l'équation  du  second  degré  à  sa  forme 
la  plus  simple ,  la  discussion  des  équations  par  la  méthode  de  la 
décomposition  en  carrés,  l'étude  des  sections  planes  et  de  leurs 
foyers,  des  sections  circulaires,  des  plans  tangents,  des  normales, 
des  diamètres,  des  génératrices  rectilignes,  des  différentes  condi- 
tions déterminant  une  surface  du  second  ordre,  ainsi  que  des  équa- 
tions des  surfaces  du  second  ordre  satisfaisant  à  certaines  condi- 
tions. Le  Chapitre  VIII,  en  particulier,  contient  une  foule  de 
propositions  importantes  sur  les  surfaces  inscrites  l'une  à  l'autre^ 
sur  les  diamètres  conjugués  communs  à  deux  surfaces  concentriques, 
sur  l'intersection  de  deux  surfaces,  sur  la  perspective,  etc.  Leî 
Chapitres  IX  et  X  contiennent  l'exposé  des  recherches  originale 
que  M.  Painvin  a  publiées  sur  la  courbe  d'intersection  de  deui 
quadriques  et  sur  leur  développable  circonscrite,  recherches  don 
nous  avons  rendu  compte  dans  un  article  spécial  (^),  et  dont  on  w 
saurait  contester  l'importance  et  l'utilité.  L'étude  des  foyers,  de 
surfaces  homofocales,  de  la  méthode  des  caractéristiques  d 
M.  Chasles  (i4  p.)  termine  le  Livre  IV. 

Le  Livre  V  est  intitulé  Théories  complémentaires.  Il  traite  de  1 
méthode  des  polaires  réciproques ,  de  la  transformation  par  rayon 
vecteurs  réciproques.  Un  Chapitre,  qui  eût  été  mieux  placé  dan 
l'Introduction,  est  consacré  à  l'étude  des  propriétés  fondamentale 
des  déterminants,  et  un  autre  Chapitre  contient  l'ensemble  de 
propositions  relatives  à  l'élimination,  aux  résultantes)  aux  discri 


(•)  Voir  ^«//efin,  t.  I,  p.  167. 
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minants,  etc.  Enfin  l'auteur  termine  par  des  notions  très-précises 
sur  les  invariants  et  les  covariants,  considérés  principalement  dans 
les  fonctions  homogènes  du  second  degré. 

L'exposé  précédent  ne  peut  laisser  aucun  doute,  nous  l'espérons, 
sur  la  valeur  du  travail  considérable  de  notre  collaborateur.  11 
nous  suffira  donc  d'ajouter  que  l'exposition  est  claire  dans  toutes 
les  parties  de  l'Ouvrage,  et  d'émettre  le  vœu  que  M.  Pain  vin  veuille 
bien  nous  donner  une  édition  nouvelle  de  son  Ouvrage,  en  faisant 
appel  non  au  lithographe,  mais,  cette  fois,  à  l'imprimeur.  Nous 
devons  dire  cependant  que,  au  point  de  vue  matériel ,  l'exécution 
ne  laisse  rien  à  désirer,  et  quelle  est  même  supérieure  à  celle  de 
la  plupart  des  Ouvrages  lithographies.  G.  D. 


MATHIEU  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon.  —  Coubs 
DB  Phtsiqub  mathématique.  —  Paris,  Gauthier-Villars.  In-4'',  294  p.  Prix  : 
i5fr. 

Depuis  que  Fourier,  Poisson  et  Lamé  ont  écrit  des  Ouvrages 
fondamentaux  sur  les  différentes  théories  de  la  Physique  mathé- 
matique, cette  Science  a  fait  des  progrès  considérables,  et  d'il- 
lustres géomètres  ont  su  introduire  la  rigueur  des  méthodes  mathé- 
matiques les  plus  précises  dans  l'exposition  de  cette  branche  si 
importante  des  études  mathématiques.  Dirichlet,  dans  deux  beaux 
Mémoires,  a,  le  premier,  déterminé  d'une  manière  précise  les 
conditions  sous  lesquelles  une  fonction  peut  être  représentée  soit 
par  une  série  trigonométrique,  soit  par  une  suite  de  fonctions  Y„. 
Plus  récemment,  Riemann,  dans  son  enseignement  et  dans  son 
célèbre  Mémoire  sur  la  représentation  des  fonctions  par  les  séries 
trigonomé triques,  a  posé,  en  suivant  les  traces  de  Gauss  et  de 
Cauchy,  les  fondements  d'une  méthode  rigoureuse  et  précise,  qu'on 
pourra  appliquer  à  toutes  les  questions  de  la  Physique  mathéma- 
tique. Les  problèmes  qui  se  présentent  dans  toutes  les  théories  de 
la  Physique  sont  loin  d'être  aussi  simples  qu'ils  le  paraissent.  Il 
suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  de  remarquer  que  l'équation  dont 
dépend  le  problème  des  cordes  vibrantes, 

d*\       d'V  _ 


232  BULLETIN  DES  SCIENCES 

est  identique  à  celle  qui  caractérise  les  fonctions  monogènes  de 
variables  complexes.  C'est  en  Physique  mathématique  qu'on  a 
rencontré  pour  la  première  fois  ces  problèmes  si  difficiles,  dans 
lesquels  il  faut  déterminer  une  fonction  par  une  équation  diilé- 
reutielle  et  par  des  conditions  données  aux  limites.  C'est  ainsi  que 
le  problème  de  Tintégration  des  équations  différentielles  a  été  pré- 
senté sous  un  point  de  vue  tout  à  fait  nouveau.  Alors  même  qu'on 
a  obtenu  une  formule  analytique  représentant  l'intégrale  générale 
d'une  équation,  on  s'aperçoit  bientôt,  si  on  veut  l'appliquer  à  un 
problème  déterminé,  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  aux 
limites,  que  cette  formule  analytique  est  sans  valeur,  et  que  le 
problème  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  doit 
être  considéré  d'une  manière  toute  nouvelle. 

C'est  dans  la  théorie  du  potentiel  que  les  géomètres  ont  tout 
d'abord  rencontré  des  questions  et  des  difficultés  de  cet  ordre.  Les 
efforts  qu'ils  ont  du  faire  pour  les  surmonter  ont  eu  des  résultats 
considérables ,  et  c'est  dans  l'étude  du  potentiel  et  de  l'attraction 
qu'il  faut  chercher  l'origine  des  belles  méthodes  employées  par 
Riemann  dans  la  théorie  des  fonctions  de  variables  complexes. 

M.  Mathieu  s'est  proposé  précisément  d'exposer  dans  son  Ou- 
vrage les  principales  méthodes  d'intégration  employées  en  Physique 
mathématique,  et  de  les  appliquer  à  quelques-uns  des  problèmes 
les  plus  importants  de  la  théorie  de  la  chaleur  et  de  l'élasticité. 

Le  Chapitre  P"^  de  son  Ouvrage  est  consacré  à  l'emploi  des  séries 
trigonométriques ,  et  tout  d'abord  au  problème  des  cordes  vi- 
brantes, un  des  plus  célèbres  et  des  plus  anciens,  qui  a  donné  lieu 
pendant  plus  d'un  demi-siècle  à  des  discussions  si  importantes  et 
si  fécondes.  L'auteur  ne  démontre  pas  rigoureusement  que  toute 
fonction  est  développable  en  une  série  trigonométrique  :  c'est,  du 
reste,  une  remarque  que  nous  pouvons  généraliser,  sans  en  faire  un 
sujet  de  reproche  à  l'auteur^  mais,  dans  tout  le  cours  de  l'Ouvrage, 
afin  sans  doute  de  rester  clair  et  facile  à  comprendre,  M.  Mathieu  ne 
cherche  aucunement  à  ajouter  aux  démonstrations  de  Poisson  ou  de 
Fourier  des  développements  qui  pourraient  les  rendre  rigoureuses. 

Le  Chapitre  II  traite  des  surfaces  isothermes  et  des  coordonnées 
curvilignes.  L'auteur  donne  sur  ces  belles  théories  tout  ce  qui  lui 
sera  plus  tard  nécessaire.  A  la  fin  du  Chapitre  se  trouve  un  article, 
publié  autrefois  par  l'auteur,  sur  l'écoulement  des  tubes  capillaires. 
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et  qui  a  été  signalé  plusieurs  fois  à  rAcadémie  des  Sciences  par 
M.  de  Saint- Venant. 

Dans  le  Chapitre  III,  l'auteur  étudie  l'équilibre  de  température 
des  cylindres.  Cette  question  offre  Tavanlage  de  présenter  en 
quelque  sorte  isolées  les  difficultés  qu'on  aura  à  surmonter  plus 
tard  dans  l'étude  de  problèmes  plus  difficiles. 

Le  Chapitre  IV  renferme  Texposé  des  recherches  sur  les  équa- 
tions dilférentielles  du  second  ordre^  dues  à  Sturm. 

Le  Chapitre  V  traite  de  la  théorie  du  mouvement  vibratoire  des 
membranes  circulaires  et  elliptiques.  L'auteur  y  reproduit  et  y 
simplifie  les  travaux  qu'il  a  publiés  dans  le  Journal  de  Lioui^ille. 

Les  Chapitres  VI  et  Vil  traitent  de  la  distribution  de  la  chaleur 
dans  une  sphère  et  des  températures  du  globe  terrestre.  L'auteur  y 
expose  le  résumé  des  recherches  de  Laplace,  de  Poisson*  et  de 
Fourier. 

Le  Chapitre  VIII  traite  de  l'équilibre  de  température  de  l'cUip- 
soïde.  Lamé  a  étudié  le  premier  cette  question,  dont  la  solution  a 
été  ensuite  simplifiée  par  M.  Liouville. 

Le  Chapitre  IX  appartient  à  l'auteur^  il  a  pour  objet  le  refroi- 
dissement d'un  ellipsoïde  planétaire. 

Ces  indications  suffisent  pour  donner  à  nos  lecteurs  une  idée 
des  matières  traitées  dans  cet  Ouvrage,  sur  lequel  une  Notice  a 
paru  dans  le  Journal  de  Liouuille  et  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques,  et  que  M.  Serret  a  présenté  à  l'Institut. 

G.  D. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 
JOURNAL  FUR  DIE  RBiNB  UND  ÀNGEWÀNDTE  Mathematik,  herausgegebcn  von 

C.-W.  BORCHARDT. 

T.  75,  Cahiers  3  et  4;  187a. 

FucHS  (L.).  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  de  variables 
complexes,  en  particulier  sur  celles  des  intégrales  d'équations 
différentielles  linéaires.  (47  pO 
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L'auteur  a  surtout  Tintention  de  perfectionner  la  théorie  des 
fonctions  qui  satisfont  à  des  équations  différentielles  linéaires.  11 
avait  déjà  exposé  le  principe  de  ses  recherches  sur  cet  objet  en  1 865, 
dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  66  de  ce  Journal.  Ce  principe 
repose  sur  certains  développements  en  séries,  applicables  dans  le 
voisinage  de  chacun  des  points  singuliers.  Alors,  si  Ton  se  donne, 
pour  un  point  A ,  une  intégrale  de  l'équation  différentielle  d'or- 
dre m,  ainsi  que  les  m  —  i  premières  dérivées,  la  fonction  sera 
complètement  déterminée  pour  tout  autre  point  B  du  plan  de  con- 
struction, en  supposant  qu'on  ait  fixé  d'avance  le  chemin  L  qui  } 
conduit.  Si,  pour  fixer  les  idées,  le  point  A  se  trouve  dans  le  voisi- 
nage d'un  point  singulier  a,  on  pourra  effectuer,  d'après  le  Mémoire 
que  nous  venons  de  citer,  la  représentation  de  l'intégrale  au  mojei 
de  séries;  mais  celles-ci,  qui  ne  sont  applicables  que  dans  le  voi- 
sinage du  point  a,  ne  permettront  la  détermination  directe  de  l'in 
tégrale  en  B  que  lorsque  B  et  le  chemin  entier  L  appartiendront  i 
ce  même  voisinage.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  il  en  résultera  un  incon 
vénicnt  auquel  M.  Fuchs  cherche  à  remédier  dans  son  nouveai 
Mémoire  \  celui-ci  se  divise  en  deux  Parties,  dont  voici  l'analyse. 

Soit 

(I)  z  =  F{w) 

une  fonction  algébrique  et  rationnelle  de  la  variable  complexe  w 
et  qui  prenne,  pour  w  =  o,  une  valeur  infinie  du  premier  ordre 
soit,  de  plus,  R  le  plus  petit  des  modules  des  racines  de  l'équatioi 

Alors  il  n'y  a  pas  deux  valeurs  de  w  distinctes  l'une  de  l'autre  qu 
correspondent  à  la  même  valeur  de  z  en  vertu  de  l'équation  (i),  e 
qui  soient  contenues  dans  l'intérieur  de  la  circonférence  K  décrite 
avec  le  rayon  R,  autour  de  l'origine  des  w.  Le  cercle  K  est  appel 
le  cercle- limite  appartenant  à  la  fonction  rationnelle  (i)  ;  la  courb 
fermée  C,  qui  lui  correspond  en  vertu  de  l'équation  (i),  reçoit  1 
nom  de  courbe-limite.  D'après  cela,  on  trouve  la  solution  de  ce  pro 
blême  :  Étant  donnés,  dans  le  plan  des  z,  les  m  -f- 1  points  de  Zi 
2,, . . . ,  ^«,+iî  déterminer  la  fonction  F  {z)  de  telle  sorte  que  R  de 
vienne  plus  grand  que  l'unité,  et  que  les  points  Z|,  Zt, . . . ,  z,^i  di 
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plan  des  z  correspondent,  d'après  l'équation  (i),  aux  m  +  i  points 
arbitraires  «i,  0t|,...,a,^i  de  la  circonférence  E,  décrite  avec  le 
rayon  i  autour  de  Torigine  des  w. 

La  courbe  Q  du  plan  des  z,  qui  correspond  au  cercle  E  du  plan 
des  w  en  vertu  de  Téquation  (i),  est  une  courbe  fermée  qui  ne  se 
coupe  elle-même  nulle  part,  et  qui  passe  par  les  m  +  i  points  z^, 
Zt ,  •  •  • ,  z^^i  ;  Taire  comprise  dans  Tintérieur  du  cercle  E  est  une 
représentation  {Abbildung)  de  Taire  infinie  à  l'extérieur  de  la 
courbe  C«;  de  même,  l'anneau  circulaire  compris  entre  les  cercles  K 
et  E  et  l'anneau  contenu  entre  les  courbes  C  et  C,  sont  des  repré- 
sentations Tun  de  l'autre.  La  courbe  C«  est  nommée  courbe  iso- 
lante  {Absonderungscurve). 

Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  fait  l'application  des  résultats  de 
la  première  à  la  représentation  des  variables  complexes. 

Soient  Zt,  Z|,»  • .,  z^^^i  les  points  singuliers  de  la  fonction  poly- 
drome  [mehrdeutig)  f[z)  \  la  courbe  isolante  C,  divise  le  plan  des  z 
en  deux  parties,  Gi  et  G|,  où  Gi  est  supposé  désigner  celle  qui 
s'étend  à  l'infini.  Comme  fonction  de  w,  la  fonction  f(z)  =f[F  (w)] 
peut  avoir,  à  l'intérieur  du  cercle  E,  tout  au  plus  le  point  sin- 
gulfer  w  =  o.  Donc,  quand  on  a  développé  les  séries  qui  repré- 
sentent la  fonction  pour  T intérieur  du  cerclé  E,  il  en  résulte  une 
représentation  de  f[z)  admissible  au  dedans  de  Gi,  pourvu  que 
Ton  suppose  que  les  valeurs  de  la  fonction  algébrique  w  de  z  soient 
connues  pour  l'intérieur  de  Gt,  et  qu'on  les  substitue  à  la  place 
de  w  dans  la  série  que  nous  venons  de  mentionner.  Dans  Tinté- 
rieur  de  Gf ,  la  fonction  est  monogène  et  monodrome  \  par  consé- 
quent, elle  permet  l'application  de  l'intégrale  de  Cauchy,  qu'on 
peut  évaluer  en  profitant  de  la  substitution  (i),  et  en  calculant 
y  [F  (çv)]  le  long  de  la  circonférence  E.  Ces  principes  se  prêtent  à 
une  facile  application  dans  le  cas  des  équations  différentielle^ 
linéaires. 

D'abord  l'auteur  établit,  pour  l'intérieur  de  E,  puis  encore  pour 
celui  de  Gi ,  les  séries  qui  représentent  les  intégrales,  et  qu'il  a  dé- 
veloppées dans  le  Mémoire  cité,  pour  le  Voisinage  d'un  point  sin- 
gulier. Alors  il  montre  comment  les  intégrales  ainsi  déterminées 
pour  l'intérieur  de  E  dépendent  de  celles  qu'on  peut  représenter 
semblablement  dans  le  voisinage  de  chacun  des  points  «i,  «i,.*.,  0t«; 
par  là  il  réussit  à  exprimer  les  valeurs  des  intégrales  au  bord  inté- 
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rieur  du  contour  limite  de  Gi  au  moyen  de  leurs  valeurs  au  bord 
extérieur.  Par  suite,  il  est  possible  de  fonder  les  développements, 
qu'il  faudrait  exécuter  à  Taide  de  Tintégrale  marginale  de  Cauchy, 
sur  le  calcul  des  intégrales  au  bord  intérieur  de  E,  moyennant  les 
séries  qui  sont  applicables  à  Tintérieur  de  E. 

Ainsi  Tauteur  réussit  en  même  temps  à  résoudre  le  problème  de 
déterminer  a  priori  la  valeur  que  possède  au  point  B  Tintégralf 
dont  on  a  fixé  la  valeur  en  un  point  A,  et  qui  passe  par  un  cbemii 
déterminé  L  de  A  à  B,  ces  points  étant  situés  dans  les  deux  aire 
différentes  Gi  et  G| ,  problème  pour  la  solution  duquel  il  est  encon 
nécessaire  de  savoir  entre  quels  points  singuliers  la  courbe  L  coup 
la  courbe  isolante  Q.  Enfin  Texemple  d'une  équation  linéaire  di 
second  ordre  et  douée  de  quatre  points  singuliers  sert  à  éclaircir  L 
théorie  développée  par  Tauteur. 

Thomae  (J.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions  abé 
tiennes.  (3i  p.) 

La  détermination  de  IogS-(o,  o,. . . ,  o)  en  fonction  des  module 
de  classe  d'un  système  de  fonctions  algébriques  fait  l'objet  de  c 
Mémoire,  suite  de  quelques  autres,  publiés  par  M.  Thomae  dans  c 
Journal.  Dans  un  premier  Mémoire  (t.  66),  il  avait  calcul 
rflogi^  (o,  o,. . .,  o)  en  fonction  linéaire  des  différentielles  de  ce 
modules  \  les  coefficients  de  cette  fonction  sont  des  fonctions  alg^ 
briques,  ainsi  que  leurs  intégrales.  L'intégration  de  l'équation  diffc 
rentielle  avait  été  effectuée  dans  un  autre  Mémoire  du  tome  1\ ,  poi 
le  cas  des  fonctions  abéliennes  dont  les  diflérentielles  se  ramènent 
des  racines  carrées  (*).  Maintenant  l'auteur  ramène  l'intégratio 
générale  à  la  construction  d'une  fonction  algébrique,  dont  on  i 
donne  la  ramification,  les  zéros  et  les  infinis-,  il  réussit  ainsi 
montrer  une  voie  algébrique  par  laquelle  on  peut  déterminer  Tii 
tégrale,  à  un  facteur  près,  qui  peut  être  évalué  d'après  les  mi 
thodes  du  Mémoire  du  tome  71 .  Soit,  pour  fixer  les  idées,  S-j^^,  ui 
fonction  d-  qui  ne  s'évanouit  pas  avec  ses  variables,  et  soit  |A| . 
déterminant  dont  les  éléments  sont  formés  par  les  modules  c 

périodicité-,  on  aura  le  théorème  (XIII)  :  La  fonction  ^h,g\>J\^ 
est  une  fonction  algébrique  des  valeurs  de  ramification  Ati  ,  Ar« , .  • 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  i38. 
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de  la  surface  T  de  Riemann,  à  laquelle  la  fonction  S  appartient.  Si 
Ton  désigne  pary(A,  B)  le  produit  des  huitièmes  puissances  de 

toutes  les  fonctions  S-/i,^  :  y^|A|,  $-(0,  o,. . .,  o)  peut  être  déduit  de 
cette  fonction  y* par  voie  algébrique. 

KiEPERT  (L.).  —  Dwision  en  dix-sept  parties  égales  de  la 
circonférence  de  la  lemniscate  par  le  seul  moyen  de  la  règle  et 
du  compas,  (9  p.) 

Mektehs  (F.).  —  Extrait  d'une  Lettre  au  Rédacteur. 

Remarque  sur  une  Note  du  même  auteur  concernant  les  fonc- 
lions  symétriques. 

Thomé  (L.-W.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  linéaires  dif- 
férentielles. (27  p.) 

Suite  du  Mémoire,  tome  74  du. même  Journal. 
Nous  rappellerons  (^)  que  M.  Thomé  s'occupe  de  l'équation  dif- 
férentielle homogène  et  linéaire 

dont  les  coefficients  sont ,  dans  le  voisinage  de  j:  =  a,  des  fonc- 
tions monodromes  et,  à  ce  point  a  près,  monogènes  de  la  variable 
complexe  x.  Selon  M.  Fuchs  (t.  66],  toute  intégrale  de  l'équa- 
tion peut  être  mise  sous  la  forme  (f[x  —  ay  [log  [x  —  a)]*,  k  étant 
un  nombre  entier  positif  ou  nul ,  f  une  fonction]  monogène  et  mo- 
nodrome  dans  le  voisinage  de  j:  =  a ,  à  ce  point  près  *,  ce  qui 
permet^  auprès  du  point  a,  une  représentation  de  la  forme 


V  a(^  —  a)* -h  VCL.(^  —  a)- 


Si  les  fonctions  f  ne  contiennent  qu'un  nombres/11  de  puissances  à 
exposants  négatifs,  M.  Thomé  appelle  ces  intégrales  régulières.  Ses 
recherches  s'étendent  aux  propriétés  des  équations  dilTérentielles 
qui  possèdent  des  intégrales  régulières  parmi  leurs  intégrales.  Les 
équations  dont  les  intégrales  sont  toutes  régulières  ont  été  déjà 

(*)  Voir  BuUetin,  t.  III,  p.  367. 
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traitées  par  M.  Fuchs  (t.  68)  d'après  un  autre  procédé.  Voîcî  l'ex- 
posé de  la  méthode  de  M.  Thomé.  Lorsque  l'équation  difierentielle 
a  une  intégrale  régulière,  elle  en  aura  aussi  une  autre,  telle  que 


j.  =  (^  —  aj'Y  G.  (^  —  fl^ 


Puis  Tauteur  emploie  la  conclusion  de  m  —  i  à  m,  en  se  servan 
de  la  réduction  y  =  y^Jzdx^  où  y^  possède  la  forme  caractérisée 
Les  équations  différentielles  dont  les  coefficients  p  prennent  pou 
X  =  a  des  valeurs  infinies  d'ordre  fini  font  l'objet  principal  de  se 
études.  Soit  tt^  l'ordre  infinitésimal  de  la  valeur  infinie  de  P«  pou 
x  =  a,  (7ro  =  o),  et  formons  la  suite  des  nombres  TTo-Hm,  7r,-|-m — i 
7r,-f-/w — a,...,7r^.  Un  certain  indice  de  la  suite  a  =  o,  i,a,...,r 
sera  celui  où  le  plus  grand  de  ces  nombres  se  présente  pour  la  prc 
mière  fois  -,  M.  Thomé  l'appelle  indice  caractéristique.  Alors  on 
ces  théorèmes  (n**  1)  : 

Si  les  coefiicients  ^o  =  1 9  Pi^  ^t  )  •  ■  •  )  /'a  (^  «  ^  )  ^^^  ^^^^  ^^^  ûi 
finis  d'ordre  fini  pour  j:  =  a,  il  faut  que  les  autres  coefficient 
aient  aussi  des  infinis  d'ordre  fini  pour  j:  =  a  et  que  l'indice  carai 
téristique  soit  ^  A,  pour  que  l'équation  (i)  ait  au  moins  m' —  A  ii 
tégrales  régulières  linéairement  indépendantes.  De  là  il  s'ensu 
que,  si  tous  les  coefficients  ont  pour  x  =  a  des  infinis  d'ordre  fii 
et  que  l'indice  caractéristique  soit  /i,  l'équation  différentielle  a  toi 
au  plus  m  —  h  intégrales  régulières  linéairement  indépendante 
Si  A  =  o,  l'équation  en  a  autant,  d'après  un  théorème  de  M.  Fuel 
(t.  66)^  pour  A}>o,  il  y  a  des  exceptions.  Pour  approfondir  1 
recherches  sur  le  cas  A>o,  M.  Thomé  étudie  les  propriétés  c 
facteur  intégrant  de  l'équation  différentielle  et  celles  del'équatic 
qu'on  obtient  en  l'intégrant  une  première  fois. 

Si  l'on  a  mis  (n^2)  les  intégrales  d'une  équation  différentiel 
linéaire  et  homogène  quelconque  sous  la  forme 

y,  =  Vx,    yt  =  VxS^xdx^     ...,    y^^i^xfdx\^t..,fvmdx, 

l'équation  obtenue  par  la  première  intégration  de  (1]  sera  ccUc-c 


.^ 
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où  C  est  constant,  et  f(jr)  =  o  contient  les  intégrales  ^n  jKt  v  •  •  ? 
^m«iî  (^'i  t^f  •  •  ^m)"*  est  la  forme  du  multiplicateur  intégrant  M, 
qui  est  égal  à  c/^''»""'»^ ''',  et  satisfait  à  l'équation  différentielle  homo- 
gène et  linéaire 

équation  obtenue  d'une  autre  manière  par  Lagrange  (').  L'indice 
caractéristique  de  (2)  est  le  même  que  celui  de  (i).  Si  l'équation  (a) 
a  une  intégrale  telle  que 


fi 


o  I 

les  intégrales  régulières  de  (i)  sont  aussi  comprises  dans  l'équa- 
tion y  (^)=o,  dont  l'indice  caractéristique  a  été  abaissé  d'une 
unité  (n®4). 

Après  cela,  M.  Thomé  étudie  (n^  5)  les  équations  différentielles 
dont  l'indice  caractéristique  est  1 .  La  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  qu'elles  aient  m  —  i  intégrales  régulières  linéairement 
indépendantes  consiste  en  ce  qu'il  existe  une  intégrale  de  la  forme 

effi^ix-^aY^Culx^a)-^,    où     ''^  -  [-'(^- «)]  _  »    (i^o; 

c'est  la  convergence  de  cette  série  qui  est  décisive.  A  l'aide  de  la 
forme  (^1  ^1.  • .  i^m)"*  =  M  du  facteur  intégrant,  l'auteur  forme 
encore  des  équations  différentielles  ayant  leur  indice  caractéris- 
tique A  }>  o,  et  dans  lesquelles  le  nombre  des  intégrales  régulières 
linéairement  indépendantes  varie  entre  A  et  o. 

Enfin  M.  Thomé  développe  encore,  par  une  voie  différente  de 
celle  qu'a  suivie  M.  Fuchs,  la  forme  générale  d'un  système  d'inté- 
grales. 

ScHwARZ  (H.-A.).  —  Sur  les  cas  où  la  série  hyper  géométrique 
de  Gauss  représente  une  Jonction  algébrique  de  son  quatrième 
élément.  (44  Po  ^  P^-) 

Ce  Mémoire  s'occupe  de  la  solution  du  problème  suivant  : 
a  Trouver  tous  les  cas  où  l'équation  différentielle  de  la  série  hyper- 

(')  Miicellanea  Taurinensia,  t.  III;  —  (ouvres  de  Lagrange,  t.  I. 
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géométrique  F  (a,  P,  /,  x)  possède  une  intégrale  algébrique.  »  L'au- 
teur en  a  déjà  fait  une  communication  à  la  Section  mathématique 
de  la  Société  Hel\^étique  des  Sciences  naturelles  (août  1871)9  et  il 
a  aussi  publié  un  extrait  de  ces  recherches  dans  les  Actes  de  cette 
Société. 

Les  Mémoires  de  Gauss,  de  Kummer  et  de  Riemann  relatifs  à 
la  série  hypergéométrique  présentent  plusieurs  cas  où  elle  se  réduit 
à  une  fonction  algébrique  de  Xy  et  ils  signalent  même  diverses  voies 
qui  conduisent  à  la  découverte  d'un  plus  grand  nombre  de  ces  cas  \ 
cependant  la  question  de  trouver  la  totalité  des  cas  possibles  n'a 
pas  été  abordée  par  ces  illustres  géomètres. 

L'auteur  a  divisé  son  Mémoire  en  sept  Articles. 

Le  premier  discute  tous  les  cas  où  l'équation  différentielle  pos- 
sède une  intégrale  algébrique  dont  la  dérivée  logarithmique  est  une 
fonction  rationnelle  de  x.  Dans  cette  hypothèse,  une  ou  plusieurs 
des  séries  qui  servent  à  exprimer  des  intégrales  particulières  n'ont 
qu'un  nombre  fini  de  termes. 

Dans  le  deuxième  Article,  l'auteur  commence  par  démontrer  que 
l'intégrale  générale  de  l'équation  diiTérentielle  de  la  série  hypergéa 
métrique  F  (a,  j3,  y,  x)  ne  saurait  être  une  fonction  algébrique  de  j 
que  lorsque  les  trois  premiers  éléments  a^^^y  sont  des  nombre 
rationnels.  De  plus,  si  le  quotient  de  deux  intégrales  particulière 
et  linéairement  indépendantes  est  une  fonction  algébrique  de  x 
l'intégrale  générale  dépend  aussi  algébriquement  de  x.  Ce  quotien 
satisfait  à  une  équation  diiTérentielle  du  troisième  ordre  et  du  secon 
degré,  équation  très-importante  pour  le  problème  proposé,  vu  qu 
l'auteur  réussit  à  trouver,  par  voie  géométrique,  tous  les  cas  o 
elle  possède  une  intégrale  algébrique. 

Le  troisième  Article  contient  la  recherche  des  propriétés  de  cetl 
nouvelle  équation  diilérentielle.  Il  s'agit  surtout  de  déterminer  h 
variations  que  subissent  les  intégrales  en  s'approchant  d'un  poii 
singulier.  En  classant  les  valeurs  singulières  de  la  variable  indc 
pendante  d'une  équation  diiTérentielle,  M.  Weierstrass  les  diî 
tingue  en  valeurs  essentiellement  singulières,  c'est-à-dire  qui  soi 
des  points  de  ramification  pour  l'intégrale  générale,  et  en  valeu> 
non  essentiellement  singulières,  où  l'intégrale  générale  ne  pr< 
sente  pas  de  ramification.  Par  suite,  l'auteur  cherche  la  conditic 
nécessaire  et  sufiisante  pour  que,  dans  l'équation  diiTérentielle  prc 
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posée,  une  valeur  singulière  de  x  soit  non  essentiellement  singu- 
lière. H  irrouve  que,  quand  on  considère  la  représentation  con- 
forme qui  convient  au  quotient  de  deux  intégrales  particulières  et 
linéairement  indépendantes  de  l'équation  diâérentielle  de  la  série 
hjpergéométrique,  chacun  des  deux  demi-platis  engendrés  par  Taxe 
réel  dans  le  plan  des  x  correspond  à  un  triangle  dont  les  côtés  sont 
des  lignes  droites  ou  des  arcs  de  cercle,  et  dont  les  angles  dé- 
pendent, d'une  manière  simple,  des  nombres  a,  |3,  y, 

La  recherche  du  rapport  de  situation  qu'ont  les  cercles  auxquels 
appartiennent  les  côtés  de  ce  triangle  d'arcs  de  cercle  et  l'établis- 
sement de  la  loi  qui  gouverne  la  continuation  analytique  de  la 
représentation  géométrique  mentionnée  tout  à  l'heure  font  l'objet 
du  quatrième  Article.  Cette  loi  revient  à  celle  de  la  symétrie  par 
rapport  à  une  ligne  droite,  si  le  côté  du  triangle  au  delà  duquel  la 
continuation  va  s'effectuer  est  rectiligne  \  mais,  pour  le  cas  général, 
cette  symétrie  est  remplacée  par  l'affinité  géométrique  qui  se  pro- 
duit au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  réciproques,  affinité 
que  l'auteur  appelle  symétrie  par  rapport  à  un  cercle.  Ces  considéra- 
tions ramènent  le  problème  primitif  de  théorie  des  fonctions  à  une 
question  de  Géométrie  :  Trouver  tous  les  triangles  d'arcs  de  cercle 
qui,  étant  multipliés  selon  la  loi  de  symétrie,  conduisent  à  un 
nombre  fini  de  triangles  d'arcs  de  cercle  qui  diffèrent  en  forme  et 
situation. 

Cinquième  Article.  — -  S'il  y  a  une  circonférence  coupant  à  angle 
droit  les  trois  cercles  auxquels  appartiennent  les  côtés  du  triangle, 
le  nombre  des  répétitions  de  ce  triangle,  différentes  l'une  de 
l'autre,  sera  infini  \  d'où  il  résulte  que,  dans  ce  cas,  le  quotient 
considéré  sera  toujours  une  fonction  transcendante  de  x.  Si  le 
triangle  d'arcs  de  cercle  qui  régit  la  recherche  est  entièrement 
renfermé  dans  le  cercle  orthogonal ,  il  s'ensuit  encore  que  cette  cir- 
conférence orthogonale  établit  une  barrière  qui  ne  permet  pas  de 
former  la  continuation  analytique  de  la  fonction  à  l'extérieur. 
M.  Weierstrass  a  signalé  le  premier  l'existence  de  la  circonstance 
remarquable  que  nous  venons  de  décrire,  savoir  qu'une  fonction 
analytique  peut  être  bornée  quelquefois  à  une  aire  fixée,  d'où  elle 
ne  peut  sortir  (*). 

— -      M^  I  _  _  ■  -  -  — 

(*)  Monatsheriehte  der  Btrh  jiktidemie,  1866,  p.  617. 

Buii,  des  Sciences  mathém.  et  attron.,  t.  lY.  (Mai  1873.)  1 6 
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Le  sixième  Article  a  pour  objet  la  recherche  des  cas  où  le  triangle 
d'arcs  de  cercle  peut  être  transformé  en  un  triangle  sphérique  par 
rayons  réciproques.  Or,  pour  que  la  fonction  qui  préside  à  la  repré- 
sentation soit  algébrique,  il  est  nécessaire  et  suffisant  qu'il  existe 
un  nombre  fini  de  répétitions  symétriques  et  égales ,  mais  diffé- 
rentes les  unes  des  autres,  quand  nous  formons  toutes  les  répéti- 
tions de  ce  triangle  sphérique  suivant  la  loi  de  symétrie  \  par  con- 
séquent, il  faut  que  les  trois  plans  du  triangle  sphérique  soient  les 
plans  de  symétrie  d'un  corps  qui  ne  possède  qu'un  nombre  fini  de 
plans  de  symétrie.  Le  problème  qui  en  résulte,  et  qui  a  été  déjà 
résolu  par  Steiner,  conduit  aux  pyramides  régulières  (doubles)  et 
aux  polyèdres  réguliers.  Ces  considérations  servent  à  établir  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  triangle  sphérique 
forme,  avec  ses  répétitions  égales  et  symétriques,  une  surface  de 
Riemann,  étendue  sur  la  surface  de  la  sphère.  Ainsi,  quand  aucun 
des  angles  du  triangle  d'arcs  de  cercle  n'est  un  multiple  de  tt  ,  on 
peut  reconnaître,  à  l'aide  d'un  petit  calctil  et  d'une  table  donnée, 
si  dans  un  cas  spécial  ces  conditions  sont  remplies  ou  non.  De  là 
dérivent  quinze  types  différents,  qui  correspondent  chacun  à  un 
nombre  infini  de  systèmes  de  valeurs  de  a,  |3,  y,  de  sorte  que 
F  (a,  P,  7,  x)  devient  pour  ces  cas  une  fonction  algébrique  de  x, 
A  la  fin  de  l'Article  on  trouve  quelques  exemples. 

Le  septième  Article  est  consacré  à  l'étude  des  cas  où  quelques-uns 
des  points  singuliers  de  l'équation  différentielle  de  la  série  hyper- 
géométrique^  et  de  l'autre  du  troisième  ordre  sont  non  essentiel- 
lement singuliers. 

Meter  (O.-E.).  —  Sur  le  moui^ement  pendulaire  d'une  sphère 
dans  l'air,  (la  p.) 

Dans  les  raisonnements  de  son  précédent  Mémoire,  t.  73,  p.  3i 
(voir  Bulletin,  t.  lU,  p.  aSp),  l'auteur  avait  supposé  que  le  milieu 
environnant  était  incompressible,  ce  qui  fait  que  les  formules 
obtenues  par  lui  ne  s'appliquent  qu'au  peu  d'expériences  faites 
dans  l'eau  par  Bessel.  Quoique  les  mêmes  formules  ne  satisfassent 
pas  moins  aux  mesures  exécutées  sur  les  pendules  oscillant  dans 
Tair,  leur  démonstration  est  sujette  à  des  objections  fondées.  C'est 
pourquoi  Tauteur  a  traité  de  nouveau  la  question  pour  un  pendule 
oscillant  dans  l'air,  et  il  a  trouvé  que  ses  anciennes  formules  ne  se 
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prêtent  pas  en  toute  rigueur  à  cette  nouvelle  application,  mais 
qu'on  peut  pourtant  s*en  servir,  parce  que  les  grandeurs  qui  s'y 
joignent  sont  insensibles  par  leur  petitesse.  Le  calcul,  d'ailleurs 
très^semblable  k  celui  du  premier  Mémoire,  n'admet,  comme  alors, 
que  des  oscillations  infiniment  petites.  Les  observations  de  pen- 
dules qui  ont  été  faites  dans  Tair  peuvent  donc  être  soumises  au 
calcul,  comme  si  les  oscillations  avaient  eu  lieu  dans  un  milieu 
incompressible.  Cependant  l'auteur  en  avait  donné  une  raison 
erronée  dans  son  premier  Mémoire,  en  disant  alors  qu'il  n'y  aurait 
pas  de  condensations  et  de  dilatations  sensibles  en  avant  et  en 
arrière  du  pendule,  pourvu  que  celui-ci  allât  assez  lentement. 
M.  Meyer  voit  maintenant  la  cause  du  phénomène  dans  une  autre 
circonstance  :  c'est  que  chaque  condensation  et  dilatation  va  se 
propager  dans  Tair  et  s'éloigner  du  pendule  avec  la  vitesse  de  pro- 
pagation du  son^  partant,  elles  ne  s'y  feront  plus  sentir. 

KiEPERT  (L.).  —  addition  au  Mémoire  sur  la  di\^ision  de  la 
lemniscate  en  dix -sept  parties,  (i  p.)  Voir  plus  haut,  p.  aSj. 
M.  Kiepert  reconnaît  la  priorité  de  la  solution  du  problème  trouvée 
par  Wichert  en  1846,  et  fait  voir  en  quoi  elle  diflere  de  la  sienne. 

D*"  E.  Lampe. 


6ULLETTIN0  di  Bibliografia  b  di  Storia  delle  Sgienze  matematigbe  e 
FisicHE,  pubblicato  da B.  Boncompagni  (').  —  In-4''. 

T.IV,  1871. 

Narducci  (E.).  —  Sur  une  traduction  italienne,  faite  au 
XIV*  siècle,  du  Traité  d'Optique  d' AUiazen,  mathématicien  du 
XI*  siècle,  et  sur  d'autres  tra\^aux  de  ce  sa\^ant,  (48  p.) 

M.  Narducci  démontre  que  le  célèbre  astronome  arabe  Alhazen, 
auteur  du  Traité  d'Optique  traduit  par  Risner  ('),  est  le  même 
que  Alhaçan  (ou  Mohammed  bcn  Alhaçan  ben  Alhaïtam),  dont  les 
divers  travaux  mathématiques  ont  été  signalés  par  Casiri  (')  et  par 


(•)  Voir  Bulletin^  t.  I,  p.  96. 

(*)  Opticœ  Thésaurus  Alhatehi  Arabis,  —  Basileae,  157a. 

(')  Bibliotheea  Jrabico^Hispanica  EscuriaUnsis,  —  Matriti,  1760. 

16. 
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Woepcke  (^),  et  le  même  aussi  que  Hassan  ben  Haïthem,  auteur 
d*un  ((  Traité  des  Connues  géométriques  »,  traduit  par  M.  L.-Am. 
SédUlotC). 

CuRTZE  (M.).  —  Sur  l'orthographe  du  nom  et  sur  la  patrie  de 
Tf^itelo  { J^itellion) .  (29  p.  ^  fr.) 

D'après  Texamen  d*un  grand  nombre  de  manuscrits  de  la  Per- 
spectwa  yitellionis,  M.  Curtze  conclut  : 

1°  Que  le  vrai  nom  de  Tauteur  de  cet  Ouvrage  est  TFîtelo; 

2®  Que  ce  nom,  que  Ton  rencontrait  très-fréquemment  en  Thu- 
ringe  au  xiii'  siècle,  est  d'origine  allemande  ; 

3°  Que  Witelo  est  né  probablement  dans  une  ville  de  Pologne, 
d'un  père  thuringien,  et  que  Topinion  qui  le  ferait  descendre  de 
l'ancienne  famille  polonaise  des  Ciolck,  par  la  raison  que  Vitellio 
serait  la  traduction  latine  du  mot  ciolek  (veau),  n'a  aucun  fonde- 
ment sérieux. 

BoNCOMPAGMi  (B.).  —  Sur  un  manuscrit  de  /'Optique  de  /^i- 
tellion  cité  par  Fra  Luca  Pacioli.  (4  pO 

Friedlein  (G.).  —  Des  Définitions  attribuées  à  Héron.  (29  p.-, 
lat.) 

L'Ouvrage  qui  nous  est  parvenu  sous  le  nom  du  célèbre  géomètre 
et  mécanicien  d'Alexandrie  semble  être,  d'après  M.  Friedlein,  une 
composition  trop  médiocre  pour  appartenir  à  cet  auteur.  M.  Fried- 
lein donne  une  nouvelle  édition  corrigée  du  texte  grec,  en  l'accom- 
pagnant d'une  traduction  latine. 

BoNcoMPAGNi  (B.).  —  Sur  les  Définitions  de  Héron  d'Alexan- 
drie.  (5  p.) 

Catalan  (E.).  —  Sur  un  article  du  Journal  des  Savants.  (8  p. 5 
fr.)  ^ 

L'article  auquel  répond  M.  Catalan  est  un  compte  rendu  du 
Bullettino  di  Bihliografia,  etc.,  publié  par  M.  Bertrand  dans  le 
Journal  des  Sav^ants,  octobre  1870. 

Narducci  (E.).  —  jidditions  à  l'article  intitulé  :  «  Sur  ime  tra- 


(')  VÀlg^bre  d*Omar  AlkhayyÂmi.  —Paris»  i85i. 
(')  Nouveau  Joumai  Asiatique,  mai,  i834* 
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duction  italienne,  faite  auxiy* siècle,  de  /'Optique  d'Alhazen,  etc.  » 
(3  p.) 

CuKTZB  (M.).  —  Sur  quelques  écrits  imprimés,  inconnus  jusqu'à 
présent,  de  DoiiEirico  Maria  Novaka  de  Ferrare.  Notices  commu^ 
niquées,  sur  la  demande  de  M,  le  prince  Boncompagni,  à  la  So- 
ciété Copernicienne  des  Sciences  et  des  Arts  de  Thorn,  le  27  juin 
et  le  i5  août  1870.  (10  p.) 

L'original  allemand  de  cet  article  a  paru  dans  le  Recueil  intitulé  : 
Altpreussische  Monatschrijt,  pid>lié  à  Kônigsberg.  Les  écrits  de 
Novara  qui  y  sont  signalés  sont  des  almanaclis  [Prognostica)  pour 
les  années  de  j5oo  à  i5o4. 

Martin  (Th.-H.).  —  Sur  des  instruments  d' Optique  faussement 
attribués  aux  anciens  par  quelques  sa\^ants  modernes.  (74  P-?  fr) 

L'auteur  de  cet  intéressant  travail  résout  négativement  les  ques- 
tions suivantes  : 

1®  Les  anciens  ont-ils  eu  des  lunettes  d'approche,  des  lunettes 
astronomiques  ou  des  télescopes  à  miroir  ? 

2?  Ont-ils  eu  des  microscopes,  des  loupes,  et  des  lunettes  pour 
les  myopes  ou  pour  les  presbytes? 

n  conclut,  en  outre,  que  les  télescopes  n'ont  pas  été  connus  avant 
le  commencement  du  xvii*  siècle^  que  Tinvention  du  microscope 
n'est  pas  antérieure  aux  dernières  années  du  xvi®  siècle^  que  l'in- 
vention des  lunettes  de  presbyte  ou  de  myope  date  du  xiii®  siècle 
(vers  1285). 

Steinschneidee  (M.).  —  Sur  quelques  passages  d'écrits  du 
moyen  dge,  relatifs  à  l'aimant.  (46  p.) 

Ce  Mémoire  contient  les  résultats  des  recherches  de  l'auteur  sur 
divers  Ouvrages,  la  plupart  hébreux  ou  arabes,  relatifs  à  Taimant. 

Bertelli  (le p.).  —  Sur  deux  manuscrits  du  F^atican  de  /'Epis- 
tola  de  Magnete  de  Pierre  Peregrinus  de  MaKÎcourt,  et  sur  les 
premières  obsen^ations  de  la  déclinaison  magnétique.  (29  p.) 

Boncompagni  (B.).  —  Sur  les  éditions  de  /'Epistola  de  Magnete 
de  P.  Peregrinus  de  Maricourt.  (8  p.) 

Boncompagni  (B.).  —  Sur  un  opuscule  de  Domenico  Maria 
Novara.  (a  p.) 
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Genocchi  (A.).  —  Notice  sur  la  vie  et  les  écrits  de  Félix  Chio. 

(i8p.) 

Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  69.  Cette  Notice  est  suivie  d'un  Cata- 
logue des  travaux  de  Félix  Chio,  rédigé  par  M.  le  prince  Boncom- 
pagni  (20  p.). 

Sédillot  (L.-Am.).  —  Des  sav^ants  arabes  et  dessalants  d'au- 
jourd'hui, à  propos  de  quelques  rectiji cations.  Lettre  à  M.  le 
prince  Boncompagni,  (18  p.-,  fr.) 

Réponse  à  des  articles  de  MM.  Bertrand  et  Th. -H.  Martin,  pu- 
bliés dans  le  Journal  des  Sav^ants  et  dans  le  Bullettino. 

Friedleiîî  (G.) . —  J^ictorii  Calculus,  ex  codice  Faticano  editus. 

(21  p.) 

Texte  latin  de  cet  opuscule,  précédé  d'une  Préface  de  l'éditeur. 

Martin  (Th. -H.)  —  Quelques  mots  de  réponse  à  M,  Sédillot. 
(ap.^fr.) 

Mautin  (Th. -H.).  —  Ptolémée,  auteur  de  /'Optique  traduite 
au  latin  par  Ammiratus  Eugenius  Siculus  sur  une  traduction 
arabe  incomplète,  est-il  le  même  que  Claude  Ptolémée,  auteur 
de  /'Almageste?  (4  P*^  fr.) 

M.  Martin  se  prononce  pour  l'affirmative. 

BoNcoMPAGNi  (B.).  —  Sur  une  traduction  latine  de  /'Optique 
de  Ptolémée .  (22  p .  ) . 

Jacoli  (F.).  —  Sur  un  Commentaire  de  Benedetto  f^ittori,. 
médecin  de  Faenza,  au  Tracta  tus  proportionuni  d' Albert  de 
Saxe,  (5  p.) 

BoNcoMPAGNi  (B.).  —  Sur  le  Tracta  tus  proportionum  d'Albert 
de  Saxe,  (i4  P*) 

BoKcoMPAGiïi  (B.).  —  Additions  et  corrections  à  l'article  inti^ 
tulé :  (c  Sur  les  définitions  de  Héron  d' Alexandrie  ».  (i  p.) 

A.  P. 
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MEMORIE  DELL*   ACC;VDEMIA  DELLE  SciENZE  DELL*  ISTITUTO  DI  BOLOGNA  ('). 

a*  Série,  t.  IX;  1869. 

Beltrami  (E.).  —  Recherches  sur  la  Géométrie  des  formes  bi- 
naires cubiques,  (5i  p.) 

Utilisant  le  mode  de  représentation  géométrique  des  quantités 
complexes  découvert  par  Ârgand  et  vulgarisé  par  les  travaux  de 
Gauss  et  de  Cauchy,  Tauteur  en  a  fait  l'application  systématique  a 
la  théorie  des  formes  binaires,  tant  en  vue  d'éclaircir  cette  théorie 
par  Tévidence  qu'y  apportent  les  constructions  géométriques  conve- 
nablement choisies,  que  pour  faire  participer  la  Géométrie  elle- 
même  aux  avantages  qui  peuvent  résulter  d'une  telle  application. 
Après  avoir  rappelé  sommairement  les  propositions  les  plus  essen- 
tielles de  la  théorie  analogue  relativement  aux  formes  quadratiques, 
et  les  travaux  de  Môbius  et  de  M.  Bellavitis  sur  ce  sujet,  M.  Bel- 
trami expose  les  résultats  de  ses  propres  recherches  sur  les  formes 
binaires  cubiques.  Les  propriétés  développées,  étant  relatives  à  des 
figures  situées  dans  un  plan,  se  présentent  sous  une  forme  qui  sur- 
passe beaucoup  en  clarté  et  en  évidence  le  mode  d'exposition  de 
l'ancienne  théorie,  où  l'on  s'est  borné  jusqu'ici  à  considérer  des 
points  placés  en  ligne  droite.  On  peut  voir  par  cet  exemple  com- 
bien l'introduction  des  variables  complexes  apporterait  de  facilité 
dans  la  théorie  générale  des  formes  binaires. 

T.  X;  1870. 

Cremoka  (L.). —  Sur  les  intégrales  à  différentielle  algébrique. 

(33p.) 

Ce  Mémoire  est  divisé  en  trois  Parties.  Dans  le  premier  Chapitre, 
intitulé  :  a  Réduction  des  intégrales  abéliennes  aux  trois  espèces  », 
et  dans  le  troisième,  intitulé  :  (c  Théorème  d'Âbel  »,  l'auteur  a  eu 
pour  objet  les  matières  traitées  dans  les  premiers  paragraphes  du 
Livre  de  MM.  Clcbsch  et  Gordan  (*),  et  il  les  expose  sous  une 
forme  beaucoup  plus  voisine  de  l'intuition  géométrique,  ce  qui  lui 
permet  d'obtenir  sur  quelques  points  de  notables  simplifications. 
Le  second  Chapitre  :  «  Formation  des  intégrales  de  3*  et  de  2®  es- 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  9 19. 

(')  Théorie  der  JbeVsehen  Functionen. 
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pece  »,  est  nouveau  pour  le  fond)  l'auteur  y  forme  les  intégrales 
normales  de  3*  espèce  d'une  manière  toute  difiérente  de  celle  qu'ont 
employée  MM.  Clebsch  et  Gordan,  et  en  tire,  comme  cas  particu- 
lier, les  intégrales  de  2®  espèce,  sans  rencontrer  la  difficulté  algé- 
brique à  laquelle  il  est  fait  allusion  dans  la  page  a8  de  l'Ouvrage 
cité. 

MicHEz  (J.).  —  Sur  la  détermination  des  erreurs  de  position 
des  fils  du  micromètre  à  rayons,  (18  p.,  i  pi.) 

Cet  instrument,  connu  sous  le  nom  de  réticule  de  Bradley,  se 
compose,  comme  on  sait,  de  quatre  lamelles  métalliques  formant 
entre  elles  des  angles  de  4^  degrés.  Bien  que  présentant  quelques 
inconvénients,  il  n'en  est  pas  moins  un  des  appareils  les  plus  com- 
modes et  les  plus  simples  que  l'on  puisse  adapter  au  foyer  d'une 
lunette  parallactique  pour  mesurer  la  distance  des  astres  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison.  Les  formules  données  par  Lalande  et 
par  Delambre  pour  l'usage  de  cet  instrument  supposent,  pour  sim- 
plifier, que  les  écarts  des  fils  sont  exactement  de  4^  degrés,  ce  qui  ne 
saurait  être  généralement  admis.  L'auteur  détermine,  dans  son  tra- 
vail, la  grandeur  des  erreurs  de  position  des  fils,  et  l'influence  de 
ces  erreurs  sur  le  temps  du  passage  d'un  astre  derrière  ces  fils. 

Chelini  (D.).  —  Sur  la  composition  géométrique  des  systèmes 
de  droites,  d'aires  et  de  points,  (48  p.) 

«  Exposer  les  lois  géométriques  qui  président  à  la  composition  et 
à  la  transformation  des  systèmes  soit  de  droites,  soit  d'aires,  soit  de 
points  affectés  de  coefficients,  abstraction  faite  de  toute  idée  de 
force  et  de  vitesse,  tel  est  l'objet  du  présent  écrit.  Dans  d'autres 
Mémoires,  l'auteur  a  souvent  touché  ce  sujet,  mais  toujours  par- 
tiellement \  ici,  il  se  propose  avant  tout  de  mettre  en  relief  le  prin- 
cipe d'unité  qui  en  pénètre  et  en  anime,  pour  ainsi  dire,  toutes  les 
parties,  en  les  rattachant  à  une  théorie  simple  et  élémentaire,  propre 
à  faciliter  aux  commençants  l'accès  de  la  Géométrie  analytique  et 
synthétique,  et  aussi  de  la  Mécanique.  L'auteur  s'est  étudié  à 
exposer  d'une  manière  purement  géométrique  les  grandes  concep- 
tions de  Poinsot  et  de  Chasles  sur  la  composition  et  la  réduction  des 
forces  et  des  rotations  simultanées,  conceptions  qui  pourraient 
peut-être  servir  de  base  à  une  nouvelle  exposition  des  théories 
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récentes  de  Plûcker,  en  ce  qui  regarde  du  moins  les  progrès  de  la 
Mécanique.  » 

PiAifi  (D.).  —  Sur  le  centre  de  gra^^ité;  considérations  histo- 
riques et  critiques,  (4^  p*9  i  pi.) 

Ce  travail  est  divisé  en  trois  Articles.  Dans  le  premier,  l'auteur 
s'occupe  de  la  règle  centrobarique,  connue  sous  le  nom  de  théo- 
rème de  Guldin,  et  dont  on  rencontre  déjà  l'énoncé  dans  ce  qui 
nous  est  parvenu  des  Ouvrages  de  Pappus.  Il  fait  voir  que  Guldin 
aurait  pu  démontrer  sa  règle  d'un  trait  de  plume,  en  employant  les 
infiniment  petits  de  Kepler  et  de  Grégoire  de  Saint-Vincenl.  Le  se- 
cond Article  est  relatif  aux  distances  du  centre  de  gravité  à  tous  les 
points  d'un  système.  L'auteur  revendique  la  priorité  de  la  décou- 
verte du  théorème  de  minimum  de  la  somme  des  carrés  de  ces  dis- 
tances (*),  en  faveur  de  l'astronome  Petronio  Matteucci,  qui  a  pu- 
blié en  1757,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Bologne,  un 
travail  intitulé  :  jinimadyersiones  quœdam  pro  minimo,  quod  in 
œquilibrio  virium  inyenitur,juxtadistantiarumfonctioneni  quam- 
libet  attrahentium.  Le  troisième  Article  est  relatif  aux  applications 
à  l'Optique,  et  en  particulier  à  la  règle  de  Newton  pour  le  mélange 
des  couleurs. 

3*  Série,  1. 1;  1871. 

Sàhtàgàtà  (D.).  —  Sur  la  vie  et  les  Ou\frages  de  Domenico 
Piani.  (45  p.) 

Cremoità  (L.).  —  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du 
second  ordre,  (19  p.) 

((  Ce  travail  se  compose  de  deux  Parties,  l'une  concernant  la 
théorie  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  en  général,  l'autre  con- 
tenant l'application  de  cette  théorie  aux  surfaces  du  second  ordre. 

»  Dans  pla  remière  Partie,  l'auteur  met  en  évidence  l'existence, 
dans  toute  surface,  de  deux  lignes  de  courbure,  c'est-à-dire  de  la 
section  à  l'infini  et  de  la  courbe  de  contact  avec  la  développable 
circonscrite  en  même  temps  à  la  surface  et  au  cercle  imaginaire  à 
Tinfini.  Ces  lignes  sont  algébriques,  dès  que  la  surface  est  algé- 
brique. 

(  '  )  Attribué  généralement  à  Carnot  et  à  Lhuilîer. 
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))  Le  procédé  ordinaire,  qui  consiste  à  considérer  les  lignes  de 
courbure  comme  celles  qui,  en  un  point  quelconque  de  la  surface, 
sont  orthogonales  et  ont  leurs  tangentes  conjuguées  entre  elles, 
établit  un  lien  intime  entre  l'équation  différentielle  de  ces  lignes  et 
deux  autres  équations  diiTérentielles,  relatives  Tune  aux  lignes  (cy- 
cliques) dont  les  tangentes  rencontrent  le  cercle  imaginaire  à 
Tinfini,  Tautre  aux  courbes  asymptotiques.  L'auteur  introduit  une 
autre  équation  difTércnticllc,  que  Ton  peut  substituer  à  celle  des 
lignes  cycliques,  savoir  :  l'équation  diilërentielle  des  courbes  de 
contact  de  la  surface  donnée  avec  les  c6nes  circonscrits,  dont  les 
sommets  sont  à  l'infini  sur  le  cercle  imaginaire.  Cette  nouvelle 
équation  s'intègre  immédiatement,  et  l'intégrale  est  algébrique 
toutes  les  fois  que  la  surface  donnée  est  elle-même  algébrique.  L*in- 
tégrale  complète  de  cette  équation  donne  précisément  la  seconde 
des  lignes  de  courbure  mentionnées  ci-dessus. 

»  L'auteiu»  trouve,  sous  forme  homogène  et  symétrique  (tant  par 
rapport  aux  variables  qu'aux  diÛérentielles),  l'équation  diiféren- 
ticUc  des  lignes  de  courbure,  et  les  autres  équations  difTérentielles 
dont  on  vient  de  parler,  en  supposant  toutefois  que  la  surface  soil 
algébrique  et  rcprésen table  point  par  point  sur  un  plan. 

»  Les  formules  établies  dans  ce  Mémoire  le  sont  en  vue  d'appli- 
cations que  l'auteur  réserve  pour  une  autre  occasion.  Pour  le  mo- 
ment, il  se  borne,  dans  la  seconde  Partie,  à  considérer  l'exemple 
d'une  surface  à  centre  du  second  ordre.  La  méthode  par  laquelle  i! 
détermine  l'équation  finie  des  lignes  de  courbure  consiste  en  ce  que 
la  surface  étant  représentée  sur  un  plan,  et  les  lignes  de  courbun 
supposées  algébriques,  quand  on  connaît  les  images  de  cinq  d'entr< 
elles  (lesquelles  doivent  être  des  courbes  d'un  même  réseau),  oi 
trouve  l'intégrale  complète  précisément  comme  s'il  s'agissait  d( 
construire  par  tangentes  une  conique  dont  cinq  tangentes  son 
données.  Il  est  évident  que  ce  procédé  pourra  servir  à  la  recherch 
des  lignes  de  courbure,  des  lignes  asymptotiques,  et  en  général  de 
lignes  formant  une  série  telle  qu'il  n'en  passe  pas  deux  par  ui 
même  point  de  la  surface,  dans  le  cas,  bien  entendu,  où  la  surfac 
est  algébrique  et  représentable  sur  un  plan,  et  où,  de  plus,  le 
courbes  cherchées  sont  algébriques.   » 

Chelini  (D.)  . — Sur  la  noui^elle  Géométrie  des  complexes,  (29p. 
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(c  Les  lois  qui  président  à  la  composition  des  systèmes  de  droites, 
d'aires  et  de  points,  bien  qu'elles  se  changent  en  lois  mécaniques, 
ou  que  les  droites  soient  supposées  représenter  des  forces  et  des 
mouvements,  n'en  sont  pas  moins  purement  géométriques  et  d'une 
évidence  presque  intuitive,  lorsqu'on  les  établit  de  la  manière  indi- 
quée par  l'auteur  dans  son  précédent  Mémoire  [voir  p.  248).  Ces 
lois,  outre  l'avantage  de  porter  un  nouveau  jour  sur  les  rapports 
intimes  des  diverses  espèces  de  coordonnées,  ont  encore  celui  de 
comprendre  et  d'éclaircir  à  fond  les  principes  essentiels  de  la  Géo- 
métrie des  complexes,  dernière  œuvre,  en  partie  posthume,  de 
l'illustre  Plûcker.  Dans  le  présent  Mémoire,  l'auteur  se  propose 
d'établir  ces  principes  sur  leiu*s  vraies  bases,  en  commençant  par  la 
théorie  de  la  connexion  projective  des  figures,  dans  l'exposition 
de  laquelle,  comme  dans  tous  ses  développements  successifs,  il 
cherche  avant  tout  à  atteindre  Tunité  de  plan,  l'ordre  et  la 
clarté.  » 

MicHEz  (J.).  —  Sur  la  mesure  indirecte  des  distances.  (28  p., 

ipi.) 

L'auteur  expose  le  théorème  analytique  des  instruments  inventés 
et  construits  par  M.  I.  Porro  pour  la  mesure  des  distances. 

Cremojna  (L.).  —  Sur  la  transformation  rationnelle  du  1'  de- 
gré dans  l'espace,  dont  V inverse  est  du  4'  degré,  (a^  p-) 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  la  représentation  plane  d'une  certaine 
surface  du  4^  ordre,  à  quatre  points  doubles,  (c  La  siu*face  consi- 
dérée par  l'auteur  est,  parmi  celles  du  4^  ordre,  la  première  qui  ait 
pu  être  représentée  sur  un  plan,  sans  être  douée  ni  d'une  ligne 
multiple,  ni  d'un  point  triple.  Elle  n'a  que  quatre  points  doubles, 
dont  trois  sont  coniques,  tandis  que  le  quatrième  est  uniplanaire, 
et  le  plan  tangent  correspondant  coupe  la  surface  suivant  quatre 
droites  concourantes  en  ce  même  point.  La  surface  ne  possède  pas 
d'autres  droites,  et  elle  renferme  un  nombre  limité  de  coniques. 
L'auteur  a  obtenu  cette  surface,  qui  n'a  pas  encore  été  étudiée  par 
les  géomètres,  en  appliquant  à  une  surface  du  second  degré  une 
certaine  transformation  rationnelle  du  second  degré,  dont  l'inverse 
est  du  4*  degré.  Dans  la  représentation  plane  d'ordre  minimum, 
les  images  des  sections  planes  de  la  surface  en  question  sont  des 
courbes  du  6*  ordre.   » 
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Beltrâmi  (E.).  —  Sur  les  principes  fondamentaux  de  l'Hy- 
drodynamique rationnelle.  (Articles  I  et  II;  ensemble  io4  p.) 

Nous  réunirons  ici  les  analyses  de  ces  deux  Articles,  bien  que  le 
second  fasse  partie  du  tome  II  des  Memorie,  actuellement  en  cours 
de  publication.  «  L'intérêt  et  le  grand  nombre  des  résultats  acquis 
pendant  les  vingt  dernières  années  dans  cette  branche  si  importante 
de  la  Mécanique  analytique  qui  constitue  l'Hydrodynamique  ont 
engagé  Tauteur  à  en  essayer  la  coordination  systématique,  en  pre- 
nant pour  base  les  équations  générales,  données  par  d'Alembert, 
par  Euler  et  par  Lagrange,  et  y  rattachant  les  découvertes  plus  ré- 
centes. Parmi  celles-ci,  après  les  beaux  travaux  analytiques  de 
Cauchy,  le  premier  rang  appartient  aux  Ouvrages  de  Helmholtz, 
non-seulement  à  cause  de  leur  portée  spécialement  hydrodyna- 
mique, mais  encore  à  cause  de  leur  liaison  avec  les  lois  de  Tëlec- 
tromagnétisme,  liaison  dans  laquelle  il  est  permis  d'entrevoir  pour 
l'avenir  un  champimmense  de  recherches  physico-mathématiques. 

)>  Le  premier  article  ne  comprend  que  la  partie,  pour  ainsi  dire, 
générale  du  travail  projeté  par  l'auteur,  et  il  est  consacré  surtout 
à   l'étude   du   mouvement  infinitésimal  des  fluides,   étude   dans 
laquelle  il  a  paru  nécessaire  de  procéder  avec  beaucoup  d'ordre  et 
de  rigueur,  et  avec  des  développements  suffisants,  afin  d'enlever 
tout  prétexte  aux  équivoques  qui  ont   donné  lieu  naguère  i  une 
longue  polémique  entre  deux  illustres  champions  de  la  Science. 
L'auteur  traite  d'abord  ce  sujet  sous  le  rapport  cinématique,  puis 
sous  le  rapport  dynamique  \  il  démontre,  en  particulier,  qu'il  existe, 
en  chaque  point  d'un  fluide  en  mouvement,  trois  directions  ortho- 
gonales (variant  généralement  avec  le  temps),  possédant  des  pro- 
priétés analogues  à  celles  des  axes  principaux  d'inertie  dans  le! 
solides.  Ces  propriétés  apparaissent  plus  évidentes  et  plus  dignes 
d'attention,  quand  on  compare  le  mouvement  réel  d'une  molécule 
fluide  avec  le  mouvement  idéal  de  la  même  molécule,  supposée 
instantanément  solidifiée.  Ces  préliminaires  établis,  l'auteur  pass< 
à  la  démonstration  des  nouveaux  théorèmes  hydrodynamiques  d 
Helmholtz  et  de  W.  Thomson,  en  excluant  toute  hypothèse  super 
flue  sur  la  nature  des  fluides,  et  admettant  seulement  l'existenc 
d'un  potentiel  des  forces  extérieures,  comme  l'ont  fait  tous  les  géo 
mètres. 

))  Dans  le  second  Article,  M.  Beltrâmi,  poussant  plus  loin  Fana 
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lyse,  aborde  la  considération  du  mouvement  géométrique  d'une 
portion  de  la  masse  fluide.  Pour  cela,  il  a  suivi  une  méthode  nou- 
velle, fondée  principalement  sur  le  théorème  de  Green,  en  obtenant 
directement  et  avec  facilité  non-seulement  les  théorèmes  connus  de 
Helmholtz  et  de  Thomson,  mais  encore  d'autres  qui  n'ont  pas  été  re- 
marqués jusqu'ici.  Parmi  les  résultats  les  plus  saillants  auxquels 
M.  Beltrami  est  parvenu  dans  cette  seconde  partie  de  son  travail, 
on  peut  citer  celui  qui  est  relatif  à  l'action  à  distance  accompagnant 
la  dilatation  ou  la  condensation  cubique  de  chaque  particule  fluide, 
action  qui  suit  la  loi  newtonienne  de  la  répulsion  ou  de  Tattraction 
respectivement.  D'autres  résultats  intéressants  découlent  d'une  dis- 
cussion rigoureuse  de  la  forme  que  prennent,  pour  les  fluides,  les 
trois  principes  généraux  connus  :  des  forces  vives,  du  mouvement 
du  centre  de  gravité,  et  des  aires.  » 

T.  n;  187a  (1*  fascicule). 

CaEMOJNA  (L.).  —  Représentation  plane  de  quelques  surfaces 
algébriques  à  courbes  cuspidales.  (11  p.) 

ce  Les  divers  géomètres,  qui  se  sont  occupés  jusqu'ici  de  la  repré- 
sentation des  surfaces  algébriques  sur  un  plan,  ont  déjà  traité  un 
grand  nombre  d'exemples  dans  lesquels  la  surface  proposée  est 
douée  d'une  courbe  double  ou  nodale. 

»  Quant  aux  surfaces  possédant  une  courbe  à  rebroussement  ou 
cuspidale,  on  a  bien  indiqué  la  voie  (  *  )  par  laquelle  on  pourrait  les 
déduire  4^  la  théorie  des  transformations  rationnelles  de  l'espace  à 
trois  dimensions  ;  mais  en  réalité  aucune  de  ces  surfaces  n'a  encore 
été,  à  la  connaissance  de  l'auteur,  étudiée  de  manière  à  en  fournir 
la  représentation  effective.  C'est  pour  cette  raison  qu'il  exécute  une 
telle  étude  sur  deux  cas,  qui,  à  cause  de  leur  simplicité,  donnent 
des  résultats  très-instructifs.  Le  procédé  et  les  calculs  employés  par 
l'auteur  pour  obtenir  la  démonstration  proposée  ne  sont  pas  sus- 
ceptibles d'une  analyse  abrégée.  » 

(»)  Nachrichten  v,  d»  K,  Gesellscha/e  d,  Wiss,  zu  Gottingen,  1871,  n®  3. 


i54  BULLETIN  DES  SCIENCES 

GIORNALE  Di  Màtbmatighb,  pubblicato  da  G.  Battaglini  e  F.  Fbbgola  (*). 

T.  X,  1872  (suite  et  fin). 

Janni  (G.).  —  Exposition  de  la  théorie  des  substitutions. 
(2*  Article).  (i4  p.) 

Dans  cette  seconde  partie  de  son  Mémoire,  rauteur  expose  les 
propriétés  des  congrucnces  relatives  aux  substitutions  linéaires. 
L'Article  se  divise  dans  les  Chapitres  suivants  :  i .  Théorie  deGalois. 
—  2.  Résidus  quadratiques.  —  3.  Congruences  du  second  degré  à 
plusieurs  inconnues. 

Battagjliiïi  (G.).  —  Sur  le  mouv>ement  géométrique  infinité- 
simal d'un  système  rigide,  (10  p.) 

Pour  faire  suite  aux  Notes  relatives  à  la  Statique  des  systèmes  de 
forme,  invariable,  traitée  suivant  les  conceptions  géométriques  et 
mécaniques  de  Plûcker,  Tauteur  entreprend  de  traiter  par  la  même 
méthode  la  Cinématique  de  ces  mêmes  systèmes.  Dans  la  présente 
Note,  rapportant  le  système  à  un  tétraèdre  fondamental,  il  dé- 
montre les  propriétés,  dues  à  M.  Chasles,  concernant  le  mouvement 
infinitésimal  d'un  système  rigide. 

Hesse  (O.),  traduit  par  Valeriaiti  (V.).  —  Exposition  élémen- 
taire  de  la  théorie  des  déterminants  (■).  (3i  p.) 

Cassani  (P.)-  —  Etudes  sur  les  formes  binaires.  (5  p.) 

Cette  Note  contient  l'interprétation  géométrique  du  jacobien  e 
du  hessien  de  la  forme  syzygétique  qui  représente  une  involutioi 
d'ordre  n. 

Frattiwi  (G.). —  Enoncés  touchant  les  coordonnées  curvilignes 

(«P-) 

IsÈ  (E.),  Crocchi  (L.),  Cassaici  (P.).  —  Solutions  de  question 
proposées  dans  ce  Journal, 

Trudi  (N.).  — Sur  les  équations  binômes,  (38  p.) 

L'auteur  se  propose,  dans  ce  Mémoire,  de  mettre  en  relief  cer 
taines  propriétés  intéressantes  des  équations  binômes,  propriété 


(»)  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  i35,  et  t.  IV,  p.  196. 
(")  Voir  Bulletin^  1. 1,  p.  3o3. 
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en  partie  nouvelles,  en  partie  connues,  mais  laissées  de  côté,  même 
dans  les  Traités  étendus  d'Algèbre.  Le  Mémoire  se  divise  en  deux 
Sections,  dont  la  première  est  consacrée  à  l'exposition  de  quelques 
notions  relatives  à  la  théorie  des  nombres,  et  se  compose  des  Arti- 
cles suivants  :  i.  Quelques  propriétés  des  nombres.  —  2.  Sur  les 
résidus  quadratiques,  et  sur  le  symbole  de  Legendre,  généralisé 
par  Jacobi.  La  seconde  Section,  qui  traite  spécialement  des  équa- 
tions binômes,  contient  les  Articles  dont  voici  les  titres  :  i.  Quel- 
ques propriétés  des  racines  primitives.  —  2.  Facteurs  irréductibles. 
—  3.  Sommes  des  puissances  semblables  des  racines  primitives.  — 
4.  Transformations  des  fonctions  entières  ou  fractionnaires  des 
racines  primitives. 

Albeggiani  (M.).  —  Dév>eloppement  d'un  déterminant  à  élé- 
ments binômes,  et  application  à  quelques  questions  proposées  dans 
ce  Journal,  (i5  p.) 

Cassani  (P.).  —  Démonstration  d'un  énoncé  proposé  dans  ce 
Journal,  (i  p.) 

Battaglini  (G.).  —  Sur  le  mouvement  géométrique  fini  d'un 
système  rigide.  (7p.) 

En  rapportant  le  système  à  un  tétraèdre  fondamental,  l'auteur 
démontre  les  propriétés  dues  à  M.  Chasles,  et  relatives  au  mouve- 
ment fini  d'un  système  rigide. 

Crocchi  (L.).  —  Théorème  de  Géométrie.  Observ^ations  et 
questions.  (5  p.) 

OviDio  (E.  d').  —  Sur  les  lignes  et  les  surfaces  du  second 
ordre,  par  rapport  auxquelles  deux  lignes  ou  deux  surfaces  don- 
nées du  second  ordre  sont  polaires  réciproques.  (7  p.) 

L'objet  principal  de  cet  Article  est  la  solution,  purement  géomé- 
trique, du  problème  de  la  détermination  d'une  surface  du  second 
ordre,  par  rapport  à  laquelle  deux  surfaces  données  du  second  ordre 
sont  polaires  réciproques. 

Paulis  (R.  de).  —  Solutions  de  quelques  questions  proposées 
dans  les  Nouvelles  Annales.  (5p.) 

AscHiERi  (F.).  —  Sur  les  systèmes  de  droites.  (4  p.) 

Dans  cette  Note  (qui  sera  continuée  dans  un  fascicule  suivant  du 
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Giornale)^  Tauteur  expose  certaines  propriétés  des  complexes  du 
premier  degré,  lesquelles  conduisent  à  un  principe  de  dualité,  et  à 
un  système  de  coordonnées  tangentielles  dans  l'espace  à  quatre  di- 
mensions. 

Beltrami  (E.).  —  Annonce  de  la  mort  d'Alfred  Clebsch.  (a  p.) 

SiAcci  (F.).  —  Sur  une  série,  et  sur  une  fonction  des  coefficients 
binomiaux.  (ii  p.) 

La  série  qui  forme  Tobjet  principal  de  cette  Note  est  celle  qui, 

ordonnée  suivant  les  puissances  de  x^  a  pour  somme  fl ]  • 

La  fonction  des  coefficients  binomiaux,  que  Ton  considère  ensuite, 
est  celle  qui  représente  la  somme  des  produits  tz  à  n,  avec  répéti- 
tions, des  nombres  i,  2,»..,  r.  L'auteur  montre  la  liaison  qui 
existe  entre  ces  recherches  et  les  expressions  des  nombres  de  Ber- 
noulli. 

Table  générale  des  dix  premiers  volumes  de  Giomale  par 
ordre  alphabétique  des  noms  d'auteurs.  (i6  p.) 

G.  B. 


MÉLANGES. 

SDR  Ll  THÉOUB  ILGÉBUQDI  DIS  FOUIS  ODiDRlTIilDESi 

Par  L.  KRONECKER. 

(Extrait  des  Comptes  rendus  mensuels  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  juin  1873 

Le  problème  de  déterminer  une  forme  quadratique  positive  d 
plus  grand  déterminant  possible,  qui  prenne,  pour  n  + 1  système 
donnés  de  valeurs  des  n  variables,  certaines  valeurs  assignées  d'; 
vancc,  conduit  à  une  méthode  très-simple  pour  traiter  le  «  prc 
blême  de  maximum  »  dont  M.  Borchardt  a  communiqué  à  noti 
Académie,  en  1866,  une  solution  complète,  publiée  dans  les  M 
moires  de  cette  même  année.  Pour  le  cas  de  /i  =  3,  auquel  est  coi 
sacrée  la  présente  Note,  on  obtient  ainsi,  d'une  part,  le  tétraèd 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  aSy 

renfermant  le  plus  grand  volume  parmi  ceux  dont  les  faces  ont  des 
aires  données,  et,  d'autre  part,  rellipsoïde  de  volume  minimum, 
ayant  un  centre  donné  et  circonscrit  à  un  tétraèdre  donné. 

si. 

Le  problème  algébrique  proposé  peut,  moyennant  une  transfor- 
mation de  variables,  se  réduire  immédiatement  au  cas  où  les  valeurs 
d'une  forme  quadratique  ternaire  positive  f[oCx^  a:,,  Xg),  pour  les 
quatre  systèmes  de  valeurs 

X\    —  I  y     X\    — -  Oj     X\    "—  Oj     X\    — —  1  y 

^2  =  Oy   j;,  =  I  y   Xs  =  Oy   ^s  :=:  I  y 

ûC^  •^—  Oj  JC^  —  Oj   ^j  -^  I  y   ^1  -^—  1  y 

sont  données  respectivement  par  les  quantités  P^'i  f\'i  f\^  f\'  ^ 
peut  supposer  ici  que  la  valeur  f*^  soit  plus  grande  que  les  trois 
autres,  et,  pour  les  valeurs  des  quantités/*,  prises  positivement,  on 
a  nécessairement  la  condition  d'inégalité 

car,  dans  une  forme  positive 

les  coefficients  c  sont,  en  valeur  absolue,  moindres  que  Tunité,  et, 
par  suite, 

c'est-à-dire  y î  est  moindre  que  le  carré  de/i  -h/i  ■+-/•• 

Maintenant  une  telle  forme,  c'est-à-dire,  en  général,  toute  iorme 
ternaire  positive,  abstraction  faite  d'un  facteur  commun,  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

.p.  I    VyX]-\-V^x\'\-V^x\'-(v,Xx'\-ViXi'\-ViX^y 

'    WtXiXs-\- WiXiXi-h  WiXtXt, 


les  coefficients  uetw  étant  réels,  et  satisfaisant  aux  conditions 


F*)     { 


V.- V',  :  V,-  v\:  V,- vi:  V,-  v\  =  f'r.f\:fl:fl, 

Vi+  Vt-t-V,-{-  V,=  l,      <Vi  +  (V, H- tVj  :=  O. 
Bull,  dei  Scieneet  mathém.  et  attron.,  t.  IV.  (M«i  1873.)  '7 
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U  est  aisé  de  voir  qu'il  existe  effectivement  des  valeurs  réelles  de 
^1)  f^t)  ^19  (^49  vérifiant  ces  relations^  car,  si  Ton  pose 


,-2i;,=  y/i-h4(^'-«'4)^,     (1=1,  a,  3), 

le  radical  étant  pris  positivement,  il  résulte  de  la  sommation  des 
trois  valeurs  de  cette  expression  pour  f  =  i,  a,  3  l'équation 


I  -¥-  2 


«'4=]£y/n-4(«'î-^4)-^,    (1  =  1,2,3), 


qui  détermine  pour  1^4  une  valeur  réelle.  En  effet,  si  Ton  égale  (^4  à 
zéro  ou  à  -+-  00  ,  le  premier  membre  devient  moindre  que  le  second, 
tandis  que,  pour  des  valeurs  de  (^4  immédiatement  supérieures  ou 
inférieures  à  Tunité,  suivant  que  f^-h/l-i-fl  est  plus  grand  ou 
plus  petit  que  y*4,  c'est  le  premier  membre  qui  a  la  plus  grande  va- 
leur. Comme,  de  plus,  les  deux  membres  restent  continus  dans  tout 
l'intervalle  entre  1^4  =  o  et  1^4  =  00  ,  il  existe  une  valeur  positive  de 
1^4,  et  une  seule,  comme  on  le  verra  par  les  développements  ultérieurs, 
qui,  suivant  que  Tun  ou  l'autre  cas  a  lieu,  est  inférieure  ou  supé- 
rieure à  l'unité.  Ces  deux  cas  peuvent  être  caractérisés  respective- 
ment par  £  =  -f-  I  et  £  =r  —  i ,  ce  signe  étant  défini  par  l'inégalité 

'■(/'  +f\  +/Î  -/î)  >  o- 

La  forme  (F),  de  même  que  l'i,  i'f ,  i^$,  est  positive  ou  négative  en 
même  temps  que  e  ^  la  somme  i^t  +  ^1  +  ^'s  est  toujours  moindre  que 
l'unité,  puisque  ^^4  est  positif. 

Nous  allons  maintenant  faire  voir  que  le  déterminant  d'une  forme 
eF,  les  coefficients  (^1,  i^t?  ^s  restant  constants,  peut  toujours  dimi- 
nuer de  valeur,  tant  que  les  coefficients  çV|,  Wf^  Wt  ne  seront  pas 
tous  nuls.  Pour  cela,  imaginons  que  les  deux  groupes,  de  trois 
termes  chacun,  contenus  dans  l'expression  (F),  soient  transformés 
l'un  et  l'autre  en  une  somme  de  carrés,  et  que  Ton  obtienne  de  cette 
manière  les  équations  suivantes  : 

€[ViX]  -h  v,x\  H-  vtxi)  =rî  -+-rî  "+"rî» 
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t|,  «1,  ti  sont  ici  les  valeurs  respectives  de  j^i,  j^i,  j^i,  lorsqu'on  fait 
X|  =  Xs  =  Xt  =  I ,  et  entre  les  quantités  p  et  ton  a,  les  relations 

pxt't-hptt] H- pitl  =  0,    p^-^p^-hp^z^  o, 

de  sorte  qu'il  existe  une  quantité  p  telle  que  Ton  ait 

Pi==p{i\-nh    P2=^p(tl-t]),    p^  =  p(t\-tl). 
La  forme  (F),  multipliée  par  e,  se  change  alors  dans  la  suivante  : 

(G)  (I -h/^.)r; -»- (ï -+-p^)rl -+■  (i -+-/'»)rî- e('tr«-+- '»r«-^- '»r«)% 

et  son  déterminant 

\  l-hpi         l-^  p%         ^"T-  Pi/ 

prend,  pour  /?  =  o,  c'est-à-dire  pour  pi  =  |>,  =  p,  =  o,  comme 
on  peut  s'en  assurer  d'une  manière  tout  à  fait  directe,  sa  valeur 

maximum 

I  — e(/;-f-/|-+-/l),    ou    V,. 

En  effet,  il  est  clair  d'abord  que  le  produit  (i-hpi  )(*■+•  ;?i)  (i-h;?$) 
ne  peut  surpasser  la  valeur  i  -,  car  la  somme  des  trois  facteurs  est 
constamment  égale  à  3,  et  deux  au  moins  d'entre  eux  doivent  avoir 
des  valeurs  positives,  pour  que  la  forme  (G)  soit  positive.  Si  le  pro- 
duit devient,  d'après  cela,  égal  à  i  —  ^*,  et  que  Ton  pose 

le  déterminant  de  la  forme  (G)  sera,  pour  e  =  —  i , 

et  le  multiplicateur  de/?*  ne  devient  jamais  négatif,  puisqu'on  peut 
le  ramener  à  la  forme 

et  que,  des  trois  quantités  5,  une  seule  au  plus  est  négative.  Pour 
e  =  +  I ,  au  contraire,  le  déterminant  devient 

*7- 
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et  les  trois  termes  qui  suivent  1^4  sont  tous  négatifs,  parce  que 
o  <^  j'*  <^  I ,  et  qu'en  outre  i  -h  pi  (de  même  que  i  -H  pi,  i  -+-/?$  ) 
est  positif,  et  que  Ton  peut  supposer, 

soit    pt^Pi^o>pi,        soit    Pt^pt^o<pi. 

Par  ces  expressions  du  déterminant,  il  devient  évident  que  leur  va- 
leur maximum  est  (^4,  et  que  cette  valeur  s'obtient  seulement  en  po- 
sant ^  =  o,  c'est-à-dire  p^  z=:  p^  s=z  p^  z=s  o.  De  là  résulte  d'abord 
que,  comme  nous  Tavons  dit  plus  haut,  une  fonction  ternaire  posi- 
tive quelconque  peut,  d'une  seule  manière,  se  ramener  à  une  forme 
telle  que  F,  ou  que,  à  chaque  proportion  déterminée  que  l'on 
donnera 

correspond  un  système  unique  de  valeurs  de  1^1,  i^t)  ^t?  ^kh  car,  au- 
trement, une  forme  de  déterminant  minimum  pourrait  aussi  être 
représentée  par  deux  formes  F  avec  des  coefficients  u  différents,  et 
par  suite,  au  moins  une  fois  de  telle  manière  que  deux  des  coeffi- 
cients w  fussent  différents  de  zéro.  U  s'ensuit  alors  que,  parmi  les 
diverses  formes  positives  ternaires  eF  qui  ne  différent  entre  elles 
que  par  les  valeurs  des  coefficients  tv,  celle-là  a  le  plus  grand  déter- 
minant, dans  laquelle  on  a  tVi  =  fVt  =  fVs  =  o  ;  c'est-à-dire  que  la 
forme 

divisée  par  r,  est  la  forme  cherchée  de  déterminant  maximum,  qui. 
pour  les  systèmes  donnés  de  valeurs 

Xi  =  1  y  Xi  =  Oy  Xi  =  o,  Xi  =  1  y 
Xs  ==  O,  Xi  =  I>  Xi  =  Of  X)  =  I  y 
Xj  =  O,   X«  =s  Oy   Xt  ==  I  y   Xs  =  1 9 

prend  respectivement  les  valeurs /*J,y^,y*J,y^,  les  quantités  r,  Ut 
Uf^  v^i  étant,  à  l'aide  d'une  quantité  auxiliaire  (^4,  déterminées  pa 
les  équations 

^t—^i  =  rfif   2d^i=^^'  (gr=i>  2,  3, 4), 

ê 

et,  pour  le  reste,  de  la  manière  exposée  ci-dessus.  Le  déterminas 
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de  la  forme  4^  est 

et  la  forme  adjointe  (dëjà  considërée  dans  les  recherches  de  Bor- 
chardt),  divisëe  par  le  déterminant,  est 

($')  'Il  ^  ^H-  ^  H-  i.  (^,  -4-  or,  4-  x,Y; 

Vi  Vt  Vz  Vi^ 

le  diviseur  r  est  positif  ou  négatif  en  même  temps  que  e,  et  est  dé- 
terminé par  une  équation  qui,  sous  forme  irrationnelle,  peut  s'écrire 
ainsi 


1 


v/i  — 4r/?  =  2,    (ff=i,  2,3,4), 
g 
et  qui  coïncide  au  fond  avec  celle  qui  sert  de  base  aux  recherches 
de  Borchardt  déjà  citées.  Pour  e  =  + 1 ,  les  quantités  y  et  par  suite 
aussi  4>'  sont  positives,  ainsi  que  4>.  Pour  e  =  —  I9  ^19  ^19  ^t  sont 
négatifs,  et  par  suite  la  forme  -^4^  positive. 

Si  l'on  fait  abstraction  de  l'indication  d'une  valeur  de  la  forme 
pour  Xi  =  Xt  =  Xt  =  I ,  il  résulte  presque  immédiatement,  de  la 
méthode  développée  plus  haut,  que  la  forme 

a  le  déterminant  maximum^  car,  si  l'on  conçoit  qu'à  cette  forme 
on  ajoute  un  groupe 

et  qu'on  transforme  alors  simultanément  les  deux  formes  ternaires 
en  sommes  de  carrés,  savoir,  dans  les  expressions 

r î  ■+•  r î  ■+•  r\  »  p^y\  +  p^ri  ■+-  pir\ 

respectivement,  où  l'on  a 

pi4-/i,H-/?,  =  o,     n-/i,>o,     i-l-/?t>o,     i-+-p.>o, 
le  déterminant,  savoir,  le  produit 

ne  sera  évidemment  un  maximum  que  si  l'on  a  pi  =  /?«  =  /^t  =  O) 
et  partant  aussi  (V|  =  (Vt  =  çvs  =  o. 
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Absolument  comme  par  Tomission  d'une  valeur  de  la  forme,  le 
problème  se  simplifie  aussi  lorsqu'on  donne  en  plus  une  cinquième 
valeur  de  la  forme,  c'est-à-dire  lorsqu'il  s'agit,  dans  un  groupe  de 
formes 

de  déterminer  la  forme  positive  dont  le  déterminant  est  maximum. 
La  valeur  correspondante  de  X  est,  en  effet,  une  des  deux  valeurs 
réelles  pour  lesquelles  s'évanouit  la  dérivée  du  déterminant  de 
y-f-l(i]^  —  ^),  prise  par  rapport  à  X.  Que  toutes  les  conditions  du 
problème  sont  ainsi  remplies,  c'est  ce  qu'on  peut  établir  comme  il 
suit.  Imaginons  que  chaque  forme  du  groupe  soit  représentée  par 
une  somme  de  trois  carrés  \  ceux-ci  ont  leurs  trois  signes  détermi- 
nés, et  ainsi  à  chaque  forme  appartient  une  certaine  combinaison 
de  signes.  Or  la  série  totale  des  valeurs  depuis  X  =  —  oo  jusqu'à 
X  =  -I-  a>  est  partagée,  par  les  valeurs  qui  annulent  le  déterminant, 
en  quatre  intervalles,  auxquels  correspondent  autant  de  sections  du 
groupe.  A  toutes  les  formes  d'une  même  section  appartient  une  même 
combinaison  de  signes,  tandis  que  d'une  section  à  l'autre  un  des 
trois  signes  change.  Les  sections  correspondant  aux  deux  inter- 
valles extrêmes  ne  contiennent  que  des  formes  indéfinies,  puisque, 
par  hypothèse,  il  y  a  des  valeurs  réelles  des  variables  x  pour  les- 
quelles cp  =  ^j^,  et  qui  par  suite  annulent  la  forme  ^j^  —  f .  Les  va- 
leurs X  =  o  et  X  =  I  doivent  donc  appartenir  à  l'un  des  deux  in- 
tervalles moyens,  puisque  les  formes  correspondantes  f  et  (p  sont 
positives  et  définies,  et  c'est  dans  ce  même  intervalle  que  doit  être 
comprise  la  valeur  de  X  correspondant  à  leur  maximum,  puisque 
c'est  un  intervalle  moyen,  et  que  le  déterminant  y  est  positif. 

sn. 

Pour  l'application  géométrique  dont  il  a  été  question  ci-dessus, 
soient  i,  2,  3,  4  les  quatre  sommets,  et  /),  /*,,  yi,  f^  les  valeurs 
des  aires  des  quatre  faces  opposées  d'un  tétraèdre.  Désignons  res- 
pectivement les  quatre  plans  par  I,  II,  m,  IV,  et  les  cosinus  des 
angles  de  leurs  normales  par 

^^A,     (g-, /<  =  i,a,  3,4). 
Pour  le  tétraèdre  maximum  ayant  des  faces  d'aires  données y^,y^, 
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ft'ifk  (ou  pour  un  tétraèdre  semblable  à  celui-là),  les  quantités  C|,, 
^tt)  ^11  devront  être  déterminées  de  telle  sorte,  que  la  forme  (f)  du 
S  V^  soit  positive,  que  son  déterminant  soit  un  maximum,  et  qu'en 
même  temps,  pour  Xi  =  Xi  =  Xj  =  i ,  elle  prenne  la  valeur y,%  la 
condition 

(A)  f^  -h/,^  -4-//  +  2C,3/,/s  -h  2C3././.  -4-  2C.,/./,  =f: 

devant  être  satisfaite.  Les  trois  autres  cosinus  Cu,  C94,  0%^  sont 
ensuite  déterminés  par  la  condition 

(A')  /,  4-  c,,/,  H-  c,,/,  -f-  ^,4/4  =  o, 

et  par  les  conditions  analogues. 

Comme  la  somme  des  quatre  quantités  i^i,  y^^  ^i^  1^4,  définies 
ci-dessus  algébriquement,  est  égale  à  Tunité,  ces  quantités  peuvent 
être  considérées  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  5, 
rapportées  à  un  tétraèdre  quelconque  i,  a,  3,  4?  c'est-à-dire  qu'il 
existe  un  point  pour  lequel  les  volumes  des  tétraèdres 

(1234) : (5234) : (i534)  :  (1254) : (i235) 

sont  entre  eux  comme 

t 

les  volumes  étant  pris  avec  des  signes  convenables,  de  telle  façon, 
par  exemple,  que  (i234)  ^^  (5a34)  soient  de  même  signe  ou  de 
signe  contraire,  suivant  que  les  points  i  et  5  sont  ou  non  d'un 

même  c6té  du  plan  des  points  a,  3,  4*  Si  l'on  désigne  par  I,  II,  III, 
IV  les  quatre  plans  parallèles  respectivement  à  I,  II,  III,  IV,  et  pas- 
sant par  les  points  i,  a,  3,  4?  '^  point  5,  d'après  le  S  P'  (F*))  ^  ^^ 
propriété,  caractéristique  pour  sa  détermination,  que 

(B)     (5I)(5Ï)  =  (5II)(5ÏÏ)=(5m)(5m)=='(5IV)(5ÏV), 

les  expressions  entre  parenthèses  désignant  les  distances,  comme 
dans  tout  ce  qui  va  suivre.  Pour  ce  point  5,  connue  on  l'a  montré 
plus  haut,  les  rapports 

(1234) : (5234)  :  (i534) : (1254) : (1235) 

dépendent  uniquement  des  rapports  des  aires  de  triangles 

(234):(i34):(i24):(i23), 
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ou 

ils  sont  donc  constants  pour  tous  les  tétraèdres  dans  lesquels  les 
derniers  rapports  ont  des  valeurs  données.  Désignons  tous  ces  té- 
traèdres par  [i,  2,  3, 4])  6^  tous  les  tétraèdres  semblables  entre  eux, 
qui  (relativement  à  leur  surface)  comprennent  un  volume  maxi- 
mum, par  [i%  2%  3%  4^]. 

La  détermination  du  point  5,  pour  un  quelconque  des  tétraèdres 
[i,  a,  3,  4])  doit  être  considérée  conmie  l'interprétation  géomé- 
trique de  la  résolution  de  l'équation,  établie  au  §  P',  qui  détermine 
^1)  ^1)  ^8)  ^«9  AU  moyen  des  valeurs  des  rapports 

Le  point  5  étant  trouvé  pour  un  tétraèdre  quelconque  [i,  2,  3, 4]? 
on  en  déduit  d'une  manière  très-simple  les  différents  éléments  de 
la  détermination  du  tétraèdre  particulier  [i^,  a*,  3%4*]«  De  la 
forme  quadratique  4>  du  §  P'  résultent,  en  effet,  immédiatement  les 
valeurs  de  Cn,  Cu,  Csi;  puis,  de  Téquation  de  projection  (A'),  les 
trois  autres  cosinus  C|^,  Ct»,  Cs».  De  plus,  de  la  forme  adjointe  4>'du 
S  P',  on  tire  les  valeurs  des  arêtes  et  des  cosinus  des  angles  qu'elles 
font  entre  elles,  en  remarquant  simplement  que 

-*    est  la  forme  adjointe  de    -4>', 

s  étant  pris  avec  le  même  signe  que  r,  et  défini  par  l'équation 

En  introduisant  encore,  au  lieu  des  quantités  i^,  leurs  valeurs 
réciproques  if\  on  obtient,  de  la  manière  indiquée,  les  détermina- 
tions suivantes  pour  un  tétraèdre  [i*,  a^,  3^,  4^]  * 

Vi  Vt  1  I 

4i.(5»/f)'  =  i;i-i,     s.(iky=i/i'hç'k, 

*'/a' =  i^,  i'i -4- i'i  i'i -H  i'^i, 
365»  ( !•  a*  3*  4* y  =  \l,  t^;  t'',  i/, . 
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Les  indices  g^  h^  i,  Ar  correspondent  ici  aux  sommets  i®,  a*,  3*, 
4*,  et  Cn  doit  être  pris  avec  le  signe  de  —  e  ^i  i^^^  puisque  Ton  a 

enfin  (t'A'),. . .  représentent  les  distances  des  points  entre  paren- 
thèses. La  valeur  de  s  distingue  seule  les  uns  des  autres  les  tétra- 
èdres semblables,  et,  multipliée  par  4^  elle  est  la  valeur  réciproque 

du  produit  (51)  (SÎ),  constant  pour  les  quatre  faces  des  tétraèdres. 
Les  déterminations  ci-dessus  font  voir  que  les  arêtes  opposées  sont 
perpendiculaires  deux  à  deux,  et  que,  par  conséquent,  les  quatre 
hauteurs  du  tétraèdre  se  coupent  en  un  même  point,  lequel  est  le 
point  5^,  puisque  celui-ci  satisfait  à  la  condition  (6),  et  partant  à 
la  suivante  : 

(B*)  (i-5-)(P5»)=:(2-5-)(IP5-)  =  (3»5»)(IIP5M  =  (4*5*)(lV5-). 

Les  valeurs  absolues  de  c^  sont,  d'après  cela,  les  cosinus  des 
angles  que  font  entre  elles  les  lignes  (5*i)  et  (5®A^),  ces  angles  étant 
comptés  de  telle  manière  que  les  lignes  allant  de  5^  à  i  et  à  A*  fassent 
entre  elles  un  angle  obtus  ou  aigu,  suivant  que  Ton  aura 

er=  H-  I     ou     e  z=  — -  I, 

Donc,  dans  le  tétraèdre  [i<>  2<>  3®  4^]?  l^s  produits  deux  à  deux  des 
trois  arêtes  qui  partent  d'un  même  sommet,  multipliés  par  le  cosi- 
nus de  l'angle  que  ces  arêtes  font  entre  elles,  sont  constants,  aussi 
bien  que  les  six  produits  deux  à  deux  des  lignes  menées  du  point  5* 
aux  sommets,  multipliés  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'elles  compren- 
nent. Cette  dernière  propriété,  c'est-à-dire  l'existence  d'un  tel 
point  5^,  suffit  déjà,  étant  données  les  aires  des  faces,  pour  déter- 
Eniner  complètement  soit  le  tétraèdre  de  volume  maximum,  soit 
:^elui  dont  les  hauteurs  concourent  en  un  même  point,  et  cela  de 
telle  manière  qu'il  en  ressort  l'identité  de  ces  deux  tétraèdres;  car, 
$î  l'on  prend  le  point  5*  pour  origine  d'un  système  de  coordonnées 
orthogonales,  il  faut,  par  supposition,  que  la  relation 

XkXi  -h yhXi  -h  Zk  Zi  =  XkXk'^  jAji  -h  Zh Zk 

lit  lieu  pour  les  trois  indices  A,  i,  A^  =  i,  2,  3,  4?  c'est-à-dire  pour 
es  sommets  du  tétraèdre  pris  trois  à  trois.  Or  cette  relation  prouve 
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aussi  que  la  ligne  (5^ h)  est  dirigée  perpendiculairement  à  rarètc 
(ik)^  et  le  point  5^  doit,  en  conséquence,  se  trouver  sur  chacune  des 
quatre  hauteurs.  Les  équations  (B^)  ayant  lieu  pour  un  point  5*  de 
concours  des  hauteurs,  on  en  conclut,  pour  les  coordonnées  homo- 
gènes (/«,  f/,,  (/s,  (^4  de  ce  point,  les  déterminations 

qui  justifient  l'exactitude  de  notre  assertion.  Un  tétraèdre  dont  les 
hauteurs  concourent  en  un  même  point  comprend  donc  un  volume 
plus  grand  que  tout  autre,  dont  les  faces  ont  les  mêmes  aires  ;  et, 
réciproquement,  le  tétraèdre  maximum  est  complètement  défini  par 
Texistence  d'un  point  de  concours  des  hauteurs  5^.  Enfin,  de  la  pro- 
priété caractéristique  d'un  point  de  concours  des  hauteurs  5®,  éta- 
blie ci-dessus,  résulte  une  construction  simple  et  intuitive  du  té- 
traèdre maximum.  Puisqu'on  a,  en  effet, 

(5Î)  =  (5I)(i/'.  -I),    (5ÏÏ)=(5II)(i;',-i),..., 
45(5M»j»=i;', -I),    45(5-2-)«=i/',— I,..., 

on  n'a  qu'à  déterminer  le  point  5  dans  un  tétraèdre  quelconque 
dont  les  aires  des  faces  sont  données,  puis  à  prendre,  à  partir  d'ur 
point  quelconque  5^,  dans  quatre  directions  différentes,  quatre  Ion 

gueurs 

(5-I-).    (5- 2-),    (5-n     (5-4»), 

dont  les  carrés  soient  proportionnels  aux  quotients 

(5Î)       (51!)       (SÏII)       (5ÎV) 
(51)'     (511)'     (5m)'     (5IV)' 

de  telle  manière  que  les  produits  de  ces  longueurs  deux  à  deux 
multipliés  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'elles  font  entre  elles,  aien 
tous  la  même  valeur.  On  obtient  ainsi  les  quatre  sommets  i^,  a* 
3^,  4^  d'un  tétraèdre  dont  les  aires  des  faces  sont  proportionnelle 
à  celles  des  faces  du  tétraèdre  [i234])  et  qui,  relativement  à  sa  sui 
face,  renferme  un  volume  maximiun  (^). 


(*)  Pour  comparer  nos  notations  à  œlles  de  Borchardt,  et,  en  particulier,  ave 
celles  que  ce  géomètre  a  employées  dans  son  exposition  insérée  dans  le  Traité  d* 
Déttrnùnantt  de  Baltier  (  3*  édition,  p.  a33  et  suiY.),  je  remarque  que  les  quantités 
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Si  Ton  cherche  une  interprétation  géométrique  analogue  des  deux 
autres  résultats  algébriques,  concernant  les  formes  de  déterminant 
maximum  pour  lesquelles  on  donne  trois  ou  bien  cinq  valeurs  de  la 
forme,  on  voit  que  l'on  n'obtient,  dans  le  premier  cas,  que  l'angle 
trièdre  trirectangle,  comme  celui  dont  le  sinus  a  une  valeur  maxi- 
mum. Dans  le  second  cas,  au  contraire,  on  obtient  la  détermination 
des  cosinus  Cn ,  Cfs,  Csi  des  trois  angles  que  font  deux  à  deux  des  di- 
rections pour  lesquelles  on  a 

en  même  temps  que  le  déterminant 

I  Cii  Cii 
Cn  I  C,3 
C|3       Cu        1 

est  un  maximum.  On  obtient  par  là  deux  tétraèdres,  [i,  2,  3,  4]  ^^ 
[1',  2',  3',  4']î  doiit  les  sommets  4  et  4' coïncident  ensemble,  et  dont 
les  aires  des  faces  sont  respectivement  /î ,  /î  ?  /i  5  /*  ?  et  ^j ,  ^f ,  ^s ,  ^4 . 
Si  l'on  juxtapose  les  deux  tétraèdres  de  sommets  4  et  4S  de  manière 
que  l'arête  (i4)  se  prolonge  en  marchant  dans  la  même  direction 
suivant  l'arête  (4 1')  ^  etc. ,  il  en  résulte  un  polyèdre  limité  par  5  plans, 
9  droites  et  7  sonmiets,  dont  la  surface  sera  formée  par  8  triangles 
ayant  pour  aires/,,  /,,  /$,/♦,  ^1,  ^„  #5,  #»,  et  qui,  ces  aires  étant 
supposées  données,  aura  un  volume  maximum.  La  détermination 
d'un  tel  polyèdre  s'eflectue,  comme  il  a  été  établi,  au  moyen  d'une 
équation  quadratique^  il  est  donc  géométriquement  constructible, 
dans  le  sens  restreint  du  mot. 

s  in. 

Passons  à  la  seconde  application  géométrique  indiquée  dans  l'In- 
troduction. Soient  i,  2,  3, 4  les  sommets  du  tétraèdre  donné,  et  soit 

ci-des8U8  sont  proportionnelles  à  celles  que  M.  Borchardt  désigne  par  v.  Ces  dernières 
acquièrent  ainsi  une  signification  géométrique  très-simple;  chacune  d'elles,  en  effet, 
derient  égale  à  huit  fois  la  hauteur  de  l'un  des  tétraèdres,  multipliée  par  la  partie  com- 
prise entre  le  sommet  et  le  point  de  concours  des  hauteurs,  c'est-à-dire  que,  par 
exemple,  la  quantité  y^  de  Borchardt  deyient  égale  à  8  (i  I)  (i5),  la  quantité  k.  à  8 
(sll)(35)»etc. 
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le  point  o  le  centre  de  l'ellipsoïde  qu'il  s'agit  d'inscrire  au  tétraèdre. 
Désignons  toujours  par  I,  U,  III,  IV  les  plans  des  faces  du  tétraèdre, 

et  par  I,  II,  LU,  IV  les  plans  menés  parallèlement  à  ces  faces  par  les 
sommets  opposés.  Supposons  que  l'on  ait  choisi  le  point  4  de  telle 
sorte  que  la  valeur  absolue  du  volume  du  tétraèdre  (o  ia3)  ne  soit 
inférieure  en  grandeur  à  aucune  des  trois  autres  (0234)9  (oi34)) 
(o  124).  Si  l'on  prend  maintenant  le  point  o  pour  origine  des  coor- 
données, les  axes  étant  dirigés  suivant  les  lignes  (01),  (os),  (o3), 
et  les  longueurs  de  ces  lignes  elles-mêmes  étant  prises  pour  unités, 
les  trois  coordonnées  d'un  point  variable  quelconque  p  seront 

^  _(o/?23)        ^^_(oip3)^      ^  __(012/?)^ 
(oi23)         '       (oi23)         ^       (oiaS) 

les  volumes  des  tétraèdres  étant  pris  avec  les  signes  convenables. 
Les  coordonnées  du  point  4  9  d'après  le  choix  que  l'on  a  fait  tout  h 
l'heure,  sont  donc  toutes  inférieures  ou  égales»  en  valeur  absolue, 
à  l'unité.  L'équation  d'un  ellipsoïde  de  centre  o,  passant  par  les 
points  I,  2,  3,  sera 

Zj  -4-  -ïj  -4-  -ïj  H-  2Ci,Z,  Z,  4-2CmZ2Z,  h-  2C,i-ï,  Z|  =I, 

et  Tellipsoïde,  d'après  les  développements  algébriques  qui  précèdent 
[voy,  p.  261),  a  un  volume  minimum,  lorsque  les  trois  coefficients  c 
sont  nuls,  c'est-à-dire  lorsque  les  points  i,  2,  3  sont  situés  sur  un 
système  de  diamètres  conjugués.  Pour  que  la  surface  de  l'ellipsoïde 
contienne  encore  le  point  4)  il  faut,  en  outre,  que  l'équation 

K\  -+-  K\  -+■  Ç;  H-  '^Cxt  Ç,  Ç,  -h  2C„  Ç,  Ç,  -h  2C„  Ç3  Çi  =  I 

soit  vérifiée  lorsque.  Ç,,  (^1,  Ça    représentent  les  coordonnées  du 
point  4* 
Si  Ton  pose 

Zk  =fkXk,    Kkfi  =/i,    (  A"  =  1 ,  2,  3 ), 
on  a,  d'après  les  considérations  algébriques  précédentes, 

(E)  VxX]  -hViX]  -h  ViX]  —  ((/,  ^,  H- (/jJTj-hi's^s  )'='•, 

pour  l'équation  de  l'ellipsoïde  de  volume  minimum,  ayant  un  centre 
donné  et  passant  par  quatre  points  donnés.  On  obtient  de  même 
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l'ellipsoïde  minimum  passant  par  cinq  points  donnés,  et  cela  de 
telle  manière  que  Ton  peut  encore  construire  un  sixième  point  quel- 
conque géométriquement  (dans  le  sens  restreint  du  mot).  La  posi- 
tion du  point  o  doit  toujours  être  telle  que  la  somme  des  valeurs 
absolues  des  trois  coordonnées  ^  soit  moindre  que  l'unité^  s'il  en 
était  autrement)  on  ne  pourrait  circonscrire  aucun  ellipsoïde  au  té- 
traèdre donné. 

Étudions  encore  de  plus  près  le  cas  où  l'on  donne  quatre  points 
de  la  surface.  Soient  i^i,  i^s,  1/9,  u^  les  coordonnées  homogènes 
d'un  point  variable  p^  le  tétraèdre  [1,  2,  3,  4]  étant  pris  pour  té- 
traèdre fondamental  \  les  rapports 

I  :  Hi  :  1^3  :  Us  :  K4 

doivent  être  égaux  aux  rapports 

(1234)  :  (p234)  :  (ip34)  :  {i2/>4)  :  (i23/?). 

Supposons  que  les  quatre  quantités  t^i,  i^t?  ^a^  ^«  soient  les  coor- 
données d'un  point  5,  déterminé,  en  vertu  de  la  relation  (F*)  du 
§  1*'',  par  les  proportions 

les  grandeurs  désignées  en  cet  endroit  par  ^i,  y,,  yi,  f^  étant 
supposées  proportionnelles  aux  coordonnées  Uio,  u%^^  1^307  u^q  du 
point  o. 

Le  point  5  est,  d'après  cela,  caractérisé  par  les  conditions 

(51)  (5Î)  _  (511)  (5ÏÏ)  _  (5III)  (STÏÏ)  _  (IV)  (5ÎV) 
(oly      ■"      (oHy      "^        (olll)'        ■"      [oWf 

Cela  posé,  si  l'on  prend 

XiUi.=  U^Ui.-~UiU^.y      (1=1,2,3), 

l'équation  précédente  (E)  de  l'ellipsoïde  pourra  s'exprimer  simple- 
ment, au  moyen  des  coordonnées  homogènes  u.  En  eûet,  une  équa- 
tion quelconque 

\  \aikXiXk  =  \,    (1,  A-  =  i,2,  3), 

i       k 
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si  l'on  dëtermine  les  quantités  ii,«  d'après  les  conditions 

aiiU].  =  ul,     («  =  i,a,  3), 
se  change  dans  la  suivante, 

g     à  ^       *  g       h 

les  coefficients  a  d'indice  4  étant  définis  par  les  quatre  équations 


\a^A  =  o,    (gr,  A  =  i,  IX,  3,4) 


L'équation  (E^)  représente  évidemment  une  surface  du  second 
degré,  circonscrite  au  tétraèdre  fondamental,  dont  le  centre  a  pour 
coordonnées  Uio,  Uto»  u^o^  u^o^  puisque  les  quatre  dérivées  de  la 
diûërence  des  deux  membres  de  l'équation  (E^)  prennent,  pour 
Ui  =  Uio)  lii  =  2^fO)«  •  • ,  la  même  valeur  commune  zh  i .  Q  vient, 
d'après  cela,  pour  l'ellipsoïde  minimum, 

SS*''''*5S;'^'"SS"'"*  =  °'    (ff'A  =  .,a,3,4;    g><h). 

g       h  8        ^ 

r  désignant  la  valeur,  constante  pour  les  quatre  indices  A  =  i ,  a,  3,  4) 
du  rapport 

^f^-^l  (51)  (5Î) 
i —    ou        ,  \\,  S'"^ 

"A,  (Oi)» 

en  posant,  de  plus, 

"'-W)       ""-(TT)'      "'-(Tïl' 

«-(/'II)        _(on)       _{5n) 
"'-(HîT'   ""-(ïïï)'   *^'-(^' 


et  /?  étant  un  point  de  la  surface  de  l'ellipsoïde.  Si  l'on  fait,  enfin, 

(5I)  =  «Î,    (5Ï)  =  pî,..., 

«,  u,  (51)  {piy 
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on  arrive  à  la  représentation  la  plus  simple  de  l'ellipsoïde  minimum 
en  coordonnées  homogènes, 

c'est-à-dire  à  l'équation  de  l'ellipsoïde  de  moindre  volume  parmi 
tous  ceux  qui  ont  le  point  o  pour  centre,  et  dont  la  surface  contient 
les  points  i,  2,  3,  4* 
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Ce  nouvel  Ouvrage  de  M«  Todhunter  traite  d'une  partie  des 
plus  intéressantes  du  Calcul  des  variations ,  et  il  nous  parait  des- 
tiné à  apporter  la  clarté  dans  des  questions  qui  ont  fait  jusqu'ici  le 
sujet  d'un  grand  nombre  de  discussions  et  de  recherches.  Quand 
les  géomètres  ont  voulu  appliquer  les  principes  de  Lagrange  et  de 
Jacobi  à  des  problèmes  particuliers  de  Calcul  des  variations ,  ils  se 
sont  trouvés  en  présence  de  difficultés  d'une  nature  très-singulière, 
tenant,  au  fond,  à  la  discontinuité,  et  dont  nous  allons  donner  une 
idée  en  étudiant  quelques  exemples  spéciaux. 

Proposons-nous  d'abord  le  problème  suivant  :  Étant  donnés  deux 
points  A  et  B,  trouver  la  courbe  passant  par  ces  deux  points,  et 
telle  qu'elle  engendre,  par  sa  révolution  autour  d'une  droite  don- 
née, un  segment  de  surface  d'aire  minimum.  Si  l'on  applique  les 
règles  du  Calcul  des  variations,  on  trouvera  comme  solution  une 
chaînette  passant  par  les  deux  points.  La  détermination  de  cette 
chaînette  dépend  d'une  équaticm  transcendante  qui  donne  deux 
solutions  réelles  dans  certains  cas,  et  dans  d'autres  ne  fournit  au- 
cune solution.  Ce  premier  fait ,  qu'il  peut  ne  pas  y  avoir  de  solu- 
tion, doit  paraître  déjà  étonnant^  mais,  avant  d'essayer  de  s'en 
rendre  compte,  il  importe  de  signaler  d'autres  contradictions. 

Puisqu'il  y  a  deux  chaînettes  passant  par  les  deux  points  A  et  B, 
il  faut  savoir  quelle  est  celle  qui  donne  la  surface  la  plus  petite,  et 
une  discussion  bien  simple  montre  encore,  sans  aucune  difficulté, 
que  des  deux  courbes  il  y  en  a  une  pour  laquelle  les  tangentes  en  A 
et  en  B  se  coupent  au-dessus  de  l'axe,  tandis  que  pour  l'autre  chai- 
nette  elles  se  coupent  au-dessous.  La  première  chaînette  est  au- 
dessus  de  la  seconde,  et  il  semble  que  c'est  elle  qui  doit  engendrer 
la  surface  dont  l'aire  est  la  plus  petite  de  toutes.  U  est  bien  vrai 
que  le  Calcul  des  variations  nç  donne  et  ne  doit  donner  que  la  ligne 
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pour  laquelle  l'aire  est  plus  petite  que  pour  les  lignes  infiniment 
voisines^  mais  il  est  clair  aussi  que  le  minimum  absolu  doit  corres- 
pondre à  un  minimum  fourni  par  le  Calcul  des  variations.  Ainsi 
on  n'aura  qu'à  choisir,  semble-t-il ,  entre  les  deux  chaînettes  four- 
nies par  le  Calcul  des  variations;  il  faudra  prendre  celle  qui  est 
au-dessus  de  l'autre,  et  le  problème  sera  résolu.  On  va  voir  que 
cette  conclusion  est  absolument  inexacte,  et  qu'elle  tient ,  en  défi- 
nitive, non  au  Calcul  des  variations,  mais  à  la  manière  fautive  dont 
on  l'applique  le  plus  souvent. 

En  admettant  que  la  chaînette  et  le  point  A  soient  donnés,  il  est 
clair,  d'après  la  règle  que  nous  avons  donnée,  que  la  courbe  sera 


FIg.  f. 


celle  des  deux  chaînettes  pour  laquelle  il  y  a  minimum  tant  que  le 
point  B  ne  sera  pas  arrivé  à  la  limite  pour  laquelle  la  tangente 
en  B  vient  se  rencontrer  sur  l'axe  de  révolution  avec  la  tangente 
en  A.  On  va  voir  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  et  que,  avant  même  que 
le  point  B  ne  soit  arrivé  à  la  limite  extrême  de  sa  course  en  Bi, 
l'arc  de  chaînette  cessera  de  jouir  de  la  propriété  de  minimum  ab- 
solu, et  qu'il  y  aura  une  infinité  d'autres  courbes  passant  par  les 
deux  points  considérés,  toutes  situées  d'un  même  côté  de  l'axe 
des  X,  et  pour  lesquelles  la  surface  engendrée  aura  une  aire  plus 
petite  que  pour  la  chaînette  fournie  par  le  Calcul  des  variations. 
Admettons,  en  effet,  comme  cela  est  démontré  dans  le  Traité  de 
MM.  Lindelôf  et  Moigno,  que  l'aire  engendrée  par  l'arc  ABt  de 
chaînette  soit  égale  k  l'aire  engendrée  par  la  ligne  brisée  AHBi  • 
Cette  aire  sera  évidemment  plus  grande  que  l'aire  engendrée  par  le 
contour  AMB|,  très-rapprochée  de  Aa6Bt,  qui  engendre  une  aire 
très-voisine  de  la  somme  des  aires  des  cercles  de  rayons  a  A,  6Bi. 
Ainsi  l'aire  engendrée  par  toute  ligne  telle  que  AMBi  sera  plus 
petite  d'une  quantité  finie  que  l'aire  engendrée  par  l'arc  ABi,  et 
par  conséquent,  avant  même  que  le  point  B  ne  soit  arrivé  à  la 
limite  Bi,  on  pourra  substituer  à  l'arc  de  chaînette  une  foule  de 
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courbes  donnant  une  aire  plus  faible.  Si  l'on  compare,  d'ailleurs, 
ces  courbes  entre  elles,  pour  aucune  la  variation  de  Taire  n'est 
nulle  quand  on  passe  à  la  voisine.  On  pourra  passer  de  l'une  d'elles 
à  une  autre  pour  laquelle  l'aire  sera  plus  petite,  et  la  limite  de 
toutes  sera  le  contour  A a6 Ai;  l'aire  se  réduira  alors  à  la  somme 
de  deux  cercles  de  rayon  A  a,  Btb. 

Ainsi ,  sur  la  chaînette,  le  point  B,  pour  lequel  la  courbe  cessera 
d'engendrer  une  aire  minimum,  sera   bien  plus  rapproché  du 

Fiff.  7. 


point  A  que  le  point  B| .  Ce  sera  celui  pour  lequel  l'aire  engendrée 
par  l'arc  AB  sera  égale  à  la  somme  des  aires  des  deux  cercles  de 
rayons  A  a,  B6. 

M.  Todhunter  a  reconnu  très-nettement  où  se  trouvait,  dans  les 
méthodes  employées,  le  défaut  de  la  solution,  et  voici  quel  est  le 
principe  fondamental  qui  sert  de  base  à  ses  recherches.  Supposons 
qu'on  cherche  le  minimum  d'une  certaine  intégrale  V,  et  soit 


=  r  Pe,. 


La  règle  de  Lagrange  consiste  à  égaler  P  à  zéro,  et  certainement 
il  n'y  a  rien  à  contester  sur  ce  point;  mais  si  l'on  considère  un 
chemin  limite  pour  lequel  ijr  ne  peut  pas  prendre  tous  les  signes, 
par  exemple,  la  règle  n'est  plus  applicable.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que,  par  la  nature  de  la  question,  fy  soit  positif  de  x% 
à  Xi  ;  alors  il  suffira,  pour  qu'il  y  ait  minimum,  que  P  soit  positif 
ou  nul,  et,  pour  le  maximum,  que  P  soit  négatif  ou  nul  dans  les 
différents  points  du  chemin.  Si  ces  conditions  sont  remplies,  le 
chemin  limite,  tenant  aux  discontinuités,  aux  limitations  de  la 
question,  donnera  une  intégrale  plus  petite  ou  plus  grande  que  les 
chemins  infiniment  voisins,  et  par  conséquent  il  devra  intervenir 
quand  on  comparera  les  maxima  ou  les  minima  relatifs,  et  qu'on 
voudra  retenir  le  maximum  ou  le  minimum  absolu. 

i8. 
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Ces  considérations  trouvent  leur  application  immédiate  dans  la 
question  actuelle,  où  Ton  cherche,  parmi  toutes  les  courbes  situées 
d'un  même  côté  de  Taxe  des  x^  celle  pour  laquelle  Faire  est  mi- 
nimum* 

En  effet,  pour  un  chemin  tel  que  AMN6,  venant  coïncider  sur 
une  étendue  finie  avec  Taxe  des  x^  il  n'y  a  pas  lieu  d'appliquer, 

Fig.3. 


M 


comme  on  Iç  fait  ordinairement,  les  règles  du  Calcul  des  variations. 
Pour  la  portion  MN,  on  doit  nécessairement  donner  à  ijj  quand 
on  cherche  la  variation,  une  valeur  positive,  et  l'on  reconnaîtra 
facilement  que  celui  de  ces  chemins  qui  donne  la  plus  petite  aire 
est  AaBb.  Donc,  quand  on  aura  fixé  les  deux  points  A  et  B,  il  y 
aura  trois  chemins  à  comparer  :  i^  les  deux  chaînettes,  s'il  y  en  a 
deux,  passant  par  les  points  A  et  B*,  2^  le  chemin  Aa6B,  qui  sera 
même  l'unique  solution  de  la  question,  dans  le  cas  où  les  chaînettes 
seront  imaginaires. 

Un  autre  exemple,  plus  instructif  peut-être,  et  pour  lequel  nous 
nous  aiderons  des  considérations  lumineuses  développées  par 
M.  Bertrand,  dans  son  Cours  de  Mécanique  analytique  au  Collège 
de  France,  se  rapporte  au  principe  de  la  moindre  action,  que 
M.  Todhunter  étudie  d'une  manière  détaillée  dans  ses  applications 
au  mouvement  des  projectiles,  et  aussi  à  celui  d'une  planète. 

Imaginons  un  projectile  soumis  aux  lois  de  la  gravité,  et  partant 
de  l'origine.  En  chaque  point  du  plan  défini  par  les  coordonnées  jr, 


^,  la  vitesse  i/  sera  définie  par  la  formule  i^=  ^g{a — jr)y  et  il 
est  clair  que  la  trajectoire  parabolique  sera  donnée  en  appliquant 
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le  principe  de  la  moindre  action,  c'est-à-dire  en  écrivant  que  l'in- 
tégrale 

I  mv.ds=  j  ^a  —  y.dx.^i  -\-  y'^ 

a  sa  variation  nulle.  On  sait  qu'il  y  a  deux  paraboles  passant  par 
l'origine  et  par  un  point  A,  et  l'intégrale  qui  représente  Vaction 
«st  plus  petite  pour  celle  des  deux  paraboles  qui  est  au-dessous  de 
l'autre;  mais  on  se  tromperait  si  Ton  croyait  que  c'est  la  courbe  OA 
qui  fournit  toujours  la  plus  petite  intégrale  possible.  Il  y  a  encore  à 
introduire  le  chemin  OPQA,  qui  comprend  une  portion  PQ  de  la 
tangente  au  sommet  de  la  parabole  de  sûreté,  et  qui  est  un  chemin 
limité  pour  lequel  on  ne  pourrait  prendre,  le  long  de  PQ,  djr  po- 
sitif, puisque,  au-dessus  de  PQ,  la  vitesse  u  deviendrait  imaginaire. 
M.  Todhunter  donne  même  sur  chaque  parabole  le  point  pour 
lequel  l'intégrale  de  l'action  cesse  d'être  la  plus  petite  de  toutes. 
Soit  A^  ce  point*,  alors,  du  point  O  au  point  A^,  l'intégrale  sera 
non-seulement  plus  petite  que  celles  qui  se  rapportent  aux  chemins 
infiniment  voisins ,  mais  encore  que  celles  qui  se  rapportent  à  des 
chemins  quelconques  aboutissant  aux  mêmes  extrémités.  Entre  le 
point  A^  et  le  point  A,  l'intégrale  sera  plus  petite  seulement  que 
les  intégrales  se  rapportant  aux  chemins  infiniment  voisins;  enfin, 
pour  le  point  A^  et  au  delà,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum, 
même  en  comparant  aux  chemins  infiniment  voisins. 

L'auteur  examine  aussi,  quoique  très-rapidement,  le  cas  du 
mouvement  elliptique,  sur  lequel  M.  Bertrand  a  présenté  des  déve- 
loppements qui  conservent  de  l'intérêt ,  même  après  la  publication 
du  livre  de  M.  Todhunter;  mais  nous  nous  contenterons  d'avoir 
indiqué  par  quelques  exemples  la  nature  des  questions  traitées  par 
M.  Todhunter  dans  son  bel  Ouvrage,  et  l'influence  qu'elles  doivent 
nécessairement  avoir  sur  les  progrès  du  Calcul  des  variations.  L'au- 
teur a  su  signaler  la  véritable  origine  des  difficultés  qui  avaient 
embarrassé  plusieurs  géomètres,  et  il  a  choisi  plusieurs  exemples 
remarquables  qui  donnent  un  véritable  intérêt  à  son  Ouvrage,  et 
montrent  la  portée  et  la  valeur  de  ses  explications  théoriques. 

G.  D. 
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THOMSON  (sir  William)  und  TAIT  (P.- G.].  —  Hànobuch  obr  theorehschen 
Phtsik.  Âutorisirte  deutsche  Uebersetzung  von  D'il.  Ublmholtz  und  G.  Wbe- 
THEiM.  Erster  Band.  Erster  Theil.  —  Braonschweig,  Vieweg  und  Sohn,  1871. 
—  In-8*,  376  p.  Prix  :  9  fr.  5o. 

L'Ouvrage  que  nous  avons  à  annoncer  aujourd'hui  est  la  traduc- 
tion de  l'excellent  Traité  de  Philosophie  naturelle  de  MM.  Thom- 
son et  Tait.  On  sait  que  le  premier  Volume  seul  de  ce  Livre  consi- 
dérable a  paru  en  1866.  Les  traducteurs  allemands  ne  nous  donnent 
même  que  la  première  Partie  du  premier  Volume  ;  mais  elle  forme 
un  tout  complet ,  divisé  en  deux  Chapitres  :  la  Cinématique  d'une 
part,  les  lois  et  les  principes  de  la  Dynamique  de  l'autre.  Il  serait  à 
désirer  que  cet  Ouvrage,  qui  contient ,  sous  une  forme  trop  concise 
peut-être,  une  foule  de  résultats  et  d'idées  du  plus  haut  intérêt,  fût 
traduit  en  français.  S'il  n'est  pas  de  nature  à  être  mis  entre  les  mains 
des  débutants,  il  peut  rendre  de  grands  services  aux  professeurs  et 
à  toutes  les  personnes  qui  désirent  prendre  une  connaissance  ap- 
profondie des  méthodes  de  la  Physique  moderne  et  de  la  marche 
de  la  Science  dans  ces  derniers  temps.  G.  D. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ARCHIV  OBR  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  von  J.-A.  Grurbrt  (*)• 
—  In-8«. 

T.  UV,  187a. 

Matzk4  (W.).  —  La  projection  des  forces,  pour  remplacer  le 
parallélogramme  des  forces  dans  la  Statique  analytique.  (69  p., 

ipi.) 

L'auteur  se  propose  de  traiter  la  Statique  sans  faire  usage  des 
constructions  géométriques,  fondées  sur  le  parallélogramme  des 
forces,  et  en  substituant  aux  lignes  qui  représentent  proportion- 


(  *)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  loo.  —  En  remplacement  du  fondatear  de  ce  Recueil,  dont 
nous  avons  annoncé  la  mort  (t.  111,  p.  385),  la  rédaction,  à  partir  du  prochain  Vo- 
lume, passera  entre  les  mains  de  M.  le  professeur  R.  Hoppb,  prirmtdoeemt  à  lUniTeraité 
de  Berlin. 
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nellement  les  forces  et  leurs  composantes,  <^s  forces  elles-mêmes 
et  leurs  projections.  C'est  d'après  ces  idées  qu'il  a  fait  ses  Leçons 
de  Statique  dans  la  cinquantième  et  dernière  année  de  son  profes- 
sorat (1869- 1870),  ^  l'Université  de  Prague. 

DosTOR  (G.).  —  Sommation  directe  et  élémentaire  des  qua^ 
trièmes  puissances  des  n  premiers  nombres  entiers,  (a  p.-,  fr.) 

Zetzsche  (Exi.).  —  Recherche  des  axes  de  rotation  parallèles 
pour  lesquels  un  pendule  matériel  possède  la  même  durée  d'os- 
cillation.  (4  p.) 

KûLP.  —  Sur  la  détermination  de  la  résistance  de  conductibi- 
lité  desjluides.  —  Comparaison  des  résistances  de  conductibilité 
d'un  fil  métallique  et  d'une  colonne  liquide.  (4  pO 

'  Baueriîfeind  (C.-M.).  —  Appareil  pour  la  solution  mécanique 
des  problèmes  géodésiques  dits  de  Pothenot,  de  Hansen,  etc. 
(18  p.,  2  pi.) 

L'appareil  de  M.  Bauemfeind  est  fondé  sur  la  propriété  du  cer- 
cle, d'êlre  le  lieu  géométrique  des  sommets  d'un  angle  constant 
dont  les  côtés  passent  par  deux  points  fixes.  Il  consiste  en  deux 
alidades  d'acier,  mobiles  autour  d'une  charnière  comme  les  bran- 
ches d'un  compas,  et  munies  chacune  de  pinnules  au  moyen  des- 
quelles on  dirige  les  alidades  vers  deux  objets  donnés.  En  rendant 
ensuite  invariable  l'angle  des  alidades,  et  les  faisant  glisser  le  long 
de  deux  aiguilles  fixées  à  la  planchette,  la  pointe  que  porte  la  char- 
nière décrit  un  cercle.  Tout  le  monde  connaît  le  problème  de  Po- 
thenot, qui  appartient  en  réalité  à  Snellius.  Le  problème  de  Han- 
sen, dont  le  premier  auteur  est  van  Swinden,  consiste  à  déterminer 
la  distance  de  deux  points  A,  B,  d'où  l'on  a  mesuré  les  angles  BAC, 
6AD,  ABC,  ABD,  dont  les  côtés  passent  aux  extrémités  d'une  base 
connue  CD. 

Grunert  (J.-A.).  —  Nouifelle  solution  complète  de  ce  pro- 
blème :  «  Construire  une  conique  de  joyer  donné,  et  passant  par 
trois  points  donnés,  »  (65  p.,  i  pi.) 

HozA  (F.).  —  Notes  de  Mathématiques.  (10  p.) 

Ces  Notes  sont  relatives  aux  courbes  d'intensité  lumineuse  et 
aux  sections  coniques. 
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ScHLESiNGEE  (J.).  «—  JVouuelle  démonstration  des  théorèmes 
de  Lehmann  relatifs  au  problème  de  Pothenot;  établissement 
d'une  nouifclle  formule  pour  la  longueur  de  base  du  triangle 
d'erreur,  etc.  (9p.) 

Gruwert(J.-A.).  —  Sur  un  théorème  remarquable  relatif  aux 
sections  coniques,  [2'i  p.) 

H  s'agit  du  théorème  énoncé  par  Euler  (Theoria  motuum  plane- 
tarum  et  cometarum, -p,  i5o). 

KijLP.  —  Détermination  de  l'influence  de  la  roue  dans  la  ma- 
chine  d'Atwood,  —  Rapport  des  débits  d'eau  pour  un  niueau 
constant  ou  variable,  (  3  p.) 

•  Imghenetsrt  (V.-G.)  (traduit  par  J.  Hoûel).  —  Etude  sur  les 
méthodes  d'intégration  des  équations  aux  dérii^ées  partielles  du 
second  ordre  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 
(iSap.;  fr.) 

Ce  travail  [voir  Bulletin,  t.  I,  p.  164  (*)]?  qtiî  contient  un 
exposé  de  recherches  d'Ampère,  combinées  avec  les  perfectionne- 
ments apportés  par  les  géomètres  qui  l'ont  suivi  et  en  particulier 
par  M.  Imchenetsky  lui-même,  se  divise  en  quatre  Chapitres,  dont 
voici  les  titres  :  I.  Théorie  des  intégrales  des  équations  aux  déri- 
vées partielles.  —  II.  Intégration  des  formes  les  plus  simples 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  d'une  fonction 
de  deux  variables  indépendantes.  H  s'agit  de  l'équation  linéaire  par 
rapport  à  r  et  à  ses  dérivées  partielles.  —  lU.  Intégration  des 
formes  plus  compliquées  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes.  Ce 
Chapitre  traite  de  l'équation 

H—      K-^^      L—  -i-Nf— —  — /-^-LVI  — 

dx^  dxdy         dj^  \à^^  à)^       \dxdy)  J        ' 

qui  est  la  forme  la  plus  générale  pour  laquelle  il  existe  une  théorie 
d'intégration,  —  IV.  Méthode  de  la  variation  des  constantes  arbi* 
traires.  Ce  dernier  Chapitre  contient  les  perfectionnements  que  l'au- 
teur, partant  des  idées  de  Lagrange,  a  apportés  à  la  méthode  d'Am- 


(')  II  a  été  fait  des  tirages  à  part  de  cet  important  Mémoire,  qui  se  Tendent  à  la 
librairie  Gauthier-Villars.  Prix  :  5  fr. 
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père.  M.  Imchenetsky  montre  que  la  méthode  que  Lagrange  avait 
appliquée  seulement  à  un  cas  simple,  et  à  laquelle  il  avait  renoncé 
a  cause  de  sa  complication,  peut  au  contraire,  étant  convenablement 
modifiée,  conduire  de  la  manière  la  plus  facile  à  l'intégration  de 
la  classe  d'équations  considérée. 

Grunert  (J.-A.).  —  Sur  un  théorème  remarquable,  relatif  aux 
sections  coniques,  (ai  p.) 

Un  quadrilatère  étant  circonscrit  à  une  ellipse  ou  à  une  hyper- 
bole, la  droite  qui  joint  les  milieux  de  ses  diagonales  passe  par  le 
centre  de  la  conique. 

Hain  (E.).^—  Remarques  sur  quelques  points  des  cercles  tan- 
gents extérieurement  à  un  triangle,  (3p.) 

KuDELRA  (J.).  —  Sur  les  couleurs.  (26  p.) 

Ce  Mémoire  traite  principalement  de  l'harmonie  et  du  contraste 
des  couleurs. 

Wasserschlebeiî  (von).  —  Sur  les  caractères  du  nombre  60. 
(8  p.) 

Ce  nombre,  outre  ses  nombreux  diviseurs  et  sa  propriété  connue 
d'être  le  produit  des  nombres  de  Pythagore  3,4)5,  présente  encore 
des  relations  remarquables  avec  les  nombres  premiers  et  leurs  pro- 
duits deux  à  deux. 

Grunert  (J.-A.).  —  Noui^elles  solutions  d'un  problème  d' As- 
tronomie  nautique  et  d'un  problème  d' Astronomie  géodésique. 
(a8  p.) 

Les  problèmes  résolus  dans  ce  Mémoire  sont  : 

I®  Le  problème  de  Douwes  :  <c  Des  hauteurs  mesurées  de  deux 
étoiles  dont  les  déclinaisons  sont  connues,  et  de  la  différence 
observée  de  leurs  angles  horaires,  déduire  la  hauteur  du  pôle  et  les 
angles  horaires  » . 

0?  a  Des  hauteurs  mesurées  de  deux  étoiles  dont  les  déclinai- 
sons sont  connues,  et  de  la  différence  observée  de  leurs  azimuts, 
déduire  la  hauteur  du  pôle  et  les  azimuts.  » 

RoGHER  (J.).  —  La  vie  et  les  travaux  de  Johann  Kepler» 
(12  p.) 

Discours  prononcé  au  château  de  Mûhleck,  près  de  Graz,  le 
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M.  Sthlômilrh  a  àvjk  Irait*  cette  qantion  a»  ce  toute  u  g 
lité,  dans  un  Mémoire  publié  au  lome  111  dr  ev  Jotintal  p.  6i5),al 
intitulé  :  Zur  Théorie  Imberen  Differential^uoticnteM,  M-  Hc» 
la  reprend  et  la  simpUâe,  en  faisant  usage  de  la  théorie  de«  drtt^ 
minants. 

WnTWEK-  —  Contribution!  à  la  théorie  des  gaz.  (>6  p-^ 
Les  lois  de  Mariolte  et  de  Gav-LuÂtac  ont  Krrî  depuis  lonçtmp 
de  point  de  départ  aax  phrsieiens  qui  ont  traité  de  la  thi'arit  As 
gaz.  Krnnî)^  F')  a,  réciproc|aeuient,  déduit  ces  lois  de  soabjpt 
ibcse,  qui  consiste  â  considérer  les  particules  gazeuses  «m/mtét 
petits  corps  élaïliquea,  qtii,  dans  l'état  de  repos,  ne  rem{£niaC 
(jo'unc  très-peiite  partie  de  l'espace  occupé  par  le  gaz.  ce  dona 
résultant  du  mouvement  de  ces  particules,  lesquellei,  par  Imh 
chocs,  produisent  une  pression  sur  les  parois  du  vase.  M.  Witim^ 
partant  d'ane  hypothèse  à  peu  près  semblable,  s'eM  applitpé  i 
déduire  de  ses  formules,  uon- seulement  les  lois  approxinatiia 
de  Mariottc  et  de  Gav-Lussac,  mais  encore  les  écarts  diven  tftt 
présentent  les  gaz  par  rapport  à  ces  lois. 

Hertschel  (O.).  —  Sur  une  représentation  conforme,  [aj  p.) 
Riemann  a  fait  voir,  dans  sa  Dissertation  inauguraie  (art.  il). 
qu'il  est  toujours  possible  de  représenter  la  surface  d'une  fignn 
simplement  connexe  quelconque,  sur  la  surface  d'un  eerde,  Il 
représentation  étant  connexe  et  semblable  dans  ses  éléments  ■&£• 
nitésimaux  ;  et  cette  représenution  ne  peut  avoir  lieu  que  d'aie 
manière,  lorsqu'on  pose  pour  condition  qu'an  centre  du  cotlc 
corresponde  un  point  donné  quelconque  à  l'intériettr  de  U 
figure,  et  à  un  point  donné  quelconque  de  la  cîrconféraice  on  poàl 
donné  quelconque  sur  le  contour  de  la  &gure.  Le  problème  se  n* 
mène,  dans  le  cas  d'une  figure  plane  dont  les  points  ont  pour  tut- 
données  rectangulaires  jc,  j^  à  déterminer  une  fonction  U  qui  satii- 
fasse  à  l'équation 

d'M      d'U 

en  resUnt,  ainsi  que  ses  dérivées,  finie  et  continue  à  l'întériear  Jt 

{■)  F<^gcmdorjft  AtmmUm,  XQX,  p.  3l5. 
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la  figure,  et  prenant  sur  le  contour  des  valeurs  égales  à  celles  du 
logarithme  du  rayon  vecteur.  Riemann  n'ayant  donné  aucun 
exemple  de  cette  représentation,  M.  Hentschel  y  a  suppléé,  en 
traitant  par  cette  méthode  plusieurs  cas  simples. 

ScHLÔMiLCB  (O.).  —  Sur  les  théorèmes  stéréométriques  ana^ 
logues  au  théorème  de  Fagnano,  (4  pO 

ScHLOMiLCH  (O.) .  —  Sur  les  dé^^eloppements  des  racines  carrées 
en  Jr actions  continues,  (ap*) 

Heger  (R.)-  —  Remarques  sur  l'affinité  doublement  biforme. 

(7  P-) 

Deux  figures  élémentaires  sont  dites  avoir  une  affinité  double^ 
ment  biforme  [eine  zwei-zweideutige  F'erwandschaft)^  lorsqu'à 
chaque  élément  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  correspondent 
deux  éléments  de  l'autre. 

Thomae  (  J.).  —  Remarques  sur  les  séries  de  Fourier.  (3  p.) 

Cjjlvsivs  (R.)«  —  '^^^  ^^  théorème  de  Mécanique  applicable  à 
la  chaleur,  (5  p.) 

La  force  vive  moyenne  d'un  système  est  égale  à  son  viriel. 

ScBLÔHiLCH  (O.).  —  Sur  la  détermination  de  la  probabilité 
d'une  erreur  d' observation,  (i  p.) 

SoHDERHOF  (A.).  —  Contribution  à  la  Géodésie  supérieure. 
(a  art.;  95  p.) 

Nous  allons  indiquer  le  contenu  de  ce  Mémoire. 

Chapitre  I,  —  Notions  sur  les  polygones  rectilignes.  L'auteur 
entend  par  polygone  rcctiligne  [Liniemneleck)  un  système  de  lignes 
droites  pouvant  être  situées  d'une  manière  quelconque  les  unes  par 
rapport  aux  autres.  Dans  un  tel  polygone,  il  y  a  à  considérer  :  i^  les 
arêtes,  c'est-à-dire  les  droites  qui  forment  le  polygone  \  2^  les  côtés, 
c'est-à-dire  les  angles  que  les  arêtes  font  deux  à  deux;  3^  les  angles 
du  polygone,  qui  sont  formés  par  les  lignes  de  plus  courte  dis- 
tance ou  lignes  polaires;  4^  1^^  pl^s  courtes  distances;  5®  les  lon^ 
gueurs  ou  distances  polaires,  qui  sont  les  segments  déterminés  sur 
les  arêtes  par  les  lignes  de  plus  courte  distance.  L'axe  du  système 
est  une  droite  rencontrant  toutes  les  arêtes.  Ce  Chapitre  se  divise 
en  plusieurs  paragraphes  :  Biangle  rcctiligne.  Couple  de  droites. 


986  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Triangle  rectîligne.  Axes  «lu  triangle  rectiiîgae.  Calcul  du  tri«n| 
rccliligno.  Triaugle  rectîligne  fermé.  Quaclranglc  rrctiligue.  Ap[ 
cation  des  polygones  rectilignes. 

Chapitre  II.  —  L'élément  superficiel. 

Chapitre  m. — L'ellipsoïde.  A.  Le  sphéroïde.  Centrilactl 
lions  centrales.  Angle  entre  la  centrale  et  la  normale  dans  1«  ■(] 
roïdc.  Angle  entre  la  section  normale  et  la  section  ccnlral*".  At 
détermination  de  la  correction  spherîque.  Suite  de  l'élude  dai 
tiens  centrales.  RectiCcation  des  sections  centrales.  KiSén 
de  loQguenr  entre  la  section  normale  et  la  section  cmtr 
Rectification  de  la  section  normale.  —  B.  Notions  sur  l'dl 
soïde  n  trois  axes.  Méridien,  méridienne  et  section  prtnripa 
Angle  entre  les  tangentes  conjuguées  de  directions  quclnnqi 
Azimut  de  la  section  centrale  et  azimut  splicriquc.  Angle  a 
le  méridien  et  le  plan  central.  Distance  angulaire  entre  la  Kd 
centrale  et  la  section  normale.  OHTCCtion  sphëriqne. 

Chapitre  IF.  —  Dêtermùiation  de  la  surface, 

KiKPEKT  (L.).  —  Sur  les  ^picjrcloïdet,  les  fypetyrelotdm  tt 

Courbet  qui  en  dérivent.  {18  p.) 

L'objet  principal  de  ce  travail  est  l'étude  de  Vhjrpocjrcloidi 
trois  rebroussements,  courbe  remarquable,  signalée  par  Stein 
et  dont  se  sont  occnpés  ensuite  MM.  Schrôter  et  Cremona  ( 
L'auteur  emploie  un  nouveau  mode  de  génération  de  cette  cootj 
qui  lui  permet  de  démontrer  très-simplement  toutes  les  propositk 
énoncées  par  Steîner,  et  de  les  étendre  ensuite  aux  épicjdoidtt 
aux  hypoc jcloïdes  en  général . 

BinczYHSKi  (T.).  —  Sur  la  multiplication  des  Jonctioiu  sym 
triques  algébriques,  rationnelles  et  entières,  (1 3  p.) 

Hemmikg  (J.-J.),  —  Sur  l'angle  trîèdre.  [S  p.) 

Etude  au  moyen  des  constructions  graphiques. 

Weyr  (Ed.).  —  Sur  l'enveloppe  de  toutes  les  sections  ooiufi 
de  longueur  constante.  (4  p.) 

HoppE  (R.).  —  Injluence  de  la  rotation  d'un  volant  sur 
mouvement  des  corps  liés  avec  lui.  (7  p.) 

(■  )  Jomrnml  Je  Crelit,  t.  53,  54,  64. 
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RosÀifES.  —  Sur  les  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à 
une  conique,  (2  p.) 

KÔTTERITZ8CH  (Th.). —  Contribution  à  la  théorie  du  potentiel. 
{a  art.)  70  p.) 

1.  Forme  de  Tintëgrale  la  plus  générale  de  l'équation  différen- 
tielle 

dx*       âjr*       dz^ 

—  2.  Introduction  de  variables  convenables.  —  3.  Représentation 

de  la  fonction  F  =  -g-  au  moyen  des  nouvelles  coordonnées  a,  ^9  79 

et  application  à  la  surface  cardinale  ponctiforme.  —  A.  Démons- 
tration générale  de  la  possibilité  de  développer  la  fonction  F,  suivant 

les  puissances  ascendantes  de  —  z.  —  5.  Calcul  du  développement 

de  F,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  —  z.  —  6.  Propriétés 

remarquables  des  coefficients  ?„  du  développement.  Application  des 
théorèmes  précédents  à  une  droite  massive  homogène,  prise  comme 
Surface  cardinale. 

Becker  (J.-C).  —  Sur  les  études  récentes,  relatives  à  notre 
intuition  de  l'espace,  (ig  p.) 

L'auteur,  au  nom  des  idées  de  Kant  et  de  Schopenhauer,  attaque 
les  théories  de  Gauss,  de  Riemann,  de  Helmholtz  sur  les  fonde- 
ments de  la  science  de  l'espace.  H  soutient  que  l'origine  des  idées 
géométriques  doit  être  cherchée  dans  les  données  a  priori  fondées 
sur  l'intuition  [jinschauung)^  et  n'admet  pas  qu'elles  reposent  sur 
de  simples  hypothèses.  Il  nous  semble  cependant  que  les  concepts 
abstraits  et  imaginaires  de  la  Géométrie,  pures  créations  de  notre 
raison,  ne  peuvent  être  assujettis  à  aucune  condition  nécessaire  a 
priori,  si  ce  n'est  à  l'absence  de  contradiction.  Ce  que  l'^n  prend 
pour  l'intuition  dans  l'étude  de  ces  abstractions  n'est  que  la  repro- 
duction par  la  mémoire  des  propriétés  sensibles  des  êtres  réels  qui 
ont  servi  de  types  à  nos  conceptions.  Pour  les  êtres  réels,  ces  pro- 
priétés sont  des  données  de  l'expérience;  pour  les  concepts  abs- 
traits, ce  ne  peuvent  être  que  des  hypothèses  servant  à  définir  ces 
entités.  Les  idées  de  Riemann  ont  d'ailleurs  été  suffisamment  dé- 
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fendues  par  les  développements  analytiques  qu'y  ont  ajoutes  ses 
disciples,  pour  n'avoir  plus  rien  à  redouter  des  arguments  de  la 
Métaphysique. 

Nàegelsbàch  (H.).  —  Sur  la  résultante  de  deux  fondions  en* 
tieres.  (i4  pO 

L'auteur  exprime  la  résultante  de  deux  fonctions  entières,  des 
degrés  m  et  /t,  au  moyen  d'un  déterminant  du  degré  m  +  tz,  dont 
les  éléments  sont,  non  plus  les  coefficients  des  deux  fonctions, 
comme  dans  la  méthode  de  Sylvester,  mais  d'autres  fonctions  symé- 
triques des  racines,  et  ce  déterminant  se  rattache  immédiatement  à 
la  conception  de  la  résultante  comme  produit  de  toutes  les  diffé- 
rences entre  une  racine  de  la  première  équation  et  une  racine  de  la 
seconde.  U  en  déduit  ensuite  un  autre  déterminant  symétrique, 
dont  les  éléments  sont  composés  de  déterminants  des  coefficients, 
lesquels,  pour  m^n^  sont  du  /i**"*  degré,  et  qui  se  rattachent  à  la 
méthode  d'élimination  d'Euler. 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  quelques  intégrations  le  long  d'un 
contour  fermé,  (3p.) 

JoRDÀ»  (  W.).  —  Sur  la  détermination  du  poids  d'une  inconnue 
obtenue  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  (^  p*) 

ScHLÔMiLCH.    —  Sur  les  "Valeurs   de   arcsin(a:  +  iy)    et   de 

arc  cos  [x  -f-  ij).  (3  p.) 

En  désignant  par  S  et  T  les  deux  valeurs  de  l'expression 

l'auteur  représente  les  fonctions  en  question  sous  la  forme  très- 
simple 

arc       (a:  -h  iV)  =  arc  sinTit  i  arc  coshS. 
cos^         •"  * 

cosh  désignant  le  cosinus  hyperbolique i 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  une  espèce  particulière  de  fonctions 
algébriques.  (3p.) 

Soit  z  =  x  -4-  ly  ;  si  l'on  pose 

^(2 -+- 1)(  2 -f- 2). .  .(z  4- m  —  i)  =  9,(x,/) -f- 1  J;«(a:,j^), 
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on  obtient  les  fonctions  (f^^  \^^^  que  M.  Schlômilch  applique  à  cer- 
tains développements  en  série. 

Igel  (B.).  —  Sur  la  représentation  d'un  biangle  d'arcs  de  cer-- 
cle.  (4  p.) 

BiEHRiNGER.  —  Sur  la  zone  sphérique,  (2  p.) 

Si  Ton  mène  deux  diamètres  des  cercles  de  base  parallèles  entre 
eux  AB,  A'B',  et  les  cordes  AA^,  AB',  Taire  de  la  zone  sera  égale  à 
celle  d'une  ellipse  ayant  ses  demi-axes  égaux  à  ces  deux  cordes. 

Zech  (P.)- —  ^  Géométrie  des  faisceaux  de  rayons  infiniment 
minces,  et  V affinité  des  systèmes  plans .  (2a  p.) 

Les  travaux  de  Gauss  sur  les  systèmes  de  lentilles,  dont  C.  Neu- 
mann  a  donné  en  1866  une  exposition  élémentaire,  supposent  que 
les  rayons  fassent  de  très-petits  angles  avec  Taxe  du  système. 
Kummer  a  traité  le  cas  où  ces  angles  sont  quelconques,  mais  sans 
en  tirer  toutes  les  conséquences.  Dans  le  tome  XYI  de  ce  Journal, 
Frischauf  a  fait  faire  à  la  question  quelques  pas  en  avant.  M.  Zech 
se  propose  de  poursuivre  cette  étude  par  la  même  méthode,  en 
considérant  la  marche  de  trois  rayons  quelconques,  dont  l'ensemble 
représente  le  caractère  du  faisceau  entier.  A  cette  occasion,  il  re- 
prend la  théorie  de  l'affinité,  qu'aucun  auteur  n'avait  encore  ex- 
posée sous  une  forme  appropriée  à  cette  recherche. 

Voss  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  systèmes  perspectifs  de  points. 
(12  p.) 

L'objet  de  cette  étude  est  de  faire  voir  conmient  la  théorie  des 
systèmes  projectifs  plans  de  points  conduit  avec  la  plus  grande 
facilité  à  un  grand  nombre  de  théorèmes,  que  l'on  eut  pu  obtenir 
le  plus  souvent,  mais  d'une  manière  plus  indirecte,  au  moyen  d'une 
transformation  perspective. 

Geisenheimer  (L.).  —  Sur  la  théorie  de  l'aberration  de  sphé- 
ricité, (29  p.) 

L'auteur,  s'appuyant  sur  le  théorème  de  Dupin,  qu'un  système 
de  rayons  normaux  à  une  même  surface  conserve  cette  propriété 
après  la  réfraction,  en  déduit  quelques  propositions  générales  sur  la 
distribution  et  l'intensité  des  rayons  lumineux,  et  donne  les  for- 
mules pour  l'aberration  de  sphéricité  d'une  surface  quelconque. 
U  traite  complètement  cette  dernière  question  dans  le  cas  des  sur^ 

Bull,  des  Sciences  mathém,  €t  ascron,^  i.  IV.  (Juin  1873.)  I9 
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faces  coniques  réfringentes  ayant  un  axe  commun.  Les  résultats 
obtenus  s'appliquent  à  la  réflexion,  en  faisant  l'indice  de  réfraction 

ExNER  (K..).  —  Sur  la  variation  de  la  courbure  des  sections 
planes  dans  les  surfaces  courbes,  (3p.) 

Kapp  (G.).  —  Sur  la  phoronomie  graphique,  (a  p.) 

Étant  donné  le  mouYcment  d'un  point  matériel,  déterminer  gra* 
phiquement,  pour  chaque  position  de  ce  point,  la  force  motrice  en 
grandeur  et  en  direction. 

KiEPERT  (L.).  —  Sur  les  trajectoires  orthogonales,  (4  p.) 

L'équation  d'une  courbe  variable  étant  résolue  par  rapport  au 
paramètre,  et  mise  sous  la  forme  C=y(a:,j^),  l'équation  différen- 
ticUe  des  trajectoires  orthogonales  sera 

àf_df^dr^ 
djr      dxdx 

L'auteur  étend  les  cas  d'intégrabilité  de  cette  équation  indiqués 
Euler. 


Bàur  (C.-W.).  —  Trajectoires  orthogonales  d'un  système  de 
cjcloïdes  ayant  même   base  et  même  point  de  rebroussement. 

(4p) 

Caittor  (M.).  —  Biirmann,  (3p.) 

Recherches  sur  ce  géomètre,  connu  par  la  série  qui  porte  son 
nom.  On  n'a  pu  encore  découvrir  ni  la  date  et  le  lieu  de  sa  nais- 
sance «t  de  sa  mort,  ni  son  prénom,  ni  aucun  détail  sur  sa  famille. 
On  sait  seulement  qu'il  était  professeur  de  commerce  à  Mannheim 
en  1796,  lorsqu'il  a  présenté  son  Mémoire  à  l'Institut  de  France; 
qu'il  a  été  désigné  pour  remplacer  Kramp  à  Cologne  en  1799,  mais 
il  ne  semble  pas  avoir  accepté  cette  place.  U  a  écrit  quelques  Mé- 
moires dans  les  Archi^^es  de  Hindenburg,  et  s'est  occupé,  comme  ce 
dernier,  de  V Analyse  combinatoire,  en  grande  vogue  a  cette  épo- 
que chez  les  géomètres  allemands.  On  a  retrouvé  deux  lettres  de 
BumattiL,  écrites  de  Mannheim  à  la  fin  de  1807,  et  dans  lesquelles 
il  «olUcîte  une  place  de  professeur  dans  le  lycée  que  l'on  allait  créer 
dans  cette  ville,  fl  cite  à  l'appui  de  sa  demande  l'espoir  qu'il  avait 
d'e&trer  tAt  ou  Uni  à  l'Institut,  ayant  été  déjà  porté  sur  une  liste 
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de  candidats.  H  ajoute  comme  nouveau  titre  à  la  faveur  du  gouver- 
nement les  services  qu'il  a  rendus,  conmie  exerçant  gratuitement 
les  fonctions  de  censeur  politique,  et  demande  une  compensation 
aux  désagréments  qu'il  a  essuyés  dans  ce  métier.  11  s'indigne  que 
l'on  permette  aux  juifs  de  lui  faire  concurrence  dans  son  enseigne- 
ment commercial.  Nous  empruntons  ces  derniers  détails  à  une 
lettre  adressée  à  M.  Cantor  par  M.  le  directeur  F.  Caspari,  et  in- 
sérée dans  le  premier  fascicule  du  tome  XVIU  du  Zeitschrift, 

Reidt  (F.).  —  Sur  les  équations  cubiques  irréductibles.  (2  p.) 

Nouvelle  méthode  pour  le  calcid  approché  des  racines  de  ces 
'équations. 

DuiLEGE  (H.).  —  Sur  les  courbes  du  troisième  ordre  et  leur 
représentation  sur  un  cercle,  (12  p.) 

Clebsch  a  démontré  analytiquement  (^)  que  les  coordonnées 
des  points  d'une  courbe  du  troisième  ordre  peuvent,  à  l'aide  des 
fonctions  elliptiques,  s'exprimer  par  un  seul  paramètre,  et  qu'alors 
trois  points  de  la  courbe  situés  en  ligne  droite  sont  caractérisés  par 
cette  circonstance,  que  les  arguments  correspondants  des  fonctions 
elliptiques  ont  une  somme  constante,  théorème  d'où  l'on  déduit 
une  foule  de  propriétés  intéressantes  des  courbes  du  troisième  ordre. 
M.  Durège  fait  voir  que  l'on  peut  arriver  très-simplement  aux 
mêmes  formules,  en  donnant  d'avance  une  position  particidière  au 
triangle  des  coordonnées. 

JuNGHÀNN  (G.).  — •  Formules  cristallométriques.  [20  p.) 

ScHELL  (A.).  —  De  l'influence  des  défauts  du  sextant  à  ré- 
Jlexion  sur  la  mesure  des  angles,  (11  p.) 

Gent  (R.)«  —  Sur  la  dépendance  mutuelle  des  systèmes  de 
points  ou  une  courbe  générale  du  troisième  ordre  est  osculéc  par 
des  sections  coniques,  (22  p.) 

L'auteur  établit  par  une  autre  voie  la  plupart  des  propriétés 
démontrées  dans  la  XII*  Section  du  livre  de  M.  Durège  sur  les 
courbes  du  troisième  ordre  ('),  et  il  y  ajoute  quelques  nouveaux 
résultats. 


C«)  Journal  de  CrelU,  t.  63,  p.  gj. 
(*)  yoÏTBulUûn,\.  m,  p.  i. 

>9' 
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Frosch.  —  Sur  l'état  de  température  d'un  corps  compris  entre 
deux  surfaces  sphériques  non  concentriques,  (g  p.) 

ScHRÔTER  (H.).  —  Remarque  sur  la  démonstration  donnée  par 
Sturm  du  théorème  d'addition  des  intégrales  elliptiques  de  pre- 
mière  espèce.  (8p.) 

Cette  démonstration,  ce  rédigée  par  Sturm  d'après  un  Mémoire  de 
M.  Despeyrous  (  *)  »,  a  le  défaut  de  ne  pas  indiquer  d'où  vient  le 
facteur  d'intégration,  et  de  ressembler  plutôt  à  une  vérification 
d'un  théorème  connu  qu'à  une  démonstration  vraiment  analytique. 
M.  Schrôter  modifie  le  raisonnement  de  telle  sorte  que  le  facteur 
d'intégration  se  présente  de  lui-même,  et  les  diverses  formes  dont 
ce  facteur  est  susceptible  donnent,  par  de  simples  intégrations  par 
parties,  les  diverses  formes  du  théorème  d'addition. 

Igel.    —    Sur  la  théorie  des  transformations  quadratiques. 

(3  p.) 

RiTSERT  (E.).  —  Formation  du  déterminant  qui  exprime  l'aire 
d'un  triangle  au  moyen  des  trois  côtés,  (i  p.) 

—  Le  Literaturzeitung  annexé  à  ce  volume  du  Zeitschrift  ren- 
ferme des  analyses  des  Ouvrages  suivants  : 

Bauschinger  (/.)  :  Elemente  der  graphischen  Statik. 

Jochmann  (£*.)•  Grundriss  dcr  Experimentalphysik. 

Flje  Sainte- Marie  [C.)  i  Études  analytiques  sur  la  théorie  des 
parallèles. 

Wand  (7%.)  :  Die  Principien  der  mathematischen  Physik  und 
die  Potential théorie,  etc. 

Spitz  (iÎL.) :Erster Cursus dcrDifierential- und Integralrechnung. 

Klingenfeld  [von)  :  Lehrbuch  der  darstellenden  Géométrie. 

Briot  (Ch.)  :  Lehrbuch  der  mechanischen  Wârmetheorie. 

Thomson  [W.)  und  Tait  [P.^G.)  :  Handbuch  der  theoreti- 
schen  Physik. 

Schramm  [H.)  :  Die  allgemeine  Bewegung  der  Materîe,  etc. 

Rcidt  [Fr.)  :  Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  aus  dei 
Trigonométrie  und  Stéréométrie. 

(*)  Journal  de  Liouville,  3'  •ériei  t.  I,  i856. 
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Giinther  (*$.):  Beitrâge  zur  Erfindungsgeschichte  der  Ketten- 
bniche. 

Friedlein  (  G.)  :  Beîtrâge  zur  Geschichte  der  Mathematik.  II. 

Clebsch  (-rdf.)  :  Théorie  der  binâren  algebraischen  Formen. 

Mous  y  remarquons  surtout  une  suite  d'articles  consacrés  à  une 
polémique  aussi  vive  qu'intéressante,  à  propos  des  récentes  publi- 
cations de  MM.  Wohlwill  et  Gherardi,  relatives  au  procès  de 
Galilée. 


•04 


MÉLANGES. 

QUESTION  DE  IBCANiaUE; 
Par  m.  g.  LESPIAULT. 

V attraction  proportionnelle  à  la  distance  est  la  seule  qui  fasse 
décrire  au  mobile  une  courbe  toujours  fermée,  dans  un  temps 
toujours  le  même,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales. 

Je  donne  habituellement,  dans  mon  Cours,  une  démonstration 
simple  et  élémentaire  de  cette  proposition,  qui  a  l'avantage  de 
comprendre  les  théorèmes  directs  et  les  réciproques.  Cette  démons- 
tration, qui  n'a  pas  encore  été  publiée  dans  son  ensemble,  donne 
en  même  temps  la  solution  de  tous  les  problèmes  de  tautochronisme 
dans  les  mouvements  curvilignes,  lorsque  la  force  motrice  est  fonc- 
tion de  l'arc  à  parcourir. 

1°  Mouvement  rectiligne. 
Si  le  point  M  est  attiré  vers  le  point  fixe  O  par  une  force  con- 

Fiff.  I. 

N 


M, 


stamment  proportionnelle  à  la  distance  MO,  il  arrivera  toujours 
au  point  O  dans  le  même  temps,  quel  ^ue  soit  son  point  de  départ. 
Supposons,  en  effet,  deux  mobiles  M  et  M^  placés  tous  deux,  en 
repos ,  en  des  points  différents  de  la  droite ,  et  sollicités  par  des 
forces  respectivement  proportionnelles  aux  distances  MO,  M'O. 
Dans  le  premier  instant  dt^  les  chemins  élémentaires  parcourus 
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par  M  et  M'  sont  proporlioanels  aux  forces  qui  les  sollictlml,  et 
par  conséquenl  aux  clicmius  entiers  qu'ils  out  à  parcoui'ir.  An 
bout  de  ce  preoiier  instant,  les  forces  motrices  sont  [iroporticni- 
iicllcs  aux  diemins  qui  restent  à  parcourir,  et  par  suite  aux  cbc- 
niius  entiers.  11  en  est  dç  même  des  vitesses  acquises,  cl  par  cx>ns^ 
quent  ÎI  en  sera  de  même  aussi  des  longueurs  parcourues  pcndanl 
le  second  instant  dt  \  car  ces  longueurs  se  composent  des  cliembtt 
parcourus  en  vertu  des  vitesses  acquises  pendant  lo  prcmit!r  înstatil, 
et  des  chemins  parcourus  eu  vcrin  des  accélérations  acquises  pen- 
dant le  secoud  instant  dt. 

Au  boutde  ce  second  instant,  les  vitesses  seront  donc  encoïc  pro- 
portionnelles aux  chemins  déjàparcoums,  et  par  suite  aux  longneon 
entières.  Le  même  raisonnement  s'appliquera  pendant  le  troisième 
instant,  pendant  le  quatrième,  et  ainsi  de  suite  ;  de  telle  sorte  qtte 
les  chemins  parcourus  dans  un  temps  quelconque ,  fini  ou  infini- 
ment petit,  sont  constamment  proportionnels  aux  longueurs  Oti 
et  OM'.  Donc,  quand  M  aura  parcouru  OM,  M' aura  parconru  (Mf, 
et  les  deux  mobiles  arrivent  au  même  instant  au  point  O. 

Ensuite  chaque  mobile  dépasse  le  point  O,  et,  dans  la  seconde 
période  de  son  mouvement,  il  perd  à  chaque  instant  1,'accâ^tioa 
qu'il  a  gagnée  à  l'instant  correspondant  de  la  première.  M  atteint 
donc  la  symétrique  M,  de  son  point  de  départ  dans  le  même  temps 
qu'il  a  mis  à  arriver  de  M  en  O,  et  les  oscillations  sont  isochrones 
pour  tous  les  mobiles  M,  M',  etc. 

Réciproque.  —  Si  les  oscillations  sont  de  même  durée  a  r  pourmi 
mobile  M  sollicité  par  une  force,  fonction  de  sa  distance  au  point  0, 
quel  que  soit  le  point  de  départ  de  ce  mobile,  je  dis  que  cette  forte 
est  constamment  proportionnelle  à  la  distance  MO. 

Pour  le  démontrer,  nous  remarquerons  d'abord  que  les  actions 
de  la  force  motrice  étant  symétriques  de  part  et  d'autre  du  point  0, 
si  les  oscillations  sont  isochrones  pour  les  mobiles  M,  M',  etc.. 
ces  mobiles  mettent  tous  le  mËmc  temps  t  à  arriver  au  point  0,  et 
réc  iproquement . 

Cela  posé,  désignons  par  9  {x)  la  force  motrice  du  point  M.  Je 
dis  que  f  [x)  est  proportionnelle  à  x.  En  effet,  on  pourra  toujours 
déterminer  la  constante  k  de  telle  manière  que,  sous  l'action  d'une 
force  égale  à  hx,  le  mobile  parcoure  MO  dans  le  temps  r.  Dès  lors, 
si  <^  {x)  n'est  pas  identique  à  kx,  elle  est  nécessairement  altenu- 
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tivement  plus  grande  et  plus  petite,  et,  en  outre,  ces  alternatives 
se  succèdent  à  intervalles  finis;  car  on  ne  peut  concevoir  deux 
forces  différentes,  dont  l'une  serait  alternativement  plus  grande  et 
plus  petite  que  l'autre,  par  intervalles  infiniment  petits  :  cette  id^e 
n'aurait  aucun  sens.  On  pourra  donc  toujours  trouver  sur  MO  un 
point  N  assez  voisin  du  point  O,  bien  qu'à  une  distance  finie  de  ce 
point,  pour  que,  entre  N  et  O,  la  force  cp(x)  soit  constamment 
plus  grande  ou  constamment  plus  petite  que  kx.  Supposons-la  con- 
stamment plus  grande ,  pour  fixer  les  idées,  ou  tout  au  moins  sup- 
posons que,  entre  N  et  O,  cp  (x)  ne  devienne  jamais  plus  petite 
que  kx\  car  elle  pourrait  lui  devenir  égale  pendant  un  intervalle 
de  temps  quelconque,  sans  que  le  raisonnement  cessât  d'être  rigou- 
reux. Cela  posé,  plaçons  un  mobile  sans  vitesse  au  point  N.  Sous 
l'action  de  la  force  cp  (or),  il  arrivera  au  point  O  en  moins  de  temps 
que  sous  l'action  de  la  force  kx ,  qui  est  constamment  moindre 
ou  tout  au  plus  égale ,  c'est-à-dire  en  un  temps  moindre  que  t  ; 
car,  en  vertu  de  notre  proposition  directe,  r  représente  le  temps 
que  le  mobile  mettrait  à  parcourir  NO  sous  l'action  de  la  force  kx. 
MO  et  NO  ne  seront  donc  pas  parcourus,  dans  le  même  temps, 
sous  l'action  de  la  force  cp  (a:),  si  cette  force  diffère  de  kx. 

Remarque,  —  Cette  démonstration  s'applique  mot  pour  mot  à 
la  proposition  suivante  : 

Pour  qu'une  courbe  soit  tautochrone  par  rapport  à  l'un  de  ses 
points,  sous  l'action  d'une  force  tangenticlle,  fonction  de  Tare  à  par- 
courir, il  faut  et  il  suffit  que  cette  force  soit  constamment  propor- 
tionnelle à  l'arc  ('). 

7?  Mouvement  dans  le  plaît. 

Soit  un  plan  M,  lancé  du  point  A  suivant  AT,  et  sollicité  vers  le 
point  O  par  une  force  proportionnelle  à  la  distance.  Je  dis  que 
ce  point  décrira  une  courbe  fermée ,  dans  un  temps  indépendant 
des  circonstances  initiales. 

Pour  le  démontrer,  projetons  sur  la  droite  OA  le  mouvement  du 
point  M,  parallèlement  à  la  vitesse  initiale  AT.  Le  point  P  se 
mouvra  comme  un  point  libre  parti  du  point  A  sans  vitesse,  en 


(*)  Voir  Théorie  géométrique  des  Tautochrones,  parM.G.Leipiauli.  Paris,  Gauthier- 
ViUars;  1869.  Prix  :  60  c. 
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même  temps  que  M,  et  assujetti  à  parcourir  la  droite  AO  sous 
l'action  d'unie  force  constamment  proportionnelle  à  PO.  Donc,  en 

Fîg.  a. 


vertu  du  théorème  précédent ,  ce  point  reviendra  en  A  au  bout 
d'un  temps  constant  4  t,  quelles  que  soient  les  circonstances  ini- 
tiales, n  est  clair  que  le  point  M  accomplit  sa  révolution  dans  le 
même  temps. 

Réciproque,  —  Si  un  mobile  parcourt  une  courbe  fermée  dans 
un  temps  constant  4'^>  quelles  que  soient  les.  conditions  initiales, 
sous  Taction  d'une  force  dirigée  vers  le  point  fixe  O,  cette  force  est 
proportionnelle  à  la  distance. 

Soit,  en  effet,  OB  un  rayon  maximum  ou  minimum.  La  courbe 
est  évidemment  symétrique  par  rapport  à  OB^  car  la  marche  du 
mobile  sera  la  même,  qu'il  parte  du  point  B  vers  la  droite  ou  vers 


la  gauche.  En  outre,  la  trajectoire  sera  partout  concave  vers  le 
point  O.  Cela  posé,  projetons  orthogonalement  le  mobile  N  en  R, 
sur  OB.  Le  point  R  se  mouvra  comme  un  point  libre  sollicité  par 
la  projection  de  la  force  motrice  du  point  N.  Or  il  est  évident  que 
la  distance  NO  détermine  la  longueur  OR,  et  réciproquement  ;  d*où 
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il  résulte  que  la  force  projetée  est  une  fonction  de  OR.  D'ailleurs, 
le  mobile  R  revient  en  B  en  même  temps  que  N,  c'est-à-dire  dans 
le  temps  4^)  quelle  que  soit  la  valeur  initiale  de  OB.  Donc,  d'après 
le  théorème  précédent,  la  force  qui  le  sollicite  est  proportionnelle 
a  OR.  Par  suite,  la  force  motrice  du  point  N  est  proportionnelle 
à  ON.    (c.  Q.  F.  D.) 


EITBilT 
DE  SIX  lilOIRIS  PUBLIÉS  DUS  LE  JODRHIL  DE  liTHtliTiaiIES  DE  BORCHABDT; 

Par  m.  R.  UPSCHITZ. 

(Analyse  rédigée  par  l'Auteur.} 


IV. 

Développement  de  quelques  propriétés  des  formes  quadratiques 

de  n  différentielles. 

Premier  Article  (  •). 

Un  des  buts  principaux  des  recherches  que  nous  analysons  ici 
successivement  était  Tétude  plus  approfondie  de  la  mesure  de  cour- 
bure dcGauss.  Outre  les  voies  suivies  jusqu'à  présent  et  conduisant 
à  ce  but,  on  peut  encore  choisir  celle  qui  consiste  à  présenter,  sous 
un  point  de  vue  plus  général,  toutes  les  conceptions  fondamentales 
relatiyfes  à  la  courbure  d'une  surface,  et  à  en  tirer  ensuite  la  con- 
ception de  la  mesure  de  courbure.  A  cet  effet,  il  s'agit  de  trouver 
une  définition  du  rayon  de  courbure  qui  se  prête  sans  contrainte 
à  une  extension  naturelle.  Or  des  principes  admis  de  la  Mécanique 
usuelle  résulte  ce  théorème  que,  lorsqu'un  point  matériel,  qui 
nest  soumis  à  l'action  d' aucune  force  accélératrice,  doit  se  moU" 
i^oir  sur  une  surface  déterminée,  la  pression  exercée  en  chaque 
point  de  la  trajectoire  est  inv^ersement  proportionnelle  au  rayon 
de  courbure  de  cette  trajectoire.  On  peut  définir,  d'après  cela,  la 
valeur  réciproque  du  rayon  de  courbure  comme  une  quantité  qui 

(*)  Journal  de  Borchardt^   t.  71,   p.  274-287. 
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est  directement  proportionnelle  à  la  pression  résultante  dans  ce 
mouvement.  Si,  de  plus,  un  système  d'un  nombre  quelconque  de 
points  matériels  se  meut  en  vertu  des  mêmes  lois  de  la  Mécanique, 
sans  être  soumis  à  Faction  d'aucune  force  accélératrice,  mais  qu'entre 
les  coordonnées  des  points  de  ce  système  il  existe,  indépendamment 
du  temps,  un  certain  nombre  d'équations  de  condition,  alors,  pour 
tout  déplacement  virtuel  du  système  de  points  matériels,  compatible 
avec  les  équations  de  condition,  la  somme  des  moments  de  toutes 
les  pressions  a  une  valeur  déterminée,  qui,  pour  un  point  matériel 
assujetti  à  rester  sur  une  surface,  se  réduit  au  moment  de  la  seule 
pression  correspondante.  Soient,  comme  dans  UI,  x^  les  coordon- 
nées des  divers  points  matériels  du  système  mobile  \  supposons  que 

la  forme  ^f  (  -tt  )  >  représentée  explicitement  dans  (29),  I,  désigne 

la  somme  des  forces  vives  de  tous  les  points  matériels,  et  que  l'on 
ait,  en  outre,  /  fonctions  indépendantes  quelconques  jr^  des  varia- 
bles Xa,  la  lettre  a,  ainsi  que,  dans  la  suite,  les  lettres  |3,  y, . . . , 
parcourant  la  série  des  nombres  i,  2,. . .,  /,  et  /  étant  <C^n\  ad- 
mettons enGn  que  l'on  ait,  entre  les  coordonnées  x^,  le  système  de 
/  équations 

(i)  7«=  const. 

Par  l'introduction  de  /  multiplicateurs  indéterminés  X.,  on  peut 
maintenant  formuler  le  problème  de  Mécanique  dont  il  s'agit,  en 
demandant  que  la  première  variation  de  l'intégrale 


(^) 


/  [/(^')-^i.7'-+-k>'»-+-----+-^r-]^^ 


s'annule,  les  valeurs  initiales  x^^^  et  les  valeurs  finales  x«  de  l'in- 
tégration restant  invariables.  D'après  cela,  l'équation 


d 


df(x') 
Ox'„         df{x') 


(')      s  l^^  -  ^>'-S«r. = o 


devra  être  satisfaite,  indépendamment  des  valeurs  des  variations. 
Mais  l'expression 

(4)  5!^*-^- 
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représente  la  somme  des  moments  de  toutes  les  pressions,  relative 
à  un  déplacement  virtuel  du  système  de  points  matériels,  corres^ 
pondant  aux  valeurs  d^«,  somme  dont  il  était  question  tout  à 
Theure.  Comme  la  définition  de  cette  notion  repose  sur  les  prin- 
cipes admis  de  la  Mécanique  usuelle,  personne  ne  mettra  en  doute 
que,  si  Ton  commence  par  transformer  la  forme  quadratique y*(£/x) 
par  Fintroduction  d'un  système  quelconque  de  nouvelles  variables 
à  la  place  des  variables  x^^  et  si  ensuite  le  système  des  /  fonctions 
y^  est  remplacé  par  un  nouveau  système  de  /  fonctions,  indépen- 
dantes entre  elles,  de  ces  fonctions,  l'expression  (4)  ne  doive  se 
cbanger  dans  l'expression  qui  serait  formée  de  la  même  manière  au 
moyen  des  nouveaux  éléments  correspondants.  Mais  les  raisons 
analytiques  de  ce  fait  conservent  leur  force  pour  toute  forme  qua- 
dratique essentiellement  positive  y*(é/j:),  dans  laquelle  le  détermi- 
nant A  ne  s'évanouit  pas.  Nous  allons,  en  conséquence,  aux  consi- 
dérations que  nous  venons  d'exposer,  en  substituer  d'autres  plus 
générales,  dont  les  principes  sont  expliqués  dans  III,  et  où  la  me- 
sure de  la  force  vive  d'un  point  matériel  en  mouvement  revient  à 
une  expression  plus  générale  du  carré  de  l'élément  linéaire  dans 
l'espace.  C'est  pourquoi  nous  n'imposerons  à  la  forme y*(rfj:),  qui 
entre  dans  l'intégrale  (2),  aucune  autre  condition  que  celles  que 
nous  venons  d'indiquer,  savoir  :  qu'elle  soit  essentiellement  posi- 
tive, et  que  le  déterminant  correspondant  A  ne  s'annule  pas. 

Des  équations  (i)  on  tire  successivement  les  deux  systèmes  d'é- 
quations 

^  ^  dt  dn 

En  combinant  le  dernier  de  ces  deux  systèmes  avec  le  système  de 

n  équations  différentielles  contenu  dans  (3),  on  pourra  exprimer 

d^x 
les  n  quantités  — ry  et  les  /  quantités  A«  en  fonctions  bomogènes  du 

second  degré  des  quotients  différentiels  x^,  et  par  la  substitution  de 
ces  valeurs  des  X.  l'expression  (4)  ^^  cbange  également  en  une  forme 
quadratique  des  xj,.  Le  système  d'équations  différentielles  contenu 
dans  (3)  entraine,  de  plus,  comme  conséquence,  l'intégrale 

(6)  /(  j/)  =  consl., 

où  la  constante,  à  cause  de  la  nature  essentiellement  positive  de  la 
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(orme  f{dx)^  doit  èlre  une  grandeur  essentiellement  positive.  Dans 
l'expression  (4),  qui  est  linéaire  par  rapport  aux  variations  djr^^ 
considérons  ces  dernières  comme  arbitraires,  mais  constantes,  et  les 
quotients  différentiels  x'i,  comme  variables»  mais  assujettis  toutefois 

à  satisfaire  aux  équations  -^  =  o  du  système  (5)  et  à  l'équation  [6)\ 

et  posons  le  problème  de  maxima  et  minima,  consistant  à  déter^ 
miner  les  valeurs  x'i,  de  manière  que  la  première  différentielle  de 
l'expression  (4)^  prise  par  rapport  à  ces  quantités,  s'éy^anouisse. 
Comme  l'expression  (4)9  lorsqu'on  soumet  à  une  transformation 
quelconque  la  forme  f{dx)^  et  qu'on  remplace  le  système  des 
fonctions  jy^  par  un  système  équiv^alent,  a  la  propriété  de  se  trans- 
former  en  même  temps,  et  que  la  condition  demandée  ne  peut  dé- 
truire cette  propriété,  la  solution  du  problème  de  maxima  et  mi- 
nima dévora  participer  à  cette  propriété.  C'est  sur  l'étude  de  ce 
problème  que  roule  le  présent  travail. 

Les  considérations  développées  jusqu*ici  se  rattachent  bien  au 
système  d'équations  différentielles  obtenu  dans  (3  ),  et  font  usage  de 
l'intégrale  (7)  de  ce  système  \  mais  elles  n'exigent  pas  que  Ton  sup- 
pose connue  une  intégration  complète  du  système.  C'est  pourquoi, 
dans  le  problème  de  maxima  et  minima,  nous  introduirons,  au  lieu 

dxk 
des  quotients  différentiels  -rf*  les  différentielles  dx^-  Rn  faisant 

cela  dans  les  expressions  X.,  on  devra  remplacer  les  équations  (3), 
(5),  (6)  parles  équations 


i(^^'-^>-s>-v.=o. 


(7) 


y(  dx)  =  const. 


Aux  notations  (29),  I,  et  (3o),  I,  ajoutons  maintenant  les  nouvelles 
notations 

'«'  s  ¥  ê:  £: = <«•  «• 

n,  b 
a^b  a^b 
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Les  quantités  X«  sont  ensuite  déterminées  par  les  équations 

(lO)  \(^*  ^)y^'^ripdx  rr:  O, 

m, 

pour  lesquelles  le  déterminant  |  a,  |3 1  ne  peut  pas  s'annuler ,  et  les 
expressions  elles-mêmes  sont  données  par  les  formules  suivantes  : 

(il)  X«-+-\  [a,  P]yîprfx  =  o. 

Ces  expressions  conduisent  à  une  représentation  explicite  de  la 
forme  résultant  de  (4))  quadratique  par  rapport  aux  différen- 
tielles dxa'i  linéaire  par  rapport  aux  variations  dj^^ 

(12)  ~\  X.i/«  =  X(rfjr)  =  ^^\'k^,hdxudx^. 

Le  problème  de  maxima  et  minima  proposé  pour  cette  forme,  en 
désignant  par  eo  et  par  d-.  des  facteurs  indéterminés,  est  équivalent 
à  la  condition  que  les  n  dérivées  de  l'expression 

(i3)  ~i(rf:p)-l-6)/(rfx)4-^^.rfr., 

prises  par  rapport  aux  quantités  dXa^^  deviennent  égales  à  zéro.  De 
ces  n  équations  et  des  /  équations  dj^  =  o  du  système  (7)  résulte 
un  système  de  71  -{-  /  équations,  homogènes  et  linéaires  par  rapport 
aux  n  quantités  dxa  et  aux  /  quantités  d-^,  et  pouvant  être  rangées 
de  telle  façon  que  les  coefficients  forment  un  tableau  symétrique. 
Le  déterminant  de  ce  tableau  D  (ci))  peut  être  mis  sous  la  forme 

(i4)  D(û>)  =  D.û)»-'-t-  D.û)"-'-' -f-. . . -t-  D,^/, 

les  coefficients  Dq,  Di,  Ds,.  • . ,  D^^  étant  des  fonctions  homogènes 
des  variations  dj^„  des  degrés  respectifs  o,  i,a,...,7i  —  /,  et  le 
coefficient  Dq  ne  pouvant  s'annuler.  La  quantité  eo  est  déterminée 
par  l'équation  du  (71  —  /)**"•  degré 

(i5)  Dfw)  =  o, 

dont  les  racines  sont  toutes  réelles.  A  chaque  racine  se  rapporte 
une  détermination  des  quantités  dx^y  et  à  une  telle  détermination 
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correspond  chaque  fois  la  relation 

(16)  «  =  j.  j   ,* 

Si  (>>i  et  Cl),  sont  deux  racines  différentes  de  Fëquation  (i5),  et  qu'à 
la  première  se  rapporte  le  système  des  quantités  dx^^  =  cf^^'x^,  à  la 
seconde  le  système  des  quantités  dxa  =  d^^^Xaj  on  a  la  relation 

a 

laquelle,  d'après  la  définition  donnée  dans  III,  signifie  que  les  va^ 
riétés  du  premier  ordre  d^^^x^  et  d^^^x^  sont  normales  entre  elles 
ou  orthogonales  par  rapport  à  la  forme  if[dx). 

De  ce  qui  précède  il  résulte  que  les  coefficients  de  l'équation  (i5), 

D(a)) 


ou  les  coefficients  de  la  fonction 


D. 


,0.  D,       D,  D,., 

ont  la  propriété  d'être  cov^ariants  de  la  combinaison  de  la  forme 
f(dx)  a^ec  le  système  des  fonctions  y^  rendues  constantes.  La 
même  chose  a  lieu  pour  toute  fonction  rationnelle  et  entière  de  ces 
71  —  I  expressions.  Nous  sommes  donc  en  état  de  former  des  combi- 
naisons de  quantités  qui  soient  inv^ariantes  par  rapport  à  la  forme 
f(dx)  et  au  système  des  fonctions  j\  rendues  constantes. 
Représentons  par 

{19)  F(*/„  */„...,  r„  r,,...) 

une  fonction  entière  et  rationnelle  des  expressions  (18),  qui  soit  en 
même  temps  homogène  et  de  V ordre  pair  q  par  rapport  aux  quan- 
tités iy^^  î;^,,...,  c^i,  et  dans  laquelle  les  coefficients  des  puis- 
sances positives  et  des  produits  de  puissances  positives  des  iy^ 
soient  désignés  par  ri,  Tj,  . . . . 

Si,  au  lieu  des  /  fonctions^,,  on  introduit  /  fonctions  j^,  des  j^,, 
et  que  Ton  ait  les  équations 

(20)  5y^.  =  k^.iy,  -f-  A-.,,dr,-f. . . . 4-  Kiiyh 
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il  en  résultera,  pour  deux  valeurs  quelconques  des  nombres  ai,  ««, 
l'équation 

(^0  *r«.^«.  =2]^-"'»»  *'•••'»•  *^^»*^^«- 


»t,^ 


Mais  les  fonctions  définies  par  (8)  jouissent  aussi  de  la  propriété 

que,  si  (aj,  at)  se  change,  par  l'introduction  desj^«,  ei^  («i,  a,),  il 
vient  Téquation  formée  de  la  même  manière 

C'est  là-dessus  qu'est  fondée  la  méthode  suivante  pour  la  formation 
des  combinaisons  inv^ariantes  des  quantités  de  l'espèce  indiquée. 
Soit  un  terme  quelconque  de  la  fonction  F  (î;^i ,  iy^ , . . . ,  rt ,  r, , . . .) , 
résultant  de  la  multiplication  de  l'expression 

^oii,  parmi  les  indices  «j,  a„ . . . ,  a^,  il  peut  y  en  av^oir  un  nombre 
quelconque  qui  soient  égaux  entre  eux)  par  l'un  des  éléments  r|, 
r,,. . . .  Ecrirons  toutes  les q\  permutations  des  q  indices  les  unes 
sous  les  autres,  en  partageant  chaque  permutation  en  groupes  de 
deux  indices  chacun, 

OCi  OCt   OCi  OCt  •  •  »  OCq^i  OLmf 
'      '      '      '  t  t 

a,  a,  âe,a^ . . .  ocq^^oCgy 


formons,  d'après  chaque  ligne ^  le  produit  des  \q  fonctions 

(«1,  aj)(aj,  «4)'  •  '(«f— 1>  «f)» 

puis  faisons  la  somme  de  tous  ces  produits.  Si,  dans  chaque  terme 
de  la  fonction  F(Î7^i,  Jy^i, • .  • ,  Ti,  Ts, . . .),  on  remplace  le  pro~ 
duit  4x«i^«t'''^«  q^' il  contient,  par  l' expression  correspond 
dante  de  la  somme  que  nous  venons  déformer,  affectée  du  déno^ 
minateur  q  !,  c'est-à-dire  par 


"T  ^  («1»  a»)  («»>  3:4). .  -(«f-ij  «f)» 


9 
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• 

alors  F (^1,  d^^ . . .  ^  r^,  r,, . .  •)  se  changera  en  une  combinaison 
inv^ariante  des  quantités  de  l'espèce  indiquée. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  /  est  égal  à  runitë,  c'est-à-dire  où  il 
n'existe  qu'a/ze  seule  fonctionnai,  la  définition  donnée  pour  la  fonc- 
tion X  (dx)  se  simplifie  comme  il  suit  : 

(23)  a  x(  dx)  =  x.ar.  =  - 1^1^  dr.. 

La  fonction  unique  (i ,  i)  coïncide  alors  avec  le  premier  paramètre 
différentiel  de  la  fonction  y^^  défini  vers  la  fin  du  Mémoire  III . 
L'équation  (i5)  devient  du  (/i  —  i)'*™^  degré,  et  les  coefficients  Do, 
Diy  Dt,.  •  •  de  la  fonction  D(a>)  sont  multipliés  par  les  puissances 
de  la  quantité  iy^  d'exposants  égaux  à  leurs  indices.  La  méthode 
exposée  pour  la  formation  des  combinaisons  inv^ariantes  des  quan- 
tités  de  l'espèce  indiquée  se  trouve  ainsi  abrégée  en  même  temps. 
Si,  dans  la  fonction  2X(£/x)  définie  par  (23),  on  remplace  ^^i  par 

la  quantité  ^(i,  i),  ce  qui  donne 

(24)  :t\[dx)=x.jîr:r)  =  ^'^É^^ 

V(i,'j 

si  Ton  introduit  cette  substitution  dans  le  problème  proposé  de 
maxima  et  minima,  et  que  Ton  désigne,  en  les  entourant  de  paren- 
thèses, les  fonctions  ainsi  transformées,  alors  tous  les  im/ariants 
donnés  par  notre  méthode  seront  des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières de  certains  invariants  élémentaires,  savoir,  des  expressions 
d'ordre  pair 


m-  m 


et  des  produits  deux  à  deux  ou  bien  des  carrés  des  expressions 
d'ordre  impair 


•  •  •  • 


Si,  à  rhypothèsc  /=  i,  on  joint  encore  l'hypothèse  qaef[dx)  soit 
égale  à  la  forme  spéciale 

(27)  f{dx)  =  l^dxi. 
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alors  l'expression 


X(rfx)___j^    \/(m)   __  niidx) 


a  a 

devient  ëgale  à  la  valeur  réciproque,  prise  avec  le  signe  — ,  de  la 
quantité  que  M.  Kronecker,  dans  son  second  Mémoire  Sur  les  sjs- 
tèmes  de  fonctions  de  plusieurs  variables  (*),  a  désignée  par  la 

lettre  p.  Si  l'on  substitue,  dans  l'équation  (i  5),  la  relation  w  = » 

le  problème  de  maxima  et  minima  fournit  les  71  —  i  valeurs  singu- 
lières de  la  quantité  p  dont  il  est  parlé  dans  ce  Mémoire.  Lorsqu'on 
a  7Z  =  3,  et  que  Xi^  Xx^  x%  sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  de  la  surface  y^  =  const.,  d'où  résulte  que,  comme  dans  (i),  I, 

\  dXa  représente  le  carré  de  l'élément  linéaire  dans  l'espace, 

a 

alors  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  surface  en  question,  pour  la 
section  normale  déGnie  par  les  quantités  dxi^  dxjf,  dx%\  le  pro- 
blème de  maxima  et  minima  détermine  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  rayon  de  courbure,  c'est-à-dire  les  deux  rayons  de  courbure 

principaux,   et  les  coefficients  (pr)»   (tt)   ^^  '^  fonction  -^ — 

représentent  respectivement  la  somme  et  le  produit  des  valeurs 
réciproques  des  deux  rayons  de  courbure  principaux.  Dans  le  sens 
indiqué  plus  haut,  la  seconde  quantité  et  le  carré  de  la  première 
sont  des  im^ariants  pour  la  combinaison  de  la  forme  quadratique 
correspondante y*(rfx)  avec  l'équation j^i  =  const. 

Les  fonctions  y^  étant  indépendantes  entre  elles,  on  peut  leur 
adjoindre  n  —  /  fonctions  arbitraires  y„  ((7,  et  plus  tard  t,  . . .  dé- 
signant les  nombres  depuis  /-|-i  jusqu'à  /i),  de  telle  façon  que 
les  y^  et  les  y„  constituent  ensemble  un  système  de  fonctions 
des  Xa,  indépendantes  entre  elles.  Par  l'introduction  de  ces  nou- 
velles variables,  la  fonction  i  [dx)  devra  être  transformée.  Sup- 
posons que  la  transformation  de  la  forme  /(rfx)  donne  les  résultats 


(  '  )  Ueher  Sjrsteme  i>on  Functionen  mehrerer  Variabelen  (  Monatshericht  der  Berliner 
Ahademie  ▼.  J.  18691  5.  August,  p.  691). 

Bull,  des  Sciences  nutthém,  et  fucron.,  t.  IV.  (Juin  1873.)  ^^ 
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suivants  : 

f(dx)  =  g{dr), 
A./ 

(28)  (  oekj 


m,n 

m 

De  (8),  on  tire  Téquation 


%2=(a,P). 
En  posant  maintenant^  en  général, 

%'  =  (A-,  /). 

on  tirera  de  (9)  et  de  (1 1) 

(30)  {       * 

>..-f.2[a,(3]Çp(rfj)---o, 

et  la  fonction  fx(^/j  )  sera  complètement  déterminée.  Si  l'on  formule 
maintenant,  par  rapport  à  la  fonction  transformée  fx(rf)  ),  le  pro- 
blème de  maxima  et  minima,  posé  pour  la  fonction  X(rfj:),  alors 
la  condition  f[dx)  ==  const.  sera  remplacée  par  la  condition 
g[dj)  =  const.,   et  les  conditions  dy^=^  o  pourront  être  intro- 
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duites  directement  dans  les  formes  i^^idj)  et  gidj)^  de  sorte  (ju'on 


aura 


(3i)  g{dx)='-Y^^^''^^^^^ 


(Sa)  ii.[dx)=^2^  ^^.xdx^dx.. 


9,X 


D'après  cela,  l'expression  (i3)  se  changera  dans  l'expression 

(33)  2  S ^~ f^a,.4-  wO^r»^' 


la  signification  de  la  quantité  oo  n'ayant  subi  aucune  altération.  Les 
n —  /  dérivées  de  (33),  par  rapport  aux  quantités  dy^^  étant  éga- 
lées à  zérO)  donneront  la  solution  du  problème  de  maxima  et  mi- 
nima  proposé.  Entre  le  déterminant  précédent  D  (o))  et  le  détermi- 
nant symétrique  qui  appartient  au  système  de  ces  n  —  /  dérivées, 
on  a  la  relation  (  ^  ) 

(34)  D(ck))  =  £  I  -  f^e,T  4-  (ùe,,,  \. 

Ici  Ton  a 

et  les  coefficients  de  la  fonction  — jr —  se  présentent  exprimés  au 

moyen  du  système  des  variables^,,  y^'t  ^^  P^^^  exprimer  de  la 
même  manière  les  im^ariants  développés  plus  haut.  Si  /  est  égal  à 
Tunité,  les  équations  (23)  et  (24)  donnent  rcsp<3ctivement 

(35)       .^(dfr)=-^4^,  .^(rf^)  =  _^), 

l'»')  V(i,i) 

et,  en  conséquence,  l'expression  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (34)  se  trouve  aussi  simplifiée. 

(*)  L'introduction  de  cette  formule  entraine  quelques  modifications  dans  les  for- 
mules du  texte  des  Mémoires  originaux.  Dans  le  texte  de  IV,  D(m)  a  la  signification 
ci-dessus;  dans  le  texte  de  V,  on  a  posé  D(u)  =  |yui,,^+  ^^«,tI* 


20. 
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V. 


Développement  de  quelques  propriétés  des  formes  quadratiques 

de  n  différentielles. 

Deuxième  Article  ('}. 

Nous  avons  supposé  que  la  forme  quadratique  f[dx)^  par  la 
substitution  des  variables  j^«,j^«,  se  change  dans  la  forme  g(,djr)^  et 
que  celle-ci,   en  vertu  des  conditions  j".  =  const. ,   rfj^,  ==o,  se 

change  dans  la  forme  g[dj)  des  n  —  /  différentielles  dy^^  repré- 
sentée par  ( 3 1  ) ,  IV.  Le  problème  de  la  variation  de  l'intégrale  (  2  ) ,  IV, 
est  alors  remplacé  par  le  problème  de  la  variation  de  l'intégrale 


(I) 


lequel  entraine  le  système  d'équations  différentielles 


àg^r'  ) 


dt  dy^ 

Les  valeurs  d'intégration  y^^  qui  satisfont  au  système  (2),  ne  dé- 
pendent ainsi  que  de  la  forme  s[dy)'  Au  contraire,  une  combi- 
naison de  quantités,  qui  est  un  inv^ariant  pour  la  combinaison  de 
la  forme  f(dx)  av^ec  le  système  qui  rend  constantes  les  fonc- 
tions y^^  peut  ou  bien  dépendre  aussi  des  seuls  coefficients  e,^^  de  la 

forme  g{dy^  et  de  leurs  dérivées  partielles  par  rapport  aux  varia- 
bles j^,,  et  cela  de  manière  à  être  un  invariant  de  la  forme  g\dy^^ 
ou  bien  ne  pas  jouir  de  cette  propriété.  Dans  les  considérations  qui 
ont  été  exposées  dans  IV  sur  la  courbure  de  la  surface  ji  =  const., 

la  forme  quadratique  2g'(rfj),  qui  coïncide  alors  avec  (2*},  I,  ex- 
prime le  carré  de  Vêlement  linéaire  sur  la  surface.  Les  expres- 
sions (  TT  )    ^^  (  ff  )  ^^^  ^^^  désignées,  dans  l'endroit  cité,  comme 

des  invariants  pour  la  combinaison  de  la  forme  correspondante 
f[dx)  avec  V équation  y ^  =  const.   Une  seule  de  ces  expressions, 

(*)  Journal  de  Borchardt,  t.  71,  p.  288-295. 
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la  seconde,  (77-)'  qui  est  la  mesure  de  courbure  de  Gauss,  est, 

comme  nous  l'avons  déjà  remarque  plus  haut,  un  inyariant  de  la 

forme  g[dj).  Nous  allons  maintenant  faire  voir  comment,  même 
dans  certaines  hypothèses  plus  générales,  on  peut  reconnaître  si 
une  combinaison  de  quantités,  invariante. pour  la  combinaison  de 
la  forme  f[dx)  avec  le  système  des  fonctions  j^.  rendues  constantes, 

est  en  même  temps  un  invariant  de  la  forme  gidy). 

On  atteint  ce  but  en  démontrant  une  dépendance  entre  l'expres- 
sion X  (dx)^  définie  par  (la),  IV,  et  la  forme  quadrilinéaire 

¥(rf'j?,  3'jr,  dx,  èx), 

déGnie  par  (3i),  I,  et  covariantc  de  la  forme  f{dx).  A  Taide  de 
quatre  systèmes  indépendants  de  différentielles  rfx^,  rf*Xa,  d*Xa^ 
d^Xa'i  ou  déduit  d'abord  de  la  définition  de  'X{dx)  la  forme  bi- 
linéaire 

(3,  »,.„...,=1^^4^'..«. 

b 

puis  de  celle-ci  la  forme  quadrilinéaire 

I  K[dx,d^x,d'x,d*x) 
'*'   j       =[/mdx,d'x)'k[d*x,d'x)—'/i'k{dx,d*x)'k{d'x,d'x)], 

les  crochets  du  second  membre  indiquant  que,  conformément  à  la 
méthode  développée  dans  IV,  chaque  expression  Sy^^y^  est  rem- 
placée par  l'expression  (a,  ^)  correspondante.  La  noui^elle  forme 
K{dx^  d*x^  rf*x,  d*x)  est,  d'après  cela,  cov^ariante  de  la  combi- 
naison de  la  forme  f[dx)  auec  les  relations  gui  rendent  constantes 
les  fondions  j'^y  et  la  même  propriété  appartient  à  la  différence 

(5)         —  -  W{dx,  d'x,  d'x,  d*x)  -f-  K (rfx,  d'x^  d'x,  d*x). 

Désignons  maintenant  par  û(^',  d^y^  rf*^,  d^j-)  la  forme  qui 
correspond  à  la  forme  g^(rfy^),  comme  la  forme  V  (rfx,  d*x^  rf* x,  d*x) 
correspond  à  la  forme  f{dx)\  par  L(rf^,  d*y^  rf'/,  d*j)  la 
forme  qui  prend,  pour  la  forme  g(dj)^  la  place  de  la  forme 

K(rfx,  d*x^  d^Xj  d*x)'j  et  par  il{dj^  dfy^  d^y^  rf*j^)  la  forme  qui 
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prend,  pour  la  forme  g{dj)  des  n  —  /  difTérentielles  dj\^  la  place 
de  la  forme  V  (dx^  rf*x,  rf* x,  d*x).  Alors  on  a  d'abord  Téquation 

—  -  Widsfy  d*x, d'x,  rf»x)  -f.  K  {dxy  cf'x,  d'x,  d^x) 

(6)    :  "^   , 

=  -  -  Q (rfr,  dy,  rf'7,  d^r)  -+-  LCdfj,  d»/,  rf%  rf*/). 

Mais  on  a  aussi,  dans  les  cas  oii  les  quatre  systèmes  de  différent 
tielles 

c(r»»  ^*r«»  ^'r«»  ^'r« 

50/it  supposés  nuls,  V équation 

(  -  i il (rfr, i/>/, d'r.  d'y)  -^  l ( «(r, rf*r,  rf'/.  rf*r ) 

(7)  ^  ^ 

J^/i  vertu  de  ces  deux  équations,  la  forme  ^{dy^  rf'j',  d^Jf^t  d*y)i 

coi^ariante   de   la  forme    g[dj)^    nous    ramène    à    la  forme 
y  (dx^  rf'x,  rf*x,  rf'x),  coK^ariante  de  la  forme  f[dx), 

La  forme  quadrîlinéaire  Y  (é/x,  rf*x,  rf* x,  rf'x)  s'annule,  d'après 
le  dernier  théorème  de  I,  dans  le  cas,  et  seulement  dans  ce  cas,  où 
la  forme  f(dx)  peut  être  transformée  en  une  forme  à  coefficients 
constants.  Cette  condition  est,  entre  autres,  évidemment  toujours 
remplie,  lorsque  Tintégrale  (a),  IV,  se  rapporte  au  mouvement 
d'un  système  de  points  matériels  suivant  les  lois  réellement  exis- 
tantes de  la  Mécanique.  Sous  cette  condition  que  f{dx)  soit 
transformable  en  une  forme  à  coefficients  constants,  la  forme 
i2(rfy,  d*y^  d^y^  d*jr)  s'annule  naturellement  aussi,  et  de  (7)  ré- 
sulte réquation 

(  L  (rfr,  dy,  rf'j,  dy)  =  -^Ù{dr,  dy,  d^y,  dy), 
(  dxa  =  rf'jTa  =  rf'r.  =  rf'j.  =  0. 

Cette  équation  permet,  pour  certaines  combinaisons  de  quantités, 
invariantes  pour  la  combinaison  de  la  forme  f(dx)  avec  le  système 
des  fonctions  j^.  rendues  constantes,  de  faire  voir  que  ces  combi- 
naisons sont  invariantes  aussi  pour  la  forme  g{dj).  Une  telle  com- 
binaison de  quantités  s'obtient,  pour  une  valeur  quelconque  du 
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nombre  /,  au  moyen  du  coefficient  ~  de  la  puissance  w""'"'  dans  la 
fonction  ■  Ji.     >  en  remplaçant,  suivant  la  méthode  exposée,  dans  ce 

•1^0 

coefficient,  qui  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  des 
variations  c[^„  chaque  produit  dj^ij^  par  l'expression  (a,  (3)  corres- 
pondante. Cette  combinaison  de  quantités,  lorsque  ^(rfj:)  est  trans- 
formable en  une  forme  à  coefficients  constants,  devient  un  ins^a- 

riant  de  la  forme  g  [dj)^ 


Si  Ton  calcule,  en  effet,  pour  la  forme  g{dj)^  V invariant  w  ana- 
logue à  celui  qui  a  été  défini  dans  (Ss),  II,  pour  la  forme y*(^x),  et 
que  nous  avons  représenté  par  i]^,  alors  de  (8)  résultera  l'équation 

L'expression  \jr]  est,  d'après  les  dénominations  employées,  pour 

71  =  3,  la  mesure  de  courbure  de  Gauss,  et,  pour  une  valeur  quel- 
conque de  71,  peut  être  considérée  comme  une  généralisation  de  la 
mesure  de  courbure  de  Gauss, 

Dans  le  cas  où  /  est  égal  à  l'unité,  certaines  combinaisons  de 
quantités,  de  l'espèce  dont  il  s'agit,  ont  été  désignées  àous  le  nom 
à! invariants  élémentaires.  Parmi  elles,  les  expressions  d'ordre 
pair,  indiquées  dans  (25),  IV, 

lorsque  f(dx)  est  transformable  en  une  forme  à  coefficients  con- 
stants, sont  toutes  en  même  temps  des  invariants  de  la  forme 

M.  Kronecler  [loc,  c/t.),  dans  l'hypothèse  mentionnée  plus  haut 
de  /  =  I ,  f{dx)  =  -  \  dxl^  a  désigné  l'expression  (  -^  j  comme 

a 

une  généralisation  de  la  mesure  de  courbure  de  Gauss;  d'après 
le  théorème  cité,  cette  expression,  pour  toute  valeur  impaire  du 
nombre  7i,  est  un  invariant  pour  laformeg[djr). 
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Le  Mémoire  dont  nous  allons  ci-après  rendre  compte  renferme 
un  examen  du  problème  de  maxima  et  minima  proposé,  dans  IV, 
pour  la  fonction  X(é/a:),  et  les  conceptions  déduites  de  ce  problème 
dans  rbypotbèse  que  la  fonction  gidy)  ne  renferme  que  les  carrés 
des  diiférentielles  dyi,  H  nous  semble  à  propos  de  mentionner  dès 
à  présent  le  contenu  de  ce  résumé.  Posons,  pour  abréger,  e^^k  =  e^, 
de  sorte  que  g(dj')  se  trouve  exprimé  comme  il  suit  : 

(«0  g{dr)  =  ^2^^kdxi. 

A 

D'après  cela,  les  formules  (3i),  IVj  (Sa),  IVj  (33)^  IV,  donneront 
respectivement  les  équations 

(i2j  g[dx)=^l2j^cdxl. 

o 

03)  l^(^)  =  -\^^^^Jr>dri. 


9        m, 


et  Texpression 

9  « 

Le  problème  de  maxima  et  minima  proposé  pour  la  fonction 

Mdx)  =  p(rfr) 

se  résout  en  égalant  à  zéro  les  n  —  /  dérivées  de  (i4)  par  rapport 
aux  quantités  djr„^  c'est-à-dire  au  moyen  des  n  —  /  équations 

m, 

Comme,  en  outre,  le  déterminant  E  a  présentement  pour  valeur 
ei^i. .  .e»,  la  relation  (34))  IV,  se  change  dans  la  suivante  : 


^  =  n 


et  Ton  trouve,  pour  déterminer  les  n  —  /  racines  w,  de  l'équation 
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D(cd)  =  o,  la  relation 

m, 

Dans  la  résolution  du  problème  de  maxima  et  minima,  il  s'agit 
de  savoir  si  une  racine  déterminée  co,  est  simple  ou  multiple.  Sup- 
posons que  les  racines  égales  à  o),  soient  désignées  par  0)^,  ci)^, .  •  •  ; 
on  aura  la  solution  du  problème  en  question  en  égalant  à  zéro  toutes 
les  différentielles  dy^^  à  l'exception  des  différentielles  rfj^,  dj^^^ 
djr^y.  • .,  correspondant  à  ces  racines.  On  peut  maintenant  égaler 
à  des  constantes  les  quantités  jy^  elles-mêmes,  à  l'exception  des 
quantités  j",,  j^Vî  •  •  •  5  alors  les  équations  résultantes  représenteront, 
pour  les  ^variables  y^^  la  variété  déterminée  par  la  solution  de 
notre  problème,  et  cette  variété  sera  du  premier,  du  second,  du 
troisième,  etc.  ordre,  suivant  que  la  racine  correspondante  co,  sera 
simple,  double^  triple,  etc. 

Des  variétés  du  premier  ordre,  qui  sont  situées  à  l'intérieur 
des  variétés  correspondant  à  deux  racines  différentes  w^^,  w^^ 
sont  orthogonales  entre  elles  par  rapport  à  la  forme  !if[dx).  Ce 
théorème,  qui  découle  de  l'équation  (17)^  IV,  renferme  le  théorème 
de  M.  Dupin,  ainsi  que  la  généralisation  de  ce  théorème  donnée 
par  M.  Lie  [Nachrichten  der  K,  Gesellschaft  d.  TF^iss.  zu  Got~ 
tingen,   10  mai   1871),    et  dans  laquelle  notre  forme  f{^dx)  est 

égale  à  -  /  dx^. 

a 

La  fonction  L(df^,  rf'^,  rf*^,  ^*/)î  ^^éfînie  plus  haut,  lorsqu'on 
pose  dy^  =  rf'j',  =  rf'j".  =  d^j^  =  o,  a  maintenant  pour  expres- 
sion 

!L(dxyd^X,d\r,d'x) 
Si  nous  introduisons  encore  la  supposition 
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alors  réquation  (8)  a  lieu,  et  pour  l'invariant  w  de  g(dj)  on  a 
réquation 

De  plus,  il  faudra  faire,  dans  (i6),  A  =  i .  Dans  le  cas  de  /=  i ,  il 
vient 


T=/l 


„.)  i„„,  =  ln(»  +  i^3r.) 


T=l 


et,  si  Ton  remplace  Syi  par  y^î*)  =  "7=»  ^^^  trouve,  pour  détcr- 

V«i 

mÎDer  les  invariants  de  g'(^))  énumérés  dans  (^S),  IV,  la  relation 


T  =  n 


VI. 

Développement  d'une  dépendance  entre  les  formes  quadratiques 
de  n  différentielles  et  les  transcendantes  abéliennes  (  *  ) . 

Le  caractère  spécifique  d'une  branche  de  la  théorie  des  formes  de 
n  diflercntielles  est  exprimé  par  la  condition  que  les  coefficients 
d'une  telle  forme  soient  des  fonctions  algébriques  des  variables,  et 
que,  dans  la  transformation  de  la  forme,  les  variables  primitives 
soient  égalées  à  des  fonctions  algébriques  des  nouvelles  variables. 

Celte  branche  comprend  la  transformation  de  la  forme  N  dx\ 

a 

moyen  des  coordonnées  elliptiques  généralisées^i,  j',,. . .,  ^n*  Au 
sujet  des  coordonnées  elliptiques,  on  peut  consulter  le  travail  de 
Jacobi  intitulé  :  Des  lignes  gcodésiques  sur  un  ellipsoïde,  et  des  di- 
verses applications  d'une  substitution  analytique  remarquable  (  *  ) , 

(*)  Journal  de  Borcharde,  t.  74,  p.  1 50-171. 

(')  fo/i  der  geodàcischen  Linie  au/einem  Ellipsoid  und  den  verschiedenen  jéntven- 


au 
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et  ses  Leçons  de  Dynamique  (*).  Cette  transformation  implique, 
entre  les  formes  quadratiques  de  n  différentielles  et  les  transcen- 
dantes abéliennes,  une  dépendance  qui  fait  Tobjet  du  présent  Mé- 
moire. 

Pour  exprimer  les  n  variables  x^  au  moyen  des  n  coordonnées 
elliptiques  jj^,  nous  supposerons  que,  entre  ces  dernières  et  n  quan- 
tités réelles  ai,  a,,  • . . ,  a„,  on  ait  les  inégalités 

(0  rt>«»>r«>«'>--->r»>«"; 

que,  pour  Mnj  indéterminé,  on  pose 

{^)  x(r)  =  (r-r')(r— r,)...(r— r-)» 

(3)  ^(r)  =  (r-«')(r- «»).••(/ -«!.), 

et  que,  en  désignant  par  la  notation  de  Lagrange  la  différentiation 
relative  à^,  on  ait  les  équations 

Alors  aux  valeurs  réelles  des  ^^  correspondront  aussi  des  valeurs 
réelles  des  x,.  On  obtient  de  plus  la  transformation  de  la  forme 

e  e 

de  laquelle  découlent  les  diverses  applications  des  coordonnées  el- 
liptiques qui  se  présenteront  ici.  La  forme  qui  constitue  le  second 
membre  de  (5)  étant  de  l'espèce  de  (i  i),  V, 


-^giày)  =:2^ekdx\^ 


les  71  équations  j'^  =  const.  désigneront,  d'après  le  langage  établi 
dans  m,  n  variétés  du  (n  —  i)**"«  ordre,  jouissant  de  la  propriété 
que  les  variétés  du  premier  ordre,  qui  sont  communes  k  n  —  i  quel- 

dungen   einer  merkwûrdigen  emafytischen   Substitution    {Monatsbrricht  der  Berliner 
Akademie  y.  J.  iSSg,  April,  et  Journal  fur  Mathematik,  t.  19,  p.  Sog). 
(^)  Vorlesungen  ubtr  DjrnamiÂ,  Vorlesung  29  und  3o. 
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conques  des  variétés  en  question,  sont  deux  à  deux  normales 

entre  elles,  ou  orthogonales  par  rapport  à  la  forme  \  dx\.  En 

a 

d'autres  termes,  les  n  équations  ^^  =  const.  composent  un  système 
de  n  variétés  du  [n  —  i)i*»«  ordre,  qui  sont  orthogonales  par  rap- 

port  à  la  forme  \  dx\.   Les  coefficients  ei,  ont  pour  valeurs, 

a 

d'après  (5), 

La  première  application  de  la  transformation  (5)  est  relative  à  ce 
que,  dans  les  considérations  de  lU,  on  a  posé  le  nombre  p  =  2,  la 

forme  f(dx)  =  -/  dx^^  la  fonction  U  =  o.  Alors  F  (dx)=\  dx\ 

a  a 

,     est  également  une  forme  à  coefficients  constants;  on  a,  pour  l'équa- 
tion hamiltonienne  aux  dérivées  partielles  correspondante, 

a 

et  l'intégrale  complète  R  de  cette  équation  a  pour  expression 


(8) 


Par  l'introduction  des  coordonnées  elliptiques,  il  vient 

V[dx)  =  G{dx),    G[dr)^ig(dy)=^ekdr\, 

à 

et  l'équation  hamiltonienne  aux  différentielles  partielles  correspon- 
dante s*écrit  ainsi  : 

a 

Maintenant  Jacobi  a  fait  voir  que,  si  Ct,  Cs,. .  •,  c^  désignent  des 
constantes  réelles;  si,  de  plus,  on  a  les  inégalités 

(»o)  r«>«'>^«>r«>  ••>^->r->^» 
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et  (jué  Ton  introduise  la  fonction  du  {n  —  a)»*"»  degré 

(11)  9lx)  =  (r  —  c,){x -  c^). .  ,[x  —  c^), 

l'équation  aux  différentielles  partielles  (9)  sera  satisfaite  par  Tinté- 
grale  complète,  renfermant  les  constantes  arbitraires  Ci,  Ct, . . . ,  c,., 


P  -  P.. 

(12) 


'-l'jym-'- 


-hCf 


D'après  les  développements  donnés  dans  III,  la  fonction  P|,  jointe  à 
ses  /i  —  I  dérivées  -3-^  =  4>^,  où  r  =  2,  3, . . . ,  n,  fournit  une  trans- 
formation de  la  forme  F{dx)  =  G{djr)^  dont  le  type  a  été  donné 
dans  (19),  ni.  En  vertu  des  relations  actuelles,  les  coefficients  m^^, 
sont  égaux  à  zéro  toutes  les  fois  que  l'on  a  r^s^  et  se  déterminent 
simplement  lorsque  r  =  5.  On  a,  d'après  cela,  pour  la  nouvelle 
transformation, 

(.3)  ;^..rf,;=rfp;+^|f^rf$;. 

k  r 

et,  en  égalant  successivement  à  des  constantes  les  nouvelles  varia- 
bles Pi,  4>t9  4>s,. . .,  4>„,  on  a  la  représentation  d'un  nouveau  sys- 
tème de  n  variétés  du  [n  —  i )'*"»•  ordre,  orthogonales  entre  elles 

par  rapport  à  la  forme  N  Ckdjr]^  ou,  ce  qui  est  la  même  chose. 


par  rapport  à  la  forme  \  dx\ 


Comme,  dans  le  cas  actuel,  la  forme  F(rfx)  =  \  dx\  est,  ainsi 

a 

qu'on  l'a  déjà  remarqué,  une  forme  à  coefficients  constants,  on  aura 
lieu  d'appliquer  le  théorème  énoncé  dans  IQ  pour  cette  hypothèse, 
et  en  vertu  duquel,  pour  le  système  d'équations  différentielles 
(7),  III,  le  même  système  d'intégrales  est  représenté,  d'une  part, 
par  les  équations  (18),  III,  où  l'on  devra  poser  P  =  F,, 


\dx.)       \àxa).^ 
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et  dont  n  —  i  entraînent  comme  conséquence  la  n'*^,  et,  d'autre 
part,  par  les  /i  —  i  équations 

Les  dérivées  -r— -'  sont  ici  les  expressions  algébriques 

(.4)  •     ^=Y«l2:.li(21)._fi_. 

^  àx,       Zj       x'(/«)         /.  — «« 

a 

Les  quantités  4>^  =  -5-^  ont  la  forme  transcendante 

OCf 

et  le  théorème  énoncé  se  change  dans  le  théorème  d'Abel, 

Une  deuxième  application  de  Téquation  (5)  s'obtient  lorsque, 
dans  les  développements  de  IV  et  V,  on  remplace  à  la  fois  la  forme 

f{dx)  par  -  N  dx\ ,  et  les  variables  y,,  j„  par  les  coordonnées  el- 

a 

liptiques  correspondantes.  On  rencontre  alors  les  simplifications 
qui  se  déduisent  de  l'introduction  de  l'équation  (i  i),  V.  Les  équa- 
tions (6)  ont  pour  conséquence  la  détermination 

(16)  à\oç^e^  _  _       1 

et  comme  on  a  A  =  i ,  et  que  f{dx)  est  une  forme  à  coefficients 
constants,  les  équations  (16),  V,  et  (i  a),  V,  se  changent  respective- 
ment en 


T  =  n 


(.7)      0(0))-— ^—n  L-V— ^^1 


T  =  /  +  I 


(,8)         -i^^'yiV; j -. 

En  outre,  de  (21),  V,  dans  la  supposition  de  /=  i,  on  tire  la  re- 
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Ution 


t=n 


Ici w  et  les  expressions  (  ït-  )  >  (  rf  )  '  *  '  *  ^^^^  ^^^  inv^ariants 

de  la  forme  g  {dj)  =  \\^c^dy\ 

Q 

Le  problème  de  Calcul  des  variations  correspondant  aux  hypo- 
thèses en  question  et  expliqué  dans  IV,  lequel,  d'après  une  re- 
marque faite  au  commencement  de  l'analyse  de  V,  se  ramène  au 
problème  de  la  variation  de  l'intégrale 

est  une  généralisation  de  la  question  de  la  ligne  géodésique  sur 
l'ellipsoïde.  Le  système  d'équations  diflerentielles  correspondant 
(a),  V,  prend,  en  vertu  de  (11),  V,  la  forme 


et  l'équation  hamiltonienne  aux  différentielles  partielles  corres- 
pondante à  la  forme  g[dy)  est  la  suivante  : 

9 

Si  maintenant,  d'après  la  méthode  due  à  Jacobi,  on  introduit  une 
fonction 

(22)  $„./_»(/)  —  [y—  Ci+,)  (x—  C/+3). .  .(r  —  c„), 

les  constantes  réelles  C/^i, . . . ,  c„  étant  soumises  aux  inégalités 

(23)  «/+i>c?/+,>//+,>a/+a>...>c»>;^«>a„, 
et  si  l'on  pose 

xdr)  ^(r-r«)(r—rO •••(/-//)» 


(24) 


Xn-i(r)  ^  (r  -  r/-+-'  J  (/  -  r/+0  •  •  •  Cr  -  r«  )» 
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on  a  rintégrale   complète,  avec  les   constantes   arbitraires  C|^|, 

{25) 


C/+I 


Or  la  fonction  P^.l,  jointe  aux /<  —  / — ï  dérivées      ''*'*  =  <fr|''^ 

forme  un  système  de  nouvelles  variables,  par  l'introduction  duquel 

la  forme  ^g{dj)  se  transforme  d'une  manière  semblable  à  la  for- 
mule (19),  ni.  Actuellement  aussi  tous  les  coefficients  de  la 
nouvelle  forme  s'évanouissent,  à  l'exception  de  ceux  qui  sont  mul- 
tipliés par  les  carrés  des  différentielles,  et  l'on  obtient  la  transfor- 
mation 


9  l 

En  même  temps,  les  équations  ♦['^  =  4>^')(">  sont  n  —  / —  i  inté- 
grales du  système  (  20  ) ,  et  les  /i  —  /  variétés  du  {/i  —  / — i  )**"•  ordre 

P^^i  =  const.  composent,  par  rapport  à  la  forme  ^g{dj)  un  sys- 
tème de  variétés  orthogonales. 

Bonn,  lo  ao  août  1873. 
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